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PREMIÈRE THÈSE.

ÉTUDE CRITIQUE
DE LA

NOTION DE COLLECTIF.

INTRODUCTION.

Le présent travail m'a été inspiré par une conférence tenue par
M. Wald au Séminaire Mathématique dirigé par M. Karl Menger
à l'Université de Vienne pendant le Semestre d'Hiver 1934-35.
Cette conférence se trouve reproduite dans les Comptes rendus de
ce Séminaire, que j'ai cités dans la Bibliographie qui fait suite à
mon exposé. M. Wald étudiait, en les reprenant sous une forme
un peu abstraite, mais d'une grande rigueur, les théories pro-
posées par M. de Misés pour servir de fondement au Calcul des
Probabilités. J'ai, à mon tour, examiné les résultats de M. Wald,
et suis arrivé à des conclusions différentes des siennes, du point
de vue logique, s'entend. Du point de vue mathématique, non
seulement je reconnais la validité de ses résultats, mais encore je les
utilise après les avoir convenablement généralisés et approfondis.

M. Fréchet, qui m'avait d'abord proposé un autre sujet, a
bien voulu, sur ma demande, accepter l'étude de la théorie de
M. de Misés comme sujet de Thèse; il m'a aidé de nombreuses
suggestions, et les conversations que j'ai eues avec lui m'ont amené
à préciser ma pensée sur quelques points essentiels et délicats.
Je le remercie vivement pour t'aide qu'il m'a ainsi apportée.

THHSE VILLE.



Je remercie également M. E. Borel, de s'être intéressé à mes
recherches, et d'avoir aplani toutes les difficultés matérielles
relatives à l'impression. Je dois ajouter que M. E. Borel m'a
fourni l'occasion d'exposer mes idées à une séance des Exposés et
Discussions sur le Calcul des Probabilités qu'il dirige à l'Institut
Henri Poincaré, et que la discussion qui s'en est suivie m'a été
d'un grand profit.

J'ai utilisé certains résultais de M. Paul Lcvy, qui, à cette occasion,
a lu une partie du manuscrit; ses observations m'ont été précieuses.

Je n'ai pas la prétention d'avoir dil le dernier mot sur la délicate
question des Collectifs; mais je crois que mon tra\ail pourra
rendre service a ceux qui voudront consacrer une étude à la défi-
nition de la probabilité comme limite d'une fréquence.

CHAPITRE I.
ÉTUDE DES FRÉQUENCES DES DIFFÉRENTES CONFIGURATIONS

QUI SE PRÉSENTENT DANS UNE SUITE FORMÉE DE 0 ET DE 1.

SOMMAIBE. — 1. Définition des configurations et des fréquences. — 2. Relations
entre les fréquences des différentes configurations. — 3. Degré d'indépendance
des différentes fréquences. — \. Construction d'une suite ou les fréquences des
configurations de longueur donnée ont des valeurs données. — 5. Construction
d'une suite ou les fréquences de toutes les configurations ont des valeurs
données. — 6. Généralisation : suites dont les termes peuvent prendre
k valeurs di(Tt îentes.

Introduction. — Ce chapitre a pour but d'établir entre les fré-
quences que l'on observe dans une suite, des relations qui serviront
dans les chapitres suivants.

1. Définitions des configurations et des fréquences. — Soit une
suite finie de termes égaux à o ou à i :

Nous appellerons cette suite une configuration de longueur m,
et la représenterons, en supprimant les parenthèses et les virgules
pour abréger l'écriture, par la notation

(0 («] «- . . . (ïm).



Nous aurons quelquefois recours à une notation encore plus
condensée, empruntée à la numération binaire, en représentant la
configuration (i) par la lettre u affectée de deux indices, l'indice
supérieur étant égal à m, l'indice inférieur ayant pour valeur

(2) i = am -4- 2am~ l -+- 4a m - - -h. .. -+- 2"'-1 aJ.

Nous écrirons dans ces conditions

(3) u?l=(a[a*-...a>").

Soit maintenant une suite infinie de termes égaux à o ou à 1

( 4 ) x = x l x 2 . . , x n . . . ( a ; ' = o o u i ; i = i , 2 , . , , , w , , . . ) .

La configuration (a1 a- . . . am) sera dite figurer dans x au rang «
si les m égalités suivantes sont vérifiées

( 5 ) a] = œl, a'}-=œi+i, . . . , am = xi+m—1.

Introduisons le nombre yi (où i est un indice) défini par

yi ne peut prendre que les valeurs o ou 1, et les m égalités (5) sont
équivalentes à l'égalité y*= 1 •

DÉFINITION 1. — La répétition r de la configuration (a{ a2.. .am)
dans les n premiers rangs de x est le nombre des rangs distincts,
inférieurs ou égaux à n — m 4- 1 ( / i^w), oit (a* a2 . . . am)
figure dans x; c'est aussi le nombre de f ois où nous rencontrons
(a1 a2 . . . am) en lisant les n premiers termes de x.

La fréquence de la configuration (a1 a2 . . . am) dans la suite

des n premiers termes de x est par définition le rapport — • II est

égal au nombre - ^ y\ où y4 est défini par (6). Nous repré-

senterons cette fréquence par la notation

[a1 a2... am]% (n^m).

Quand n augmente indéfiniment [ a ' a 2 . . . a m ] ^ peut tendre
vers une limite; dans ce cas nous poserons la définition :



DÉFINITION 2. — Si le nombre lim {a1 a2am]ft existe, ce sera

par définition la fréquence totale selon V expression de M. Borel,
ou parfois plus brièvement la fréquence de la configuration
(a* a2. . . am) dans la suite x. Nous représenterons cette fré-
quence par la notation [a] a2. . . am]x. C'est évidemment un
nombre non négatif au plus égal à i.

Nous emploierons quelquefois par la suite les notations abré-
gées [wf1]1^ et [&r]^ a u ̂ e u ^ e s notations introduites dansles défi-
nitions i et 2, u™ ayant le sens indiqué plus haut.

2. Relations entre les fréquences des différentes configurations.
— Soient la suite (4), une configuration (a1 a1. . . am) et les deux
configurations (a1 a2 ...am o) et (a1 a-... am Ï)C111^ s e n déduisent par

prolongement d'un terme. Désignons par y', yl
() et y\ les nombres

associés à ces configurations par les égalités (6). Nous avons

(?) ' y0 = ( i - 1 xi+m IXrs y\0 - 1 * / + m - 1 iXr'

et par conséquent^ -hy\ =yl- II en résulte que le nombre

[a1 a2 . . .am]ft— [a1 a2 . . .amo]ft— [ a ^ 2 . . . a'» i]ft

ne peut être égal qu'à o ou à - • D'où la proposition suivante :

THÉORÈME i . — Si deux des fréquences

[a* a*.. ,am}v, [a* a2... a"*o}r, [a* a*... am i]x

existent, la troisième existe aussi, et elles satisfont à la relation

(8) [a* a2. ..amo}v-h [a1 a 2 . ..ami}v= [a1 a2 . ..am],

ou, avec la notation abrégée

[<;+<]*+[<î{]*= [<]*.

Considérons maintenant les trois configurations

(a1 a2 . . . am), (oa1a2. . ,am), ( i ^ a 2 . . .am),

que ïîous représentons par les notations

i i ui y ui-\-<xm v a m — - ) •

En désignant par y , oy\ Ayi les nombres associés à ces configu-
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rations par (6), nous avons

o/1'-1 = (i - a?'-1 )yl, ly*-1 = O - 1 x1-1 - i l ) / 1

et, par conséquent,

nous en déduisons comme ci-dessus la proposition.

THÉORÈME 1'. — Si deux des fréquences

[ a 1 a 2 . . . a " * ] * , [ o a ! a 2 . . . a ™ ] * , [ l a 2 a 2 . . .

existent, la troisième existe aussi, et elles satisfont à la
relation

. . . am],

ou, en notation abrégée,

(8') [M{"+']*+ [W[^j r= [K?1]* («m = 2m).

3. Degré d'indépendance des différentes fréquences. — Soit
une infinité de nombres p™(t<;2m), non négatifs, donnés à
Pavanée. Posons-nous la question : existe-t-il une suite x telle
que, quels que soient i et m, on ait Végalité

(9) [Ujn]x=1>ïl ( t < 2 ' « ; 7/1 = 1 , 2 , . . . , / l , . . . ) •

Une première condition nécessaire est évidemment que
pj-j-t;j = i. D'après les théorèmes 1 et 1', il faut en outre que
nous ayons

(10) Pf*= P$-H H- J>5£]

Nous verrons (Théorème 4, Remarques I et II, p. 17), que ces
conditions sont suffisantes. Les relations (10) montrent que Ton
ne peut pas choisir arbitrairement les vf\ jointes à la relation
v\ -f- v\ = 1, elles permettent de calculer tous les ç"1 à partir de ceux
d'entre eux qui sont de la forme t;™ avec i<C2m~2(m= 1, 2, ...,h,...).
Nous ne démontrerons pas ce dernier résultat, qui s'établit sans
difficulté, et que nous n'utiliserons pas par la suite. Si nous ne
considérons que les configurations de longueur au plus égale à mQ>
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nous voyons que, d'après les relations (10), nous pouvons calculer
tous les v?, où m^m0 à partir des 2W° valeurs p"'°, qui sont liées
elles-mêmes par 2m°~i relations; d'où le théorème :

THÉORÈME 2. — Parmi les fréquences des configurations de
longueur au plus égale à ra0, il en existe 2"'0"1 indépendantes.

La démonstration de ce théorème exigerait que l'on montre que
les relations (io), où m = m0— i. sont indépendantes, et que ce
sont les seules à lier les p™0. Nous l'établirons par une autre
voie (voir la Remarque après le Lemme 4, § 4, p. i/\).

4. Construction d'une suite x où les fréquences des configura-
tions de longueur donnée ont des valeurs données. — Soit un sys-
tème de nombres non négatifs v"l( i <C 2m) satisfaisante v\-\- P J = I
et à la condition (io). Si pour une suite x et une valeur fixe de m
nous avons

(il) [<]*=pj» (l = O, I, . . . , 2» ' - l ) ,

il résulte de (8), (8') et ( io) que pour j < m les relations

sont vérifiées. Portons notre attention sur les nombres vf, où m a
une valeur donnée. Examinons d'abord le cas où ils sont tous diffé-
rents de zéro (*), et introduisons les 2m~] nouvelles quantités X;
définies par

( l 3 ) * ' = -^T- ( o < X l < o o ; 1 = 0 ,1 , 2, . . . , 2 ' » - ' - i ) .

En posant a = 2m~', nous voyons que les v™ et les Xj sont.liés
par les relations

oo; a =

(x) Le cas où certains des v™ sont nuls est traité dans la Remarque I de la
page 17.



Les li étant ainsi déterminés par (2 ) , considérons le système
d'équations linéaires, aux inconnues vy,

2a-i

7=0

Ce système admet la solution { py = pj1}. Supposons qu'il
admette une autre solution {^=fvy} avec <vy—°* Quel que
soit jji, ( 2 , ) admet alors la solution { py =-= JJ. ç>yl-|-( i— f*)^-}.
L'ensemble des valeurs de JJI telles que, poury = o, i, . . . , 2 a — i,
nous ayons jjLPy'-|-(i — p-)w7>o est un ensemble fermé, admettant
le point |UL = i comme point intérieur, puisque les v"1 sont diffé-
rents de zéro; il existe certainement une valeur de p. telle que
pour une valeur dey, on ait^.Pyl + (i —,u)iVy<o; nous en déduisons
donc qu'il existe une valeur p.() dentelle queJJLOP™ + ( I — p.0)wy>o,
l'égalité ayant lieu pour une valeur au moins de l'indice y ; soit y 0

une de ces valeurs, et soit uj = JJL0 V"1 + ( i —j^o)^ -

Nous a\ons ^7o— o. Siy0 est pair, soity*0= 2/c, l'examen de 24

montre que u2*+i, M*i ^/t+a sont nuls, puisque les X,- sont non nuls.
S i y o = 2 Â r + 1, nous concluons à la nullité de z/2>t5 Uk, Uk+a- En
raisonnant sur u^ comme sur M;-O, nous montrerons, en opérant de
proche en proche, que u()=o. De Uj=o, nous déduisons la
nullité de &/+a. De la nullité de M2y. nous déduisons celle de Uj. En
partant de uo= o, nous obtiendrons ainsi le tableau des Uj nuls

•aa/2

Soit cüy(o<Cy ^2 f) l'indice du terme de rang y dans la («
ligne de ce tableau. La loi de formation des «y est

co? = o , ('a = 2— 1 ; ^ m).
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Supposons démontré pour une valeur i que :

i° Quel que soit y, coj est divisible par 2m"i.
2° Les 2l nombres &>j(y = i, 2, . . ., 2l) sont distincts.
3° Le plus gr.and des nombres w*. est wî.= 2m — 2m~'.

Les propriétés i°, 2°, 3° sont encore vérifiées pour la valeur i - f- i .
Pour i°, c'est manifeste. Pour 2° : les nombres w^L, sont distincts
et les nombres w^1 également; le plus grand des nombres

<*>V\-\ e s t " (*ii=z 2m~~' — 2 m ~'" ' ; le plus petit des nombres co!̂ 1 est

au moins égal à a = 2m~' ; donc les nombres w1^1 sont tous distincts.
Enfin, 3°. le plus grand des wj" est wl

2.+ a = w£J = am— 2™-*-*.
i°, 2°, 3° étant vérifiéeb quel que soit i<m, en particulier,

pour i = m, les 2m nombres wjl sont distincts, et le plus grand
est 2m—i. Ce sont des entiers non négatifs. Ce sont donc les
entiers de o à 2m—i, rangés dans un autre ordre que Tordre
naturel. Re\enons à la signification des o>* : nous concluons à la

nullité de tous les wy, ce qui est en contradiction avec \ ^ iij=i.

D'où le lemme :

LEMME 1. — Si les 2m valeurs positives v™ satisfont aux deux
dernières relations du système (2 ) , et si les 2m~~' valeurs l(leur
sont associées par la première relation du système (2 ) , le sys-
tème d'équations (2 , ) aux inconnues v} admet comme unique
solution à termes non négatifs la solution

Nous mettons en évidence, dans renoncé du lemme 1, les
valeurs v™ données; si nous considérons le système (2,,) seul, nous
voyons qu'une conséquence immédiate du lemme 1 est le lemme :

LEMME 2. — Le système (2< ), où les A; sont supposés positifs
non nuls, admet au plus une solution en Vj à termes >o. De
plus, cette solution satisfait à v} •=£ o (j = o, i, . . . , 2 a — i ).

La deuxième partie du lemme résulte du fait que P ;-6= O
entraîne v{) ~ o, ce qui entraîne la nullité de tous les VJ. La donnée



des lt est donc équivalente à celle des v™. La proposition suivante
va nous permettre de faire un pas de plus dans la recherche de la
suite x.

LEMME 3. — m étant un nombre fixe, si les valeurs v™ satis-
font aux conditions

2a—i

of > o, Pfl+ <#«= eff-4- P2?+1 (a = 2»»-*), 2 ^ S I '

toute suite x telle que, quel que soit i, on ait

satisfait aux 2m relations

lim [«/>]*= P/' (ogy<2'«).

Démonstration. — Soit une suite x mettant le théorème en
défaut. 11 existe alors une valeur de y, soit y0, et une suite de
valeurs de /i, soit { nk }, telles que

Soit Xk la suite périodique ayant pour période la suite finie des
premiers termes de x. Posons

04) «-)"=[«;•!", ^=rttffir' >-<=;#-•
La configuration u"1 figure autant de fois dans les nk premiers

termes de x que dans les ni premiers termes de x, donc

si nous considérons les ink premiers termes de x** la configu-
ration u™ figurera deux fois autant que dans les iik premiers
termes de x et peut-être encore en quelques-uns des rangs
rij, — m-jri, ni — 772-1-2, . . . , nk. D'où l'inégalité

(15)
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D'une manière générale, nous aurons

2k- sm[u}n]^(s ~j)m (* = i, 2, ..., n, .. .\

d'où, en faisant tendre s vers l'infini,

Tout p.-1 sera donc de la forme

La valeur de p; quand À* tend vers l'infini dépend de la crois-
sance de nk[u£]%k et de nk[u^]ftr

Considérons d'une manière générale /i[ayl]ft. Si cette quantité
est bornée supérieurement, la configuration uj ne figure qu'un
nombre fini de fois dans x. Mais il résulte des hypothèses faites
que si u™-ne figure qu'un nombre fini de fois, il en est de même
de u™+i, et réciproquement. Par ailleurs, nous avons vu au para-
graphe 2 que

d'où nous déduisons que

(18) |

Si donc l'une des configurations u£, aj?+1ne figure dans x qu'un
nombre fini de fois, il en est de même pour l'autre et pour les
configurations u™ et u'^^. La détermination des indices j tels
que Ujl ne figure qu'un nombre fini de fois est la même que la
détermination des nombres co1- employés dans la démonstration du
Théorème 3. Nous arrivons à la conclusion que chacune des confi-
gurations u™ ne figure qu'un nombre fini de fois dans x, ce qui
est manifestement absurde. Donc, /ifwy1]^n'est pas borné; comme
c'est une fonction non décroissante de n, nous avons

7l=ao

ce qui, en nous reportant à (17), montre que

lim \ij= lh
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A partir d'une certaine valeur de A, les /jt-f sont donc positifs
(non nuls) et finis. Les w[jx) sont la solution, unique, du système (2,)
aux inconnues P/>o et aux paramètres p.f(p/ étant mis à la place
de X|), tandis que les vf sont la solution unique du système (2<)
avec les paramètres X;. Quand les \i sont positifs, les ey, déter-
minés d'une manière univoque, sont des fonctions continues de X;,
puisque le système Z{ est linéaire ; nous déduisons donc de (19)
que

(20) lim «jh)=t>fl ;

or, d'après (16),

nous avons supposé cette dernière limite différente de cj": nous
sommes amenés à contradiction, ce qui démontre le lemme 3.

Grâce à cette dernière proposition, nous pouvons établir le
Théorème suivant :

THÉORÈME 3. — m étant un nombre fixe, si les valeurs
çjl(°=J < 2™) satisfont aux conditions

y=0

(og? < 2m~J ; a = a'»-1),

on peut construire une suite x telle que dans cette suite

lim [>f ]£=*ƒ*.

Démonstration, — Posons y/=_^lL; construisons im suites

JK05 • • •> jKa-i ? dont les termes sont égaux à o ou à 1

(2I) J / = 7 ; J / . . . j ; . . - ( 7 = 0 , 1 , 2 , . . . , a — 1 ) ,

telles que dans ces suites on ait

La construction de telles suites n'offre aucune difficulté.



Le s m— T premiers termes de x seront arbitrairement choisis; ils
formeront une configuration de longueur m— i, soit la configu-
lation uf~* ; nous prendrons pour xm la valeur de yjo.

D'une manière générale, les n premiers termes de x ayant été
choisis, soient

x] x-. . . xn,

les termes xn~~m^xn~~m+'s.. .xn forment une configuration de lon-
gueur m — Ï , soil u™~* ; le nombre de fois que cette configuration
figure dans la suite finie # ' , x-, . . . , x", à savoir :

est bien déterminé; soit kn ce nombre. iNous choisirons pourx n + i

la valeur de y\n. Il reste à montrer que la suite ainsi construite
satisfait bien aux conditions demandées.

Ne conservons, parmi les termes de la suite # ' , x-, . . . , xn+i,
que les termes x1 tels que la configuration xl~m+s xl~m+-.. ,xl~~*
soit identique à une configuration urjl~] donnée à l'avance. D'après
la loi de forma Mon de #, les termes conservés sont identiques,
quant à la valeur et à l'ordre, aux h\j] premiers termes de la
suite yy, avec

Si donc, h\{] tend vers l'infini avec ra, nous déduisons de la
remarque précédente que nous aurons bien

Si la condition (23) est vérifiée, quel que soit My1"1 > par appli-
cation du théorème 4, nous voyons que x satisfait aux condi-
tions demandées. Le seul point à démontrer est que, quel que soit
la configuration de longueur m — ï considérée, on a

(24) lim^|=oo.

Si, pour une configuration tt,™'1 la quantité h^ est bornée,'les
configurations u™ et u"j^v ne figurent dans x qu'un nombre fini de
fois. Inversement, si Tune des configurations u™ ou u^J+l ne figure
dans x qu'un nombre fini de fois, il en est de même de l'autre; par
application de l'inégalité (ï8) utilisée dans la démonstration du
lemme 3, nous pouvons ajouter que u™ et u1** ne figurent qu'un
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nombre fini de fois. Par un raisonnement identique à celui employé
dans la démonstration du lemme 3, nous voyons que supposer
un des A(,{J borné amène à contradiction. Donc la relation (23) est
vraie ponr tous les hfn ce qui établit la proposition.

Le théorème 3 va nous permettre d'énoncer un résultat relatif
au système (2<) de la page 6. La construction utilisée dans la
démonstration du théorème 3 ne fait intervenir que les valeurs y;.
Choisissons ces valeurs rationnelles positives ; nous pouvons alors
astreindre les suitesyj à être périodiques. Construisons la suite x
par le procédé indiqué : il est facile de montrer que cette suite x
sera elle-même périodique à partir d'un certain rang. Soit, en effet,
M le plus petit commun multiple des longueurs des périodes des
suites yy; si, en deux endroits de x, soient aux rangs nK et n2,
nous avons

h\[\^h\H (modM) (7=0, i, ..., a - i ; a = 2~-»),

la suite x à partir du rang n2 reproduira la suite x elle-même à
partir du rang /i<, à condition que les configurations (xJli~m+2. . . xn*)
et(xn*~~m~h~. . . x"*) soient identiques. Considérons l'ensemble d'une
configuration de longueur m - i et d'un système de a valeurs h{J\
deux valeurs A(/) n'étant considérées comme distinctes que si elles
ne sont pas congruentes (modM). Cet ensemble de oc -f-1 éléments
peut prendre au plus aMa valeurs différentes, à savoir a pour la
configuration, M pour chacune des a valeurs h{J'K Donc, sur un
segment de x contenant plus de aMa termes, la coïncidence qui
entraîne périodicité se présente au moins une fois.

La suite x étant périodique, les fréquences [u'j1]1' existent toutes.
Elles constituent une solution du système (2,) aux paramètres y,-.
Le système D̂  admet donc une solution telle que r ; >o pour tout
système de valeurs rationnelles positives des A,. Cette solution est
unique d'après le lemme 2; elle est manifestement continue
en lo,lu . . ., Àa_,. En tenant compte du lemme 2, nous pouvons
donc énoncer le résultat :

LEMME 4. — Le système 2, de la page 7 admet, pour tout
système de valeurs positives des i,-, une solution en Vj qui satis-
fait à Vj^o. Cette solution est unique et satisfait de plus à la
condition *>,- > o.


