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PREMIERE THESE

SUR LES CONDITIONS DE CONVEXITE D’UNE VARIETE

Par M. Louis PASQUALINI

Professeur agrégé au Lycée Gouraud (Rabat).

INTRODUCTION

Le présent Mémoire a pour point de départ la remarque suivante que j'ai présen-
tée & M. G. Bouligand en 1935 :

Sur la courbe plane y* = x* chaque point, sauf I’origine, a ses environs convexes.
Or la courbe n’est pas convexe dans son ensemble: elle n'est méme pas convexe
autour de I'origine.

Cette singularité peut-elle se produire sur une surface z = f(x,y)? Dans un
article publié au Bulletin de I’ Académie Royale des Sciences de Belgique (p. 1050, t. 22,
1936), j’ai montré que c’était impossible; c’est-a-dire que si un point M d’une sur-
face S est entiérement entouré de points ayant leurs environs sur S convexes, ce
point M a lui-méme des environs convexes.

“Cette différence entre les espaces & deux et trois dimensions ayant été observée,
il était intéressant de connaitre comment se comportent les espaces supérieurs vis-
a-vis de la question suivante :

Si un point M, d'une variété x,= f(xr,,x,.....,x, ) ou 'V, de l'espace eucli-
dien R, a p dimensions, eslt exclusivement enlouré de points de \,_, ayant leurs
convexes, les environs de M sur V,_ sont-ils convexes?

environs sur Vp_‘
Sauf dans le cas p = 2, éclairé par 'exemple initial, j’ai montré que la réponse

est affirmative (C. R., t. 204, 1937, p. 222).

Fac. des Sc.. 4* série, t, II. 1
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Pour abréger, appelons point ¢ tout point d’une variété V _
a ses environs sur Vpﬂ convexes.

, del'espace R, qui

Nous distinguons deux catégories de points ¢, les points ¢. et c¢_, en tenant
compte du sens de la convexité (conformément aux conventions explicitées au n° 22),
Enfin tout point qui n'est pas un point ¢ a été appelé un point n.

Notre résultat rappelé tout au début se résume dés lors sous cette forme : si un
point d'une surface est exclusivement enfouré de points ¢, c'est un point c.

On connait () la convexité d’une rondelle de surface z == f(x,y) projetée sur le
plan xoy suivanl une figure convexe et dont tous les points sont des points ¢. On
voit, en utilisant notre proposition, que sans altérer le précédent critére de convexité
cette derniére hypothése peut étre omise sur un point de la rondelle.

Peut-elie étre omise pour un ensemble de points plus important sans que la
rondclle cesse d’étre convexe?

Telle est la question qu'd la suite des résultats que je viens de rappeler m’a posée
M. G. Bouligand(’), orientant ainsi mon travail parallélement & des recherches qu’il
avait deja dirigées conceruant la raréfaction des ensembles(®).

J'ai d’abord étudié le cas d'une rondelle de surface z = f(x, ¥). S8oit E un ensem-
ble pouctuel prélevé sur une rondelle £. On suppose que ¥ — E est entiérement
constitué de points ¢. A quelle condition doit salisfaire . pour que X soil cohvexe?

Jai trouvé que IS doit étre punctiforme. Fusuite, jai considéré le cas général
d'une variét¢ ¥V, & p— 1 dimensions plongée dans 1'espace euclidien R, & p
dimensions. Je me proposais d’'obtenir un crilére de convexité d’une rondelle ¥,
{p — 1)-dimensionnelle, dont tous les points sont des points ¢, sauf pour un ensem-
ble pouctuel E, en limitant supérieurement la dimension de k.

‘On trouve que E est astreint & ne contenir aucun continu & plus de p — 3 dimen-
sions. .

Tous les résultats que je viens d'énoucer ont fait V'objet de communicalions
publiées dans le Bulletin de I' Académie royale de Belgique et dans les Comples rendus
de 'Académie des Sciences(*).

() G. Bouricann. Introduction a la géométrie infinitésimale direcle. Vuibert, 1932, n° 122.

Nous désignons dans la suite cet ouvrage par I'abréviation G. 1. D.

(*) Dans sa « Notice sur ses lravaux scienlifiques » (Société Francaise d'imprimerie et
librairie, Poitiers, 1937) M. G. Bouligand exprime ainsi son idée : Etant donnéc une propo-
sition dont la conclusion est le fruit d’une collection infinie d’hypothéses, est-il possible de
maintenir la méme proposition lorsqu’a la collection précédente on en substitue une autre
moins riche?

(*) Ch. Bru~oup. Conlribution a I'étude de quelques catégories d’ensembles lotalement dis-
continus définis par des conditions yéométriques (These de doctorat, Poitiers, 1934).

Suao-Liex-Cuow. Queslions de géomélrie des ensembles {Raréfaction et Localisation), Vui~
bert, 1936 et Fundamenta Mathematicae, t. XIX, 1937, p. 12-21.

(Y Bull. Acad. Roy. Belgique, t. 22, 1936; C. R., 1. 204, 1937, p. 233 C. R., t. 204, 1937,
p. 646; C. R., t. 204, 1937, p- 1153.
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Qu’il me soit permis d’ajouter que mes recherches ont déja retenu Pattention de
M. Otto Haupt, professeur & I'Université d’Eclangen (Monalisheflen fiir Mathematik
und Physik, 1937, 1. 46, p. 88, note) el de M. Georg Nobeling (Muanchen Ak. Sb.,
1937, 11, 6).

Voici maintenant un rapide résumé du présent Mémoire.

Le chapitre I est consacré a des généralités, qui sont utilisées dans la suite, sur
les ensembles ponctuels convexes. J'établis, en particulier, une condition pour que
fa réunion d’une suite ordonnée d’ensembles convexes juxilaposés soit convexe(*).

Il suffit pour cela qu'en toul point de la frontiére de la réunion qui appartient &
deux ou plusieurs ensembles conslilvants, il existe un hyperplan d’appui local pour
la réunion.

Je termine ce chapitre par la proposition auxiliaire suivante : si un volume V
est la limite d’une suite de volumes emboilés convexes, il est convexe.

Dans le chapitre 1, j'étudie la convexité d’une surface S, de I'espace R, . Aprés avoir
précisé la nature des surfaces(’) sur lesquelles vont porter les raisonnements et mon-
tré qu’elles englobent les Orthosurfaces de MM. G. Bouligand et J. Mirguel, je donne
trois définitions équivalentes d’un point ¢, dont I'utilité est justifiée par I'usage que
j’en fais dans les démonstrations des théorémes qui s’y rattachent. Enfin j’introduis
les points ¢, et c_. )

Ceci posé, je montre qu'une rondelle ¥ entiérement constituée de points ¢, est
convexe. Je considére ensuite une rondelle £ dont tous les points sont des points c_,
sauf un point M : elle est convexe.

Enfin la convexité de X subsiste quand on excepte, au lieu d’un point, un ensem-
ble E punctiforme. Jusqu’ici, le paratingent second (cf. n® 35) n’est pas invoqué.

En terminant j’établis un lien entre le concept de point ¢ et celui de point ot ce
ptg, est vide; ce qui me permet de généraliser, comme je I'ai dit plus haut, la propo-
sition donnée par M. G. Bouligand au n° 122 de sa G. I. D. concernant la convexité
d’une rondelle dont le ptg, est partout vide.

Le chapitre 11 traite de la convexité d’'une variété (p — 1) fois étendue de Ves-
pace R . Dans l'ensemble c’est une généralisation du chapitre I1.

On y verra que la nature d’'un point courant M qui n’a dans son entourage X
que des points ¢ est un point ¢_, si p ™ a, mais que si p == 2, on ne peutl rien
dire.

J’ai cherché 4 mettre en évidence la raison de cette différence entre le cas du plan

(*) Yappelle ainsi une suite {E;! d’ensembles telle que deux ensembles consécutifs E
et E, , aient en commun p points non situés sur une variété linéaire p — 2 fois élendue.
(*) Sur les conseils de M. G. Bouligand j'appetle ces surfaces, dont les environs de cha-
que point peuvent se représenter par une éguation dela forme : = f(x, y) : surfaces car.

tésiennes.
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(p = 2) etle cas général (p > 3). Elle réside dans le fait que, si p > 2 tout seg-
ment ab appartenant a la projection de X sur x, = o, ayant entre ses extrémités
la projection m de M, est la limite d'une suite de segments §57b‘§ de e constitués
par des projections de points c¢_; et que si p =2 une pareille suite ne peut é&tre
formée. Je justifie cette remarque en étudiant le cas d'un point M en bordure
entouré de points ¢, . Faboutis, en effet, & cette conclusion : si pour n’importe quel
segment ab passant par m, on peut constituer une suite §Z{_77,§ tendant vers ab, M
est un point ¢ _: sinon il v a doute.

Considérons par exemple la surface obtenue en réunissant deux demi-sphéres tan-
gentes reposant par leurs bases sur un méme plan horizontal et situées au-dessus du
plan; le point de contact est exclusivement entouré de points ¢_ et cependant c’est
un point n.

J'étudie en terminant la répartition des points n sur une V,_,. Jobtiensle théo-
réme suivant :

Dans les environs de tout point n surune V,_, on peut prélever un continu
p — 2 fois étendu lequel est entiérement constitué de points n.

J’exprime ma profonde gratitude a M. le professeur Bouligand, qui, malgré mon
éloignement de la France, a dirigé mon travail pas & pas, el a su par ses encourage-
ments répétés et affectueux me soutenir dans mes efforts.

Jadresse mes sincéres remerciements & M. le recleur Deltheil et & M. le profes-
seur Buhl qui ont bien voulu favoriser I'impression de ce modeste travail aux
Annales de la Facullé des Sciences de I'Université de Toulouse.




CHAPITRE PREMIER

Ensembles ponctuels convexes.

Définition. — Intersection. — Projection. — Condition nécessaire et suffisante pour que
la réunion d’un nombre fini d’ensembles convexes juxtaposés soit convexe. — Ensemble
limite J d’'une collection infinie d’ensembles convexes.

4. DEFINITION D'UN ENSEMBLE PONCTUEL CONVEXE APPARTENANT A L'ESPACE EUCLIDIEN
R, o p pimEnsions. — On dit qu'un ensemble ponctuel E est convexe, quand tout
segment de droite AB, dont les extrémilés A et B sont des points de E, est entié-
rement constitué par des points de 'ensemble E.

Il résulte immédiatement de celle définition que si 'on peut prélever sur un
ensemble convexe E de I'espace R, un groupe de p + 1 points, non situés sur une
méme variété linéaire (p — 1) fois étendue, cet ensemble E est p-dimensionnel.

REMARQUE. — Si les deux extrémités d'un segment ADB sont intérieures 4 un
ensemble convexe E, lous les points du segment AB sont des points intérieurs
de E. Si une seule extrémité est intérieure, A par exemple, B étant sur la fron-
tiere, tous les points de AB, sauf B, sont intérieurs & E.

2. TutorkME 1. — L'intersection d’'un nombre fini ou d'une infinité, dénombrable
ou non, d’ensembles convexes est un ensemble convexe.

En effet, si deux points A et B sont communs & une famille finie ou infinie
d’ensembles convexes, le segment AB loutl entier est commun & tous ces ensembles.

CoRrOLLAIRE. — Deux ensembles convexes p-dimensionnels, de lespace Rp,
n’empiélant pas U'un sur Uautre (') el possédant p poinls communs, non situés sur une
méme variélé linéaire @ p — 2 dimensions, ont pour intersection un ensemble convexe
appartenant & un hyperplan p — 1 fois élendu.

Démontrons cette proposition dans le cas de deux ensembles a trois dimensions,
non empiétant, ayant en commun trois points A, B, C non en ligne droite.

(Y) On dit que deux ensembles n’empiétent pas I'un sur I'autre, quand ils n’ont aucun
point intérieur commun.
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Tout point D, commun a ces deux ensembles, est situé dans le plan déterminé
par les trois points A, B, C; car, sinon, les deux ensembles empiéteraient I'un sur
I'autre, puisqu’ils auraient en commun le tétraédre ABCD. .

D’autre part, en vertu du théoréme I, V'intersection est un ensemble convexe.

3. TatoniMe Il. — Si dans l'espace R, /intersection d'un ensemble p-dimen-
sionnel (p>2) par tout hyperplan (p —1) fois étendu paralléle & p — 2 directions
Jixzes est convexe, cet ensemble L. est convexe.

Soient A et B deux points quelconques de E. On peut toujours faire passer par
la droite AB, au moins un hyperplan P paralléle aux p— 2 directions fixes de
I’énoncé. Puisque I'intersection de P el de E est convexe, elle contient AB; donc
AB appartient 3 E.

4. TutorkMe IIl. — Si par les différents points d'un ensemble convexe e, on
meéne des demi-droites paralléles et de méme sens, U'ensemble ponctuel E formé par les
points de ces demi-droites est convexe. i

Soient A et B deux points quelconques de E. S’ils sont sur une méme demi-
droite, il est clair que tout point de AB est un point de E; sinon ils sont sur deux
demi-droites différentes « et § issues de deux points a et b de e. Dans ce cas tout
point de AB se trouve sur une demi-droite issue de ab, c’est-A-dire d’un point
de e; donc il appartient a4 E.

On démontrera d’'une maniére analogue le théoréme suivant plus général.

5. Tuforkme 1V. — Si, par chaque point d'un ensemble convexe(') d'un espace
R,., ap +q dimensions, on fait passer une variélé linéaire q-dimensionnelle

paralléle & une variété linéaire fixe A

q°’

rensemble ponctuel, oblenu en réunissant ces
variétés, est convexe.

6. TutoriME V. — La projection orthogonale ou oblique d’un ensemble convexe,
de Uespace R, sur une variété linéaire V, & p dimensions, est un ensemble con-
vexe.

Ce théoréme est une conséquence directe de ceux qui précédent.
Notons, en particulier, que dans I'espace ordinaire, un ensemble convexe se pro-
jette sur un plan quelconque suivant un ensemble convexe.

ReMaRQUE. — On déduil de ce théoréme qu’il suffit qu'un ensemble ait une pro-
jection, orthogonale ou oblique, sur une variété linéaire, qui ne soit pas convexe,

() On ne fait aucune hypothése sur la dimension de cet ensemble.






