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PREMIÈRE THÈSE \#

SUR LES CONDITIONS DE CONVEXITÉ D'UNE VARIÉTÉ

Par M. Louis PASQUALIM
Professeur agrégé au Lycée Gouraud (Rabat).

INTRODUCTION

Le présent Mémoire a pour point de départ la remarque suivante que j'ai préseo-
tée à M. G. Bouligand en 1935 :

Sur la courbe plane y3 = x% chaque point, sauf l'origine, a ses environs convexes.
Or la courbe n'est pas convexe dans son ensemble; elle n'est même pas convexe
autour de l'origine.

Cette singularité peut-elle se produire sur une surlace z=f(xty)? Dans un
article publié au Bulletin de l'Académie Royale des Sciences de Belgique (p. io5o, t. 22,
1936), j'ai montré que c'était impossible; c'est-à-dire que si un point M d'une sur-
face S est entièrement entouré de points ayant leurs environs sur S convexes, ce
point M a lui-même des environs convexes.

Cette différence entre les espaces à deux et trois dimensions ayant été observée,
il était intéressant de connaître comment se comportent les espaces supérieurs vis-
à-vis de la question suivante :

Si un point M, d'une variété xp = f(xt, xt. ..<,xp_J ou Vp_t de l'espace eucli-

dien Rp à p dimensions, est exclusivement entouré de points de Vp_4 ayant leurs

environs sur Yp__4 convexes, les environs de M sur Vp_t sont-ils convexes?

Sauf dans le cas p = 2, éclairé par l'exemple initial, j'ai montré que la réponse
est afïîrmative (C. /?., t. 204, 19^7, p. 322).

Fac. des Se, 4* série, t. IL 1



2 L. PASQt'ALIM.

Pour abréger, appelons point c tout point d'une variété V^_f de l'espace Rp qui
a ses environs sur Vp_t convexes.

Nous distinguons deux catégories de points cf les points c et c_, en tenant
compte du sens de la convexité (conformément aux conventions explicitées au n° 22).
Enfin tout point qui n'est pas un point c a été appelé un point n.

Notre résultat rappelé tout au début se résume dès lors sous cette forme : si un
point d'une surface est exclusivement entouré de points c, c'est un point c.

On connaît(*) la convexité d'une rondelle de surface z = f(x, y) projetée sur le
plan xoy suhant une figure convexe et dont tous les points sont des points c. Où
voit, en utilisant notre proposition, que sans altérer le précédent critère de convexité
cette dernière hypothèse peut être omise sur un point de la rondelle.

Peut-elle être omise pour un ensemble de points plus important sans que la
rondelle cesse d'être convexe?

Telle est la question qu'à la suite des résultats que je viens de rappeler m'a posée
M. G. Bouligand(a), orientant ainsi mon travail parallèlement à des recherches qu'il
avait déjà dirigées concernant la raréfaction des ensembles(3).

J'ai d'abord étudié le cas d'une rondelle de surface z = ƒ (a?, y). Soit E un ensem-
ble ponctuel prélevé sur une rondelle Z. On suppose que S — E est entièrement
constitué de points c. A quelle condition doit satisfaire E pour que *£ soit convexe?

J'ai trouvé que E doit être puncti/orme. Ensuite, j'ai considéré le cas général
d'une variété V^, à p— 1 dimensions plongée dans l'espace euclidien Rp à p
dimensions. Je me proposais d'obtenir un critère de convexité d'une rondelle S,
(p— i)-dimensionnelle, dont tous les points sont des points c, sauf pour un ensem-
ble ponctuel E, en limitant supérieurement la dimension de E.

On trouve que E est astreint à ne contenir aucun continu à plus de p — 3 dimen-
sions.

Tous les résultats que je viens d'énoncer ont fait l'objet de communications
publiées dans le Bulletin de l'Académie royale de Belgique et dans les Comptes rendus
de l'Académie des Sciences(*).

(•) G. BouLiGAND. Introduction à la géométrie infinitésimale directe. Vuibert, 1932, n° 122.
Nous désignons dans la suite cet ouvrage par l'abréviation G. I. D.
(2) Dans sa c Notice sur ses travaux scientifiques » (Société Française d'imprimerie et

librairie, Poitiers, 1937) M. G. Bouligand exprime ainsi son idée : Étant donnée une propo-
sition dont la conclusion est le fruit d'une collection infinie d'hypothèses, est-il possible de
maintenir la même proposition lorsqu'à la collection précédente on en substitue une autre
moins riche?

(') Ch. BRUNOLD. Contribution à l'étude de quelques catégories d'ensembles totalement dis-
continus définis par des conditions géométriques (Thèse de doctorat, Poitiers, 1934).

SHAO-LIEN-GHOW. Questions de géométrie des ensembles (Raréfaction et Localisation), Vui-
bert, 1936 et Fundament a MaihemaUcae, t. XIX, 1937, p. 12-21.

(*) Bull. Acad. Roy. Belgique, t. 22, 1936; C. #., t. 204, 1937, p. 222; C. fl.» t. 2o4, 1987,
p. 646; C. Fi., t. 204, «937, p. n53 .
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Qu'il me soit permis d'ajouter que mes recherches ont déjà retenu l'attention de
M. Otto Haupt, professeur à l'Université d'Erlangen (Monatsheften fur Mathematik
und Physik, 1937, t. 46» p. 88, note) et de M. Georg Nobel ing (Munchen Ak. Se.,

Voici maintenant un rapide résumé du présent Mémoire.
Le chapitre I est consacré à des généralités, qui sont utilisées dans la suite, sur

les ensembles ponctuels convexes. J'établis, en particulier, une condition pour que
la réunion d'une suite ordonnée d'ensembles convexes juxtaposés soit convexe(4).

Il suffît pour cela qu'en tout point de la frontière de la réunion qui appartient à
deux ou plusieurs ensembles constituants, il existe un hyperplan d'appui local pour
la réunion.

Je termine ce chapitre par la proposition auxiliaire suivante : si un volume V
est la limite d'une suite de volumes emboîtés convexes, il est convexe.

Dans le chapitre II, j'étudie la convexité d'une surface S2 de l'espace R3. Après avoir
précisé la nature des surfaees(*) sur lesquelles vont porter les raisonnements et mon-
tré qu'elles englobent les Orthosurfaces de MM. G. Houligand et J. Mirguet, je donne
trois définitions équivalentes d'un point c, dont l'utilité est justifiée par l'usage que
j'en fais dans les démonstrations des théorèmes qui s'y rattachent. Enfin j'introduis
les points c+ et c_,

Ceci posé, je montre qu'une rondelle S entièrement constituée de points c.u est
convexe. Je considère ensuite une rondelle S dont tous les points sont des points c„ ,
sauf un point M : elle est convexe.

Enfin la convexité de S subsiste quand on excepte, au lieu d'un point, un ensem-
ble E punctiforme. Jusqu'ici, le paratingent second (cf. n° 35) n'est pas invoqué.

En terminant j'établis un lien entre le concept de point c et celui de point où ce
ptgt est vide; ce qui me permet de généraliser, comme je l'ai dit plus haut, la propo-
sition donnée par M. G. Bouligand au n° 122 de sa G. I. D. concernant la convexité
d'une rondelle dont le ptg2 est partout vide.

Le chapitre III traite de la convexité d'une variété (p — 1) fois étendue de l'es-
pace R . Dans l'ensemble c'est une généralisation du chapitre II.

On y verra que la nature d'un point courant M qui n'a dans son entourage £
que des points c est un point c^., si p > 3, mais que si p -— a, on ne peut rien
dire.

J'ai cherché à mettre en évidence la raison de cette différence entre le cas du plan

(*) J'appelle ainsi une suite } E,-{ d'ensembles telle que deux ensembles consécutifs E
et Ef^ aient en commun p points non situés sur une variété linéaire p — 2 fois étendue.

(•) Sur les conseils de M. G. Bouligand j'appelle ces surfaces, dont les environs de cha-
que point peuvent se représenter par une équation delà forme : = f(x, y) ; surfaces car-
tésiennes.
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(p — 2) et Ie cas général (p > a). Elle réside dans le fait que, si p 3> 2 tout seg-
ment aF appartenaot à la projection de S sur xp = o, ayant entre ses extrémités
la projection m de M, est la limite d'une suite de segments \a,6tf de e constitués
par des projections de points c_; et que si p = 2 une pareille suite ne peut être
formée. Je justifie cette remarque en étudiant le cas d'un point M en bordure
entouré de points c_. J'aboutis, en effet, à cette conclusion : si pour n'importe quel
segment ab passant par m, on peut constituer une suite Ja.6(J tendant vers ô5, M
est un point c._; sinon il y a doute.

Considérons par exemple la surface obtenue en réunissant deux demi-sphères tan-
gentes reposant par leurs bases sur un même plan horizontal et situées au-dessus du
plan ; le point de contact est exclusivement entouré de points c et cependant c'est
un point n.

J'étudie en terminant la répartition des points n sur une V • J'obtiens le théo-
rème suivant :

Dans les environs de tout point n sur une Vp_4 on peut prélever un continu
p — 2 fois étendu lequel est entièrement constitué de points n.

J'exprime ma profonde gratitude à M. le professeur Bouligand, qui, malgré mou
éloignement de la France, a dirigé mon travail pas à pas, et a su par ses encourage-
ments répétés et affectueux me soutenir dans mes efforts.

J'adresse mes sincères remerciements à M. le recteur Deltheil et à M. le profes-
seur Buhl qui ont bien voulu favoriser l'impression de ce modeste travail aux
Annales de la Faculté des Sciences de l'Université de Toulouse.



CHAPITRE PREMIER

Ensembles ponctuels convexes .

Définition. — Intersection. — Projection. — Condition nécessaire et suffisante pour que
la réunion d'un nombre fini d'ensembles convexes juxtaposés soit convexe. — Ensemble
limite J d'une collection infinie d'ensembles convexes.

1. DÉFINITION D'UN ENSEMBLE PONCTUEL CONVEXE APPARTENANT A L'ESPACE EUCLIDIEN

Rp A p DIMENSIONS. — On dit qu'un ensemble ponctuel E est convexe, quand tout
segment de droite XB, dont les extrémités A. et B sont des points de E, est entiè-
rement constitué par des points de l'ensemble E.

Il résulte immédiatement de cette définition que si l'on peut prélever sur un
ensemble convexe E de l'espace l\p un groupe de p -\~ i points, non situés sur une
même variété linéaire (p — i) fois étendue, cet ensemble E est p-dimensionnel.

REMARQUE. — Si les deux extrémités d'un segment AB sont intérieures à un
ensemble convexe E, tous les points du segment AB sont des points intérieurs
de E. Si une seule extrémité est intérieure, À par exemple, B étant sur la fron-
tière, tous les points de AB, sauf B, sont intérieurs à E.

2 . THÉORÈME 1. — L'intersection cran nombre fini ou d'une infinité, dènombrable
ou non, d'ensembles convexes est un ensemble convexe.

En effet, si deux points A et B sont communs à une famille finie ou infinie
d'ensembles convexes, le segment AB tout entier est commun à tous ces ensembles.

COROLLAIRE. — Deux ensembles convexes p-dimensionnels, de tespace R ,
n'empiétant pas fan sur Vautre Ç) et possédant p points communs, non situés sur une
même variété linéaire à p — 2 dimensions, ont pour intersection un ensemble convexe
appartenant à un hyperplan p — i ƒ015 étendu.

Démontrons cette proposition dans le cas de deux ensembles à trois dimensions»
non empiétant, ayant en commun trois points A, B, C non en ligoe droite.

(*) On dit que deux ensembles n'empiètent pas l'un sur l'autre, quand ils n'ont aucun
point intérieur commun.
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Tout poiot D, commun à ces deux ensembles, est situé dans îe plan déterminé

par les trois points A, B, C; car, sinon, les deux ensembles empiéteraient l'un sur

l'autre» puisqu'ils auraient en commun le tétraèdre ABCD.

D'autre part, en vertu du théorème 1» l'intersection est un ensemble convexe.

3 . THÉOBÈME IL — Si dans Vespace Rp /'intersection d'un ensemble p-dimen-

sionnel (p>*a) partout hyper plan (p — i) fois étendu parallèle à p — 2 directions

fixes est convexe, cet ensemble E est convexe.

Soient A et B deux points quelconques de E. On peut toujours faire passer par

la droite AB, au moins un hyperplan P parallèle aux p—2 directions fixes de

renoncé. Puisque l'intersection de P et de E est convexe, elle contient AB; donc

ÂH appartient à E.

4. THÉORÈME III. — Si par les différents points d'un ensemble convexe e, on

mène des demi-droites parallèles et de même sens, l'ensemble ponctuel E formé par les

points de ces demi-droites est convexe.

Soient A et B deux points quelconques de E. S'ils sont sur une même demi-

droite, il est clair que tout point de AB est un point de E; sinon ils sont sur deux

demi-droites différentes a et è8 issues de deux points a et 6 de e. Dans ce cas tout

point de AB se trouve sur une demi-droite issue de Ö6, c'est-à-dire d'un point

de e; donc il appartient à E.

On démontrera d'une manière analogue le théorème suivant plus général.

5. THÉORÈME IV. — Si, par chaque point d'un ensemble convexe^) d'un espace

Rp4.g à p -f q dimensions, on fait passer une variété linéaire q-dimensionnelle

parallèle à une variété linéaire fixe lq, Fensemble ponctuel, obtenu en réunissant ces

variétés, est convexe.

6. THÉORÈME V. — La projection orthogonale ou oblique d'un ensemble convexe,

de Vespace Rp^ sur une variété linéaire Vn à p dimensions, est un ensemble con-

vexe.

Ce théorème est une conséquence directe de ceux qui précèdent.

Notons, en particulier, que dans l'espace ordinaire, un ensemble convexe se pro-

jette sur un plan quelconque suivant un ensemble convexe.

REMARQUE. — On déduit de ce théorème qu'il suffît qu'un ensemble ait une pro-

jection, orthogonale ou oblique, sur une variété linéaire, qui ne soit pas convexe,

(*) On ne fait aucune hypothèse sur la dimension de cet ensemble.
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pour que lui-même ne le soit pas. Toutefois un ensemble peut avoir toutes ses pro-
jections convexes sans être pour cela convexe; il en est ainsi, par exemple, pour la
frontière d'un ensemble convexe.

Pour retrouver le théorème inverse du théorème V il faut avoir recours à l'opéra-
tion inverse de la projection qui est la composition spatiale de deux ensembles
(G. I. D., n°35).

Nous nous bornerons à énoncer le théorème :

7. THÉORÈME VI. — Si l'on compose un ensemble convexe E à p dimensions, et
un ensemble convexe Fq à q dimensions suivant un ensemble Gp^g à p 4- q dimen-
sions, Gp+q est convexe.

8. HYPERPLAN (l) D'APPUI. — Un ensemble convexe E d'un espace hp possède la
propriété très importante suivante :

En tout point M de sa frontière on peut mener au moins un hyperplan llM tel que
tout point intérieur de E soit dun coté déterminé de \\u • L'ensemble E est supposé
admettre au moins un point intérieur.

On trouvera la démonstration de cette proposition, dans le cas p = 3 , au
n° 8g bis de la Géométrie infinitésimale directe de M. G. Bouligand; le raisonnement
s'applique, sans grand changement, à un espace quelconque.

REMARQUE. — 11 peut y avoir sur IIM des points de E autres que M» ce sont alors
des points frontière, mais il n'y a aucun point de la frontière de E situé par rapport
à nM du côté opposé à un point intérieur.

9 . HYPERPLAN D'APPUI LOCAL. — Nous dirons qu'un hyperplan IIM est un hyper-
plan d'appui local en un point M d'un ensemble E, si tout point intérieur à E,
voisin de M, est d'un côté déterminé de Fin.

THÉORÈME VII. — La condition nécessaire et suffisante pour qaun hyperplan IIM

soit un hyperplan d appui en M pour un ensemble convexe E, est qu'il soit un hyper-
plan d'appui local en M .

Nous supposons que l'ensemble E, est p-dimensionnel et qu'il est plongé
dans l'espace Rp.

i* La condition est évidemment nécessaire car si fin est un hyperplan d'appui
pour E il l'est aussi pour les environs du point M sur E.

2° La condition est suffisante. En effet, soil IIM un hyperplan d'appui en M à

(*) Nous réserverons le nom d'hyperplan à la variété linéaire h p — i dimensions de
l'espace Rp.


