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INTRODUCTION

DANS son mémoire paru au Bulletin de la Société Mathématique
de France (t. XLII, fascicule II, 1924) M. Cartana montré

comment la notion d'un espace d'éléments linéaires à connexion
projective normale peut définir les invariants ponctuels d'une
équation différentielle y" = ƒ (#, y, yf) du second ordre.

Le problème ainsi posé est la géométrisation d'une équation
différentielle générale du second ordre, en ce sens que les courbes
intégrales d'une telle équation sont considérées comme les géodé-
siques d'un espace à connexion projective.

Dans ce mémoire nous cherchons une généralisation du pro-
blème précédent étudié par M. Cartan. Un complexe de surfaces
F (#, y, z, a, è, c) = o étant donné nous déterminons une connexion
projective définie d'une manière intrinsèque et invariante, telle
que l'espace étant doué de cette connexion les complexes F = O
jouissent des propriétés d'un plan. Le problème ainsi envisagé
est du domaine de topologie.

Dans le premier chapitre nous étudions le cas d'un espace à
trois dimensions en cherchant premièrement à déterminer la
connexion privilégiée (la connexion normale) dans un repère fon-
damental défini pa,r les variables #, y, z, et les paramètres non-
homogènes p, q de l'élément plan. Ensuite une fois la nature de
la connexion normale étant connue, nous fondons une théorie
des formes génératrices en partant d'un repère naturel par rapport
aux variables x9 y, z \ mais cette fois en nous servant des para-
mètres homogènes de l'élément plan.

Dans le deuxième chapitre nous étudions en particulier le cas
de dégénérescence de l'espace d'éléments en espace ponctuel.
Nous montrons l'équivalence de cet espace ponctuel avec l'espace
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projectif ordinaire. Nous vérifions ensuite l'équivalence de deux
connexions normales rattachées aux plans et aux géodésiques de
l'espace. Cette éonnexion normale commune étant la connexion
sans courbure.

L'espace étant projectif nous déterminons ainsi les conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'un système de deux équations
différentielles du second ordre soit réductibles à la forme :

f = 0 z" = 0.

Dans le troisième chapitre (l r e partie) nous généralisons la notion
des formes génératrices pour un espace à n dimensions. Ainsi
nous déterminons la connexion projective normale qui définit
les invariants différentiels d'un système complet d'équations aux
dérivées partielles du second ordre. En étudiant le cas de l'espace
ponctuel, nous trouvons un ensemble des systèmes associés à un
système d'équations différentielles du second ordre dans le cas
où ce système est réductible à la forme y" = 0 z" = 0... etc., et
ainsi nous montrons que les conditions de réductibilité, s'ex-
priment toujours par l'intégrabilité d'un des systèmes associés-

Dans la seconde partie du même chapitre nous étudions som-
mairement les espaces d'éléments linéaires à connexion projec-
tive normale et nous définissons ainsi un générateur pour l'espace
en l'appelant le potentiel affine de l'espace.

Enfin dans le dernier chapitre nous étudions les surfaces et les
courbes d'un espace d'éléments plans à, trois dimensions en appli-
quant la méthode de repère mobile.

Qu'il me soit permis en terminant d'exprimer ici toute ma re-
connaissance et ma gratitude pour mon Maître M. Elie Cartan qui
a bien voulu accepter la direction de ce travail.



CHAPITRE I

LES ESPACES D'ÉLÉMENTS-PLANS A TROIS DIMENSIONS

I. — LE REPÈRE FONDAMENTAL ET LA DÉTERMINATION
DE LA CONNEXION NORMALE

1. — Soit un complexe de surfaces :
F(#, 7/, z, a, J, c) = 0

l'intégrale générale du système d'équations aux dérivées partielles
du second ordre :

( r = ?(&, y , z, p , q)
(1) \s = f{xy y, z, py q)

{ t = +(*, y, z, p, q)

où les fonctions analytiques cp, ƒ, ̂  satisfont aux conditions d'inté-
grabilité.

.

nous nous proposons de chercher une connexion projective telle
que l'espace étant doué de cette connexion le complexe F = O
définisse les plans de l'espace.

Remarquons que le système (1) peut se mettre sous la forme
d'un système de Pfaff complètement intégrable :

fdz — pdx— ydy = 0
(3) | dp — ydx — fdy = 0

( dq — fdx — tydy^Q

En se servant des opérations symboliques
/ d b ö v ^
I -j— = — -4- p — -4- 9 — -4- r —
\ dx bx bz bp ^^

(4)
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les conditions d'intégrabilité (2) s'écrivent :

d<p __ df
dy ~~ dx

Jdy^~dx

Nous aurons recours dans ce qui suit à ces opérations symboliques.

2. — Notions d'espace d'éléments plans. Un espace d'éléments
plans est une variété à cinq dimensions définie par un point appelé
le centre d'éléments et par un plan passant par le centre.

Un espace d'éléments à connexion projective est le résultat
de raccordement des petits morceaux d'espace d'éléments suivant
une loi bien déterminée, ce raccord se faisant de proche en proche.

3. — Soit alors le repère :

(5) ]
aA2 = t*>2,

dAz =

où le point origine A est supposé le centre d'éléments plan A, Aî

A2 définissant cette connexion entre les espaces projectifs tan-
gents.

Les composantes w*- du déplacement infinitésimal de ce repère
sont des formes linéaires et homogènes par rapport aux différen-
tielles

dx, dy, dz, dp, dq.

Le point A étant le centre, les équations différentielles des points
de l'espace sont :

w i = o o>2 = 0 ü,3 = 0.

De même A Ax A2 étant l'élément plan passant par le centre A les
équations différentielles des plans de l'espace sont

o>3 = 0 «o* = 0 o>2 = 0 .

Si le centre A reste fixe en doit avoir :

ta1 = 0 o>2 = 0 u>3 = 0
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avec
dx =• dy = dz = 0

il s'en suit alors que les w$ sont des formes linéaires et homogènes
en dx, dy, dz seulement, d'autre part si le point A reste dans le
plan (élément-plan rattaché au centre) AAX A2 on doit avoir

w3 = 0

avec :
dz — pdx — qdy — 0

donc co3 est égal à dz-pdx-qdy à un coefficient près. Donc en dé-
veloppant dA suivant les différentielles dp, dq, dx, dy, dz-pdx-qdy
et en choisissant les coefficients de trois dernières pour Ax, A2, A3

on aura :
w1 = dx
w2 = dy
tD3 = dz — pdx — qdy

Remarquons qu'on peut encore ajouter des multiples quelconques
de A aux points A1? A2, A3 alors en choisissant convenablement,
les coefficients de ces multiples on peut avoir :

Wl + toI + Wl — 3ü>0 ^ AdP + ^
Nous appellerons un tel repère, le repère fondamental par rapport
aux variables x, y, z.

4. — Les équations des plans étant :
Ü)3 = 0 o)3 = 0 o>3 = 0

(6)

on doit avoir :
s = m(dp — ydx — fdy) + n(dq — fdx — tydy) + g(dz — pdx — qdy)

3 = m'(dp — ydx — fdy) + nr(dq— fdx— tydy) + h(dz — pdx — qdy)

on voit alors qu'il existe une infinité des connexions projectives
telles qu'elles imposent le complexe F = 0 comme des plans à
l'espace.

Ces connexions dépendent de six arbitraires m, n, m', nf, g , h
avec des formes quelconques pour les autres «J'.

Nous allons montrer que parmi ces connexions il existe une
seule privilégiée en ce sens qu'elle est déterminée d'une manière
invariante.
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Pour cela nous allons écrire les équations de la structure de
l'espace.

L2 ^— \lx) ) —

Dans ces formules l'indice muet k est l'indice de sommation.

5, — Annulons d'abord la composante û3 de la courbure :

ce qui donne :

—[dpdx]—[dqdy]+m[{dp—fdx—fdy)dx]+n[{dq—fdx—tydy)dx]

+gi{dz—pdx—qdy)dx]+mt[{dp—fdx—fdy)dy]+nt[{dq—fdx

—tydy)dy]+k[(dz—pdx—qdy)dy]—[ ( wjj—U>Q) (dz—pdx—qdy) j —0

On peut annuler cette composante en posant :

m = n' = 1

m' == n =?= 0

— p ^ — qdy)

On a ainsi :

(oj = dp — (pda; — /(iz/ + g(iz — pdx — qdy)

c4 = dq — fdx — tydy + h(dz — pdx — qdy)

Annulons maintenant les composantes Q1 et Q,2 de la courbure

û1 = (a)1)' — O 1 ^ — (oj})] — [u>3u>̂ ] — [<oV3] = 0

Ü3 = (u>2)' _ [ « V ] - [c2(u4 - o>°0)] _ [o>3^] = 0

ce qui donne :

— •«?)] + [<^4] + l(dz — Pdx — 9dy)<4] = 0
+ f dy{<4 - «S)] + [(& -pdx- qiy)4) = 0
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D'après le lemme de Cartan on trouve :

(- pdy + \(dz — pdx — qdy)

h pdy + v(dz — pdx — qdy)

<so\ = Xcfec + vdy + p(dz — pdx — qdy)

«î = a'dx + p'dy + V(dz — pdx — qdy)

; — to{5 = $rdx + fjt'% -f- v'(dz — pdx — qdy)

o>3 = Vdx + v*dy + p'(d2 — p & — qdy)

Sachant que ŵ  + a>2 + W3 — 3wJ ne dépend que de dp e t

on doit avoir :

1 , 2 , 3 o 0 A

ü)j - j - tt>2 - j - tOg ^ ^ 0 = = "

ce qui donne :

a + p' + g = 0

X + v' + y = 0

Annulons ensuite les composantes ûj et Û2 de la courbure :

OJ -
Wa> - 0

ce qui donne :

— [dfdy] + [dg(dz — pdx — qdy)] — g[dpdx] — g\dqdy]
— [>0(<te — p ^ — giy)] — (a — g)[dx{dp — ydx — fdy)] — (a — g)

g[dx(dz — pdx — ?%)] — (p — A)[<fy(<Zp — ?& — fdy)] — (p — k)
g[dy(dz — p& — qdy)] — (X — y)[(<te — pdx — qdy)(dp — 9 ^ — fdy)]

— a'[dx{dq — fdx — tydy)] — *rh[dx(dy — p<fc — qdy)] — (*'[%
(dg — fdx — tydy)] — $'h[dy(dz — pdx — qdy)] — V[(dz — pdx — qdy)

— [dfdx] — [tydy\ + [dh(dz — p^x — qdy)] — A[dp^] — h[dqdy]
— [&Q(dz — p& — qdy)] — $[dx{dp — ydx — fdy)] — $g[dx

(dz — pdx — qdy)] — v[dy(dp — ydx — fdy)] — pg[dy(dz — pdx
— qdy)] — Y[(«fa — pdx — 9d^)(<2p — ?c£e — fdy)] — ft'— g)

[dx(dq — fdx — Wy)] — (P' — g)h]dx{dz — pdx — qdy)] — fa' — h)
[dy(dq — fdx — *dy)] — fa' — k)h[dy(dz — pdx — qdy)] — (v' — Y)
[(dz — pdx — qdy)(dq — fdx — tydy)] = 0
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On annule ces composantes en posant :

et en prenant pour a>° et W2 les valeurs suivantes (en tenant compte
des conditions d'intégrabilité (2)) :

[S + Î3(Ï +1) + re

1
= v(^p — çxfa; — /rfy) -)- (M' — i)(dz — pdx — qdy) — -, d

+$(•$-3)]*+E+8(5+2)+â

Les équations (9) avec les deux premières équations du système
(8) donnent :

/ Ô ! P\ „ U*i , * t

On a alors le tableau suivant :

1/*P , a>/\,.
o>3 = dp -— ydx — fdy <— -A -—| Udz — pdx — qdy)

1 Q\op oqj
l / ô / ddA

eu3 = cto — /(te — 4*dy — /( "—I )(dz — pdx — qdy)
2 *i\ op dq/^l-< = -î[Tp + r]dx-A- + ~
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-s - i{4q - %)*>+K* ~ *é)dy + "{dz ~pdx -qdy)

V[dy -P**-

qdy)

wi = \dx + vdy + ?(dz — pdx — qdy)

)2 -= Vdx -(- v'rfẑ  + ?'{dz — pdx — qdy)

'l = Q—l) (dp-yh-

+ Ï6W + MI \% ~~ M

^ 16\ÔP ^ bqj V a? a

uo = v(dp-<fdx-fdy) + (ç>-i)(dq-

avec la conditions :
X + v' 4- 7 = o (3e équation du système (8)).
On voit que la connexion dépend encore de 8 arbitraires X, v, p,

A', v', p', P. K avec pour ŵ  une forme arbitraire.

Annulons maintenant la composante £l{ + 0% + Q.I — 3 0% de

la courbure :

d 'où:

et d'après le lemme de Cartan on trouve :

o = cc^x 4- a2dy 4- a
3(^2 — pdx — qdy)

)0 = a2dx + ^dy + Y2(dz — pcfe —

= %dx + \dy + ^dz ~
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On voit alors que w? et u>l sont indépendantes de dp et dq annu-
lant alors les coefficients de ces différentuelles en wj et en w£ o n

trouve :

4\<>p<>q + bq2)

qui, en tenant compte de :

X + v' + T = 0

donnent :

12

On trouve alors pour &>?, w°, W3 les formes suivantes

rd? î w a / ö4-\ l/a? Ô/\/ Y? *f\ i d

4 dq \*p "T" ag; ^ 16

+ P^y + R(dz — pdx —

(Il est facile de vérifier, en tenant compte des conditions d'inté-
grabilité que les coefficients de dy et de dx successivement en wj
et ci>2 sont égaux).

La connexion dépend encore de 5 arbitraires p, p\ Kx, Px, R.
Annulons maintenant la composante Ü3 — Q.% de la courbure :

08 = (wl - <)' -
(car [ü)Oo»i] + [coOu)«] + [togwsj = 0),
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on trouve ainsi :

+ 48 \ap

1 4 \&pôz "• ôgôz/ "" 16\ôp ^ a /̂V&p2 """ apag/

48 W + à? A"~ »P2 »Pô9 agV 121^ \ap2 + A ôpd?
 + ôg2

On a alors pour les composantes du déplacement infinitésimal

ta1 = dx <*>2 = dy OJS = dz — pdx — qdy

«s = dq — fdx — tydy — £ ^ + ^ j (<fe — P ^ — qdy J

- 3*+i(»?-3

H ( $ + 2
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4 0̂  \dp

a f \ 1 / a f a n /
"* dqdzj "*" 16\ap "*" ôr/V

"^ 48

»A/,sf »t\ lrf

4 ^ W + O?/+16VÔ/> + Ô?A ö?~"ap/ 4%

L4\ô^àz ~ ÔJÔZ / ~ 16 \ôjp ~ àqj\dp2 ~

j
48 \ipiq

1 /Bjp ôf
48\öp ^ ôg

Ï2dy

4 8 \ * p "*• agr/y Ô^2 "•" ô/>bg ^ iq%

La connexion ne dépend plus que d'un seul arbitraire R,
Avant de pousser plus loin le normalisation de la connexion,

écrivons les équations de la conservation de la courbure pour les
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composantes û \ O2, Q\ £&, Ql Q\ — Û°Oi Q\ + £& + ùl — 3ûo qui
sont annulées déjà. En posant pour simplifier l'écriture :

on trouve :

[_[«îo] =0
[ V j + f ^ + t ^ o ,

on voit d'après ces relations que les composantes £2, û?, Q2 de la
courbure sont complètement déterminées et si l'on pose :

on a en particulier :

les six dernières étant les seules composantes du tenseur de cour-
bure qui dépendent de l'indéterminé R.

Annulons maintenant :

on trouve ainsi pour R :

k ( ± ± \ ( L J _ [ \ l .
16 \ÔJ92 + zpdq)\hpdg + ag»/ + 64

192 \ ö p 2 ^ * àpdq ^ ö^V " 4 8

48 \àp ög / VÖ^ 2 ^^ ^ ^jPög2 ^ ög37 24 rfa;\

1 d l a3? ö3f Ö 3 +\ 1 / <>3cp a3f
24 % \öi?2d^ "*" d^ög2 + ög 3 / + 24

6. — II est intéressant de remarquer que dans les ^ les dérivées
successives de i|>, ƒ, <p interviennent seulement jusqu'à quatrième
ordre et que par rapport aux z, z/, z ces dérivées ne sont que du
premier ordre seulement.
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La connexion ne dépend plus d'aucun arbitraire, nous l'appelle-
rons normale suivant M. Cartan.

Il est facile d'examiner que les conditions imposées pour normer
la connexion sont invariantes (vis-à-vis de changements de va-
riables indépendantes).

On sait que les premiers membres des relations (7) (les compo-
santes de courbure de l'espace) sont les composantes d'un dépla-
cement infinitésimal rattaché à un cycle élémentaire, de sorte que
les variations subies par le points A, Au A2î A3 dans le dévelop-
pement du cycle sur l'espace projectif ordinaire tangent en A,
par rapport au repère initial rattaché au point, A sont données
par :

! AA

l
] AA2

\ A A 3

1° les conditions :

= Û5A + Q J

= ü?A + üli

= Q̂A + $i

= Q°SA + Ü]J

= 0 û2 =

Q

Q

Q

Q

2A2 + Q

?A2 + Q

aAj + û
|A2 + Q

Qs = 0

1A3
3A
3 *
3A3.

expriment l'invariance de A (l'absence de torsion ponctuelle) dans
ce déplacement.

2° les conditions :

û3 = 0 ûj = 0 ûg = 0,

expriment l'invariance de l'élément-plan AAiAa rattaché au
centre A (l'absence de torsion tangentielle) dans ce déplacement

7, — On peut voir directement ces propriétés sur les équations
finies du groupe engendré par la transformation infinitésimale
rattachée au repère (10). Exprimons en réalité que le point :

est fixe dans l'espace, les variations relatives de ses coordonnées
dans le développement du cycle élémentaire sont :

= 0
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En tenant compte des conditions :

Q1 = 0 û2 = 0 Û3 = 0 ûf = 0 ù\ = 0

al - og = 0 û} + fl2
3 + a; - 3QS - 0.

la transformation infinitésimale (11) s'écrit :

V y y = o
(y y + tfw » o

$ + WW = o.
avec la condition :

ûî + Ql — 2Qo = 0

on voit que pour :

yi = 2/2 - t/3 = 0.

on a :

AÏ/1 = A / - A?/3 « 0.

donc le point origine A reste fixe.
De même pour :

2/3 = O.
on a :

A*/3 = 0.

donc l'élément - plan AAX A2 reste fixe.

8* — Ecrivons les équations finies du groupe correspondant à la
transformation infinitésimale (12) on trouve :

_ at + a V + aV
{y > - 1 + cf + c'y* + d'y*

W )(19)

On voit alors que Q\ — QQ = 0 exprime qu'en dehors de l'élément
plan y3 = 0 il n'existe aucun autre point isolé invariant. On peut
rattacher une propri étégéométrique à la condition QI — QJ = 0,
Soit A une direction issue du point fixe A le groupe (13) la trans-
forme en une direction A' passant par A, soit alors (B, B'), (C, C')i
(D, D')... etc.. des couples de points homologues. Les droites
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BB', CC', DD;,... etc.. se rencontrent en un même point situé
dans l'élément plan AAX A2 ce qui exprime une sorte d'équi-

poDence projective pour les vecteurs ( A B , A B ' J , \BC, B'C')(CD,
CD'),- •• On peut dire alors que le groupe (13) transforme les
directions issues du point fixe A par équipollence.

Enfin en écrivant la transformation dualistique infinitésimale
de (12) on a :

Afc + 0? + (Q\ — Q°o) t± + Ofo = 0
A?3 + Û2° + 0& + (û» _ Q»% = 0

AÈ3 + ûj + Ofe + ûfe = 0

C'est une transformation infinitésimale engendrant un groupe
affine ; la condition :

Û
1 _L n 2 On0 A

exprime que ceci est un groupe de Mobius (l'existence d'une
mesure absolue de volumes) ce qui correspond pour le groupe
fini (13) à la condition :

aV — ba' = 1,

on voit ainsi que les conditions :

o1 = 0 û2 s= 0 Q3 = 0 û? = 0 us = 0

oî + Q* + ÛS — 3ûg = 0 o| — oj = 0,

correspondant aux propriétés géométriques intrinsèques sont
invariantes. Il faut remarquer que ceci tient à ce que les compo-
santes ci-dessus de la courbure se répartissent en des groupes
jouant le rôle de tenseurs partiels par rapport aux changements
de repères laissant fixe le point A et l'élément plan AAX A2 c'est-à-
dire pour un changement de repère :

A = A
Ai = Ax + aA
A2 « A2 + pA
A's == A3 + >̂A2 + f*Ai + vA,

les composantes :

Û1 Û2 i 3 5? QI Û| — ÛO ûî + ol + us — 3ûS,
de nouveau tenseur de courbure s'exprimant linéairement en
fonction des mêmes composantes de l'ancien tenseur de cour-
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bure de l'espace. D'ailleurs en plus û1, û2, Q3 forment à eux seuls
un tenseur partiel, ainsi que û3, oj, Q3.

Enfin la dernière condition que l'on a considérée pour la déter-
mination de l'indéterminé R revient à l'annulation du tenseur
contracté de courbure :

En réalité :
*î + 11 = 0,

est exactement la composante :

R33 = &331 + R-332)

du tenseur contracté de courbure et par le théorème de la conser-
vation de la courbure (relative aux sept composantes nulles) on
voit facilement que toutes les autres composantes du tenseur
contracté de la courbure sont identiquement nulles. Ainsi la condi-
tion :

R33 - 0,

est invariante.

9. — Cette connexion projective normale exprime en quelque
sorte les invariants différentiels du système (3) vis-à-vis du groupe
de transformations ponctuelles les plus générales.

En géométrie projective la notion d'élément est sa propre dua-
listique et en considérant le repère dualistique formé par les
plans :

P = [AA2A2] Px = [AAjAJ P2 = [ÀA.AJ P3 - [ À ^ J

et en indiquant par w] les composantes du déplacement infinité-
simal de ce repère on trouve :

«5 = - W2 ^ = - ? 5 S ï
on a ainsi :

Ïï2 = 0 n? = n1 = 0 n3 = 0 n3 = 0 n^ — n^ = 0

nî + nt + n3 — 3n^ = 0 Q̂  = 0,

Q# — Q5* étant le tenseur contracté de courbure.
HACHTROUDI. 2
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On voit alors que la dualistique d'une variété d'éléments à
connexion projective normale est encore une variété d'éléments
à connexion projectile normale. La relation qui existe entre les
deux variétés dualistiques exprime géométriquement la correspon-
dance qui existe entre les systèmes d'équations aux dérivées par-
tielles déduits du complexe :

F(s, y, z, a, 6, c,) = 0,

l'un des systèmes étant

r = ?(«) tf* 2, p, q)
s = f(x7 y, z, p, q)
t = «H»,2/, 2, p, g),

Et ses transformées par une transformation ponctuelle quel-
conque, l'autre système étant déduit de F = O en considérant
x, y, z, comme des constantes et a, ft, c, comme des variables.
Ainsi les plans de la variété dialistique seront fournis par la même
équation F = O en considérant x, y, z comme des constantes et
a, bj c, comme des variables.

II. — LE REPÈRE NATUREL ET LES FORMES GÉNÉRATRICES

10. — Nous dirons qu'un repère est naturel par rapport aux
variables rc1, #2, x2 si les coj étant les composantes du déplacement
infinitésimal du repère :

dA = <*>QA 4- f>lA*

dA< = o>ÎA + oî Ajfe (i, A = 1, 2, 3- • •»)

on a :

w* = (fa* wj + o>J + w| — 3wg = CfdBjfe

% étant les paramètres homogènes de l'élément plan passant
par le centre A de coordonnées x1, a?2, a?3. Il est évident que u^ uZf

u3 n'ont pas d'individualité à eux seuls et c'est leurs rapports
mutuels qui interviennent dans la détermination des w|. Ainsi
dans le repère naturel les formes ŵ  sont données par :

4 = T\kdxk + Gfduk

les rj
ik étant homogènes et de degré zéro par rapport aux uk et
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C? étant homogènes et de degré moins un par rapport aux uk.
Ces derniers coefficients satisfont en outre aux conditions :

11. — Les équations différentielles du complexe F = O s'écri-

vent alors en remplaçant p et g respectivement par : — —x et — — :

Uidx1 + u2dx2 + u^dx* = 0

~ duz — dux + hdx1 + Mdx2 = 0

— duz — du2 + M ^ 1 + Ndx2 = 0

les fonctions analytiques L, M, N, étant homogènes et degré un
par rapport aux Uk satisfaisant aux conditions d'intégrabilité
suivante :

u2L /3 — IHM/3 - ML/2 - M,x) + MML1 — LM2) + ws(NL2 — MM2)

u2Ml3 — i^N,, = w3(M/2 — N/j) + ^(MM1 — LN2) + aâ(NM2 — MN2)

où Ton s'est servi des notations :

(Nous avons supprimé la barre pour les indices supérieurs car,
comme on verra dans la suite, il n'existe pas des indices supérieurs
individuels, excepté zéro, tandis que pour les indices inférieurs,
pour éviter Tambiguité avec les indices essentiels, nous nous
sommes servis de la barre pour indiquer l'indice qui s'ajoute par
suite d'une dérivation par rapport aux xk)

12. — soit alors le repère :

UA =
( dki =

exprimons que le point :

M = A + y'ki

reste fixe dans l'espace on trouve les conditions :

(4) dff + œ* + <4yk — œJyY - 0

où (*>\ — Ö>Q est remplacé par a>] ce que nous ferons désormais
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toutes les fois qu'on aura à s'en servir des w* — WQ dans les for-
mules symboliques.

Supposons maintenant que le point M appartient à l'élément
plan u{ on doit avoir :

my% = u^y1 + «22/2 + u$z = 0

et les conditions (4) s'écrivent alors :

(5) Uidy1 + u^ + UiW>lyk = 0

d'où en tenant compte de :

on trouve :

Telles sont les conditions différentielles pour qu'un point appar-
tienne à l'élément plan u]. Ces conditions s'écrivent :

(6)
- o

i — duk)y* = O

avec la relation :

(7) my* = 0

E n remplaçant yz t i ré de la relation (7) dans la deuxième des
équations du système (6) on a le système différentiel des plans de
l'espace qui est :

h<*% + w3c*>
3 = 0

(8)
u2

13. — Supposons maintenant que le repère (3) est un repère
naturel et exprimons que le point M appartient à l'élément plan uiy

le système différentiel (8) s'écrit :

= 0

w3
1 1 / 2 o\ 3 ? W2 r 1

W3 L
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Ce système doit être une combinaison linéaire des équations
du système (1) ce qui donne les conditions :

uBdxz) + m( ~du3— du^ + Ldx1 + Mdx2

\U3

+ ni - dus—du2 + Mdx1 + Ndx2)
(10) VUs }

^[

+ u2dx2 + u2dxz) + rn'l^duz— dux + hdx1 + Mdx2)

'(^duB — du2 + Mdx1

g, A, m', m, n\ n étant homogènes et de degré zéro par rapport
aux uh.

Donc pour que l'espace admette le complexe intégral général du
système (1) comme des plans il faut que les composantes ô  du
déplacement infinitésimal du repère naturel satisfont aux équa-
tions (10). On voit qu'il existe une infinité de connexions projec-
tives satisfaisant à cette condition.

14, — Nous allons former maintenant des conditions invariantes
pour normer la connexion de l'espace.

Soit un cycle élémentaire et soient û£ les composantes du dépla-
cement infinitésimal rattaché à, ce cycle, on a pour la variation
du repère rattaché au point A :

AA = Q£A + Q'A<

AA* = û?À + OÎAt

on aura par suite pour les variations des coordonnées yi du point :
M = A + tfki

les formules :

(11) Ay'+û' + oâf-olky-O.
Ce sont les équations d'une transformation infinitésimale.

Exprimons en premier lieu que le groupe correspondant laisse
invariant le point A origine du repère (l'absence de la torsion
ponctuelle) on doit avoir alors :

kyt = 0 avec yi = 0



22 LES ESPACES D'ÉLÉMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE

ce qui donne :

Q1 = 0 û2 = 0 Û3 = 0

Exprimons maintenant que l'élément plan Ui reste fixe, alors
supposons que le point M appartient à cet élément plan on a :

uiy
i = 0

et comme on doit avoir aussi :

Uiiy* + A^) = 0

on trouve

Uiày* = 0

alors les équations (11) donnent :

uiQlyk — 0

et en tenant compte de (7) on trouve :

'î — og) + U2Q\ + UZQ\ — -~ [i^oï + U2Q\ + UJQI — og)l =a 0

ce que l'on peut écrire :

mW-ûg)
il + U2(

Ql — ûo) + «3!

(12)

i — Ûo) = U3
Ü*

Exprimons maintenant que wAyi est un infiniment petit du
second ordre, on a :

on doit avoir :

û — 0

ce qui donne :

(13) «tu* = 0.

(La condition £2 = 0 exprime que les directives issues du point
fixe A se transforment par équipollence par rapport à l'élément
plan Ui (voir chapitre 1.8).

Alors la transformation dualistique de (11) s'écrit :

(14) Afc + o? + O& - 0

(on a remplacé dans (14) Q\ — QoPar ûî) c'est une tranformation
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infinitésimal engendrant un groupe affine. Exprimons que ce
groupe affine est un groupe de Mobius, ceci donne la condition :

Q\ + Q\ + û | — 3Q°Q = 0.

15, — Le groupe fini correspondant à la tranformation (11) est
ayz -\- by* -f- ci/3

fy1 + %t
+ by +

+ y»* +w } ~ i + fy1 + gy2 + hf
où l'on a

(a — l)wx + a'w2 +
 a"^z = 0

èux + (6' — 1 )B, + ^ 3 == 0
cux + c'u2 + {cf — 1)»8 = 0

abc
a'b'c'
a W

on peut vérifier facilement les propriétés énoncées sur les équa-
tions finies de ce groupe.

On voit donc que pour normer la connexion on a sept conditions
invariantes suivantes :

* = 0 (i = 1,2,3)
wjof - 0 (i, k = 1,2,3)

o} + Q\ + oi — 3Q2 = 0.

Comme nous verrons plus loin ces conditions, ne déterminent
pas complètement la connexion projective et, il reste encore un
paramètre arbitraire dans la détermination des formes wj. La con-
dition supplémentaire pour déterminer cet arbitraire sera formée
plus loin.

16. — Annulons maintenant les composantes Qi de la courbure
on trouve :

Q. = («V — [cA>jE] = o

ce qui donne :

avec :
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On voit alors que les Cf sont nuls. Donc si le repère est naturel
on doit avoir :

ce qui donne le système

En tenant compte de :
ef = o

le système (10) donne alors ;
m = v! = 1
m! = n = 0

et si Ton pose :

/ ttifcoi — o ) o ) -4- Utfà-t -4- U~>tii-i = Wfcr iA^X s=

(15)

0' ^ 0)

le même système donne les relations de conditions

(16)
— ~r3 3 = guz

u3

—23 ' L 33 — «i*3

Les Fi? étant homogènes et de degré un par rapport aux uk.
Annulons maintenant la composante Q\ + û\ + Q\ — 3Q°0 ceci

donne :

d'où :

avec
1 ik = r l H
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Donc toutes les formes tù\ sont indépendantes des différen-

tielles dm et on a :

Cf = O 0" = 0,1,2,3)

Formons maintenant les conditions :

ukQ
l
4 = 0

on a :

d'où :

»*K)' - h° • »X1 - R • »A] = o

Posons :

et le système (15) s'écrit symboliquement :

donc la condition précédente s'écrit :

(17) («J' _ [u>?w] _ [wf„J + [ttfd«J = 0

mais :

en tenant compte de ce que les <*>iy «J, w sont indépendants des
dm les relations (17) donnent en premier lieu :

d'où :

(ce qui légitime notre convention — = F*).

Et comme on doit avoir :

on a :

(18) S -



2 6 LES ESPACES D'ÉLÉMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE

alors le système (16) avec le système (18) donnent les valeurs F^
en remarquant que l'on doit avoir :

et on a ainsi :

r u = L - $ (I? + W) + {^- (L"

r2X = r12 = M-~X(M* + N * ) - ^ + W) + Ç ( L * + 2M» + N«)

rS2 = N — - f̂

r18 - r31 ̂  _ J

r33 -

N») + ^ ( L 1 1 + 2M»

On voit ainsi que les composantes affines wj (/ ± o) du déplace-
ment infinitésimal du repère naturel sont complètement déter-
minées, et en posant :

uidxi — ti>

on a :

Nous appellerons les formes w, ^ ; les formes génératrices des
composantes affines du déplacement infinitésimal.

17. — Avant d'aller plus loin cherchons les composantes tan-
gentielles de la courbure de l'espace. Les composantes wj (ƒ =
0, 1, 2, 3) du déplacement infinitésimal du repère naturel étant
de la forme :

il est évident qu'on aura :

nous appellerons les R^ les composantes tangentielles de la cour-
bure de l'espace et on a :
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et ainsi on a :

de même :
= ujtf = 0

on a aussi un tenseur contracté :

et comme :
l a = O

donc :

R?: = 0 (ƒ ̂  0)

18. — Posons maintenant :

et formons les conditions (17) on trouve :

de là on trouve :

Ce système au nombre de neuf équations est surabondant et
il n'y a que cinq équations indépendantes parmi les équations
de ce système. En réalité écrivons le système développé, on
trouve :

i 2 2 a/2 i ^ 2

(19) U,T£ — « s ^ = ray5 - r,3/2 + r^r t t - r^rM

En premier lieu on voit que si on fait i = 3 dans la première
équation et i = 1 dans la seconde en les ajoutant on trouve la
troisième équation pour i = 2 ce qui diminue le nombre des équa-
tions indépendantes d'une unité. En second lieu (pour i quelcon-
que) si on multiplie la première équation par uz la seconde par
«! et la troisième par u2 en les ajoutant on trouve une condition de
comptabilité :

0

+ ( i rj)r + ( r ^ r$r = o
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on peut voir facilement que ces trois conditions sont satisfaites
identiquement en tenant compte des conditions d'intégrabilité
et de leurs premières dérivées par rapport aux uk. Ces trois con-
ditions diminuent le nombre d'équations indépendantes du sys-
tème (19) de trois unités et on voit qu'il n'y a que cinq équations
indépendantes parmi les neuf équations du système et la con-
nexion dépend encore d'un seul arbitraire.

19# — Posons :

û°, = R%h[dxkdxh] + Rg

on a ainsi ;
ih = *% = lib

d'où :

(21) «Arj* = uhr«à - 0.

Posons aussi :

(22) R^ — Rj£ = r?* (tenseur contracté projectîf de la courbure)

Dérivons maintenant la première équation du système (19) par
rapport à i^ et la. seconde par rapport à, uz et diminuons les résul-
tats, en tenant compte de (21) et (22) on trouve :

2ri2 — tt2R,- = — (ri2/l 4- ri2f2 + ri2/3) — ( r^ r a + r i 3r^ + ri2rA3)

+ r a r £ 2 -|- Ti2vk2 -f- ^iB^k2

et d'une manière générale on a :

(23) 2r « _ UjRÏ = - r ^ _ r» r t t + r,*r£

L'hypothèse supplémentaire que nous admettrons pour nor-
mer la connexion de l'espace est l'annulation du tenseur contracté
projectif R̂  de la courbure. Nous allons voir que cette condition
est une condition unique,en réalité faisons la permutation i'*;/dans
la formule (23) on trouve :

d'où :
pO nO pO

(24) 1̂=3=3
ux u% u z

donc la condition supplémentaire R£ ~ 0 est une condition
unique, on trouve alors :
(25) 2r ° = - r ^ _ r » rkh + r ^



LES ESPACES D'ÉLÉMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE 29

(On peut voir facilement que :

Tij = Ti = K<

est nul. En réalité on a :

IX g = l yjk — 1 y i j j — LijLkh "T x to1 £? ~T x «A1 A?

mais en tenant compte de :

on a :

ij = £ ^/ft == l kj —

d'où :

Rj = — r^rkl + rgrj* - 0

car le second membre est identiquement nul.)
Ainsi la connexion ne dépend plus d'aucun arbitraire et si on

désigne par R? (ƒ = 0, 1, 2, 3, i = 1, 2, 3) le tenseur contracté de
la courbure on voit que la connexion normale est déterminée par
les conditions invariantes :

û' - 0 û of - O s(ö{ — og) = 0 R̂  = 0
i

20. — On peut facilement prouver l'équivalence des deux
repères fondamental et naturel par rapport aux variables :

x1 = x x2 = y x3 = z.

En réalité si dans un repère fondamental de la première partie
de ce chapitre on fait le changement de repère :

B = A

B3 = A3

on voit que les nouvelles composantes &>J du déplacement infini-
tésimal sont indépendantes des différentielles, dp et dq. Il suffit
alors de poser :

^ " 2 g = = ~ £ Î L = —W3? M = — u3f F = — ^
pour trouver le repère naturel par rapport aux variables :

x1 = x x% = y x3 = z
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De même on peut voir que les conditions :

Q1 = 0 û2 = 0 û3 = 0 oï = 0 û| = 0 û| — Q°o = 0

Q{ + a* + Q\ — 3Q? = 0 Rî7 = 0

se transforment en :

ai = 0 ukQ% = 0 s(ûj — og) = 0 Rj = 0

l'indice (n) indiquant l'opération relative au repère naturel.
On voit alors que la connexion normale rattachée à l'espace

montre l'existence d'un repère naturel tel que les composantes
du déplacement infinitésimal du repère rattaché à un point de
l'espace ne dépendent pas des différentielles des paramètres de
l'élément plan rattaché à ce point. On peut prendre cette propriété
comme la définition de la connexion normale.

21 • — En résumé on voit que cette connexion normale est
déterminée par la connaissance des quatre formes de Pfaff :

Wi = rttdas* (£, k = 1,2,3)

les Tij étant homogènes et de degré un par rapport aux uh et on
a les formules symboliques^^

pour la détermination des composantes affines du déplacement
infinitésimal du repère naturel. Les trois composantes :

«? = rfa?
d'origine purement projectif étant données par

(28) 2r,2 = - r ^ - r«rM + T* rh
l
k

on voit alors que Ton a aussi :



CHAPITRE II

LE CAS DE L'ESPACE PONCTUEL

22. — Un cas particulièrement remarquable est le cas où les
composantes RJJ de la courbure tangentielle sont identiquement
nulles. Dans ce cas en remarquant que :

Roc z=Lu

on voit que les Lij sont homogènes et linéaires en uk de là les for-
mules symboliques (27) et (28) du chapitre premier montrent que
les &)*, Gt4 &>? du repère naturel sont indépendantes des variables
m, donc l'espace est ponctuel.

Il est intéressant de trouver la forme générale du système diffé-
rentiel des complexes qui donnent naissance à des espaces ponc-
tuels. Posons :

les y! étant fonctions seulement des arguments x\ #2, x2. En se
servant des valeurs trouvées pour I\* on voit que les y|- satis-
font aux conditions :

(i)

alors en posant :

r

(2)

E — H '
Fw2 — Gw3

3H — E ' . 3H' — E
H —K.«s

= F ' M l

3D — D '

3D' — D

E + H'

E'
L23

r33 = Aut + Bw2 —
D
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on trouve pour les fonctions, L, M, N les valeurs suivantes :

M =
(3)

_ ( D + D ' ^

N

En posant :

on a :
L = 9 M = f

d'où on trouve :

r ^ Apz + Bp2q + 2Cpq + 2Dj?2 + Ep + Fq + G

(4) I 5 = Ap*q + Bpq* + Cq* + G>2 + (D + B^pq + Up + H'q + K

( t = + B33 + 2C'pq + 2D;ç2 + E'q + F'/) + G'

Telles sont les équations aux équations aux dérivées partielles
i ^on&tituent le «ystème différentiel deŝ  complexes :

tels que l'espace à connexion projective normale rattaché à ces
complexes considérés comme des plans soit un espace ponctuel.

23. — On peut former ces conditions en partant d'un repère
fondamental dans ce cas elles s'écrivent :

(5)
= 0

et un simple calcul montre que l'intégrale générale de ce système
différentiel est précisément le système (4) où A, B, C,C',D,D',Ë,E',
F, F', G, G', H, H', K sont 15 fonctions des variables #,y, z satis-
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faisant à certaines conditions dites celles de l'intégralilité du sys-
tème (4). Ces conditions au nombre de 15 sont :

^ - § — AF — BH' — C(D
àZ ÔX

oy

+ 2AK + H(D — D') + 2CF'—EC' + BC—C'H'
ÔZ

7\Vi 7iC ftH

2 — — — — ̂ + 2 B K + H'(D' — D) + 2FC — CE' + AC — CH = 0
dx oy oZ

7\W ?\C
— — = • + C'(E' — H) — F'(D' — D) — AG' = 0
ô2 oy

—— — + 2CG' — 2CG + FF' — HH' + K(3D — D') = 0
ox ÔZ

— — — — 2CG' + 2CG + FF — HH' + K(3D' — D) = 0
dy ôz v f

~~ ^ + E H ' " " H ' 2 + F ( E ' - H ) - G ( D

~ - + F'G - H'G' + K(E' - H) = 0.

HACHTBOTJDI.
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24. — Les composantes du déplacement infinitésimal dans le
cas d'un espace ponctuel sont :

(7)

w

En

(8)

OÙ "4

(9)

1 0 1 ,7 ft
1 0 1*

î u*

2 0 "^2k

3 3 ,7 fc
2 2k

2 ^3* «

posant :

sont donnés par

r
À

E — H
2

F<te +

3H —1
4

3H' —
4

-dx -\

3 H ' -
4

t r -
IV C

~tó -

— dx -

YSJXX \j

3D — D'
4

Ctó +

4

:

!y^ = -

4

3H —
4

- E

l'a

f F'rfr/ -

1 E ' "

H
dy

- D

ay -t

-f H'
4

H

+ E'
4

f Brfz

3D

3D'

z

—
4

4

t

D'

-D

dz

dz

dz

on aura toutes les composantes du déplacement infinitésimal du
repère naturel. Dans les formules précédentes on a supposé :

x = x1 y = x2 z = #3

avec :
w1 = dx1 = ĉa: o.2 = cîrr2 = % w3 — cZx3 = dz.

25. — L'espace étant ponctuel, il est aussi géodésique, c'est-à-
dire qu'il existe des droites (géodésiques) dans l'espace. Les droites
étant les lignes telles que A, dA, d2A (d, d2 représentent des diffé-
rentielles co variant es) soient alignés. Il est évident que ces lignes
et leurs propriétés générales sont indépendantes du choix du
repère dans l'espace.

Nous allons montrer que les plans de l'espace sont aussi les
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surfaces totalement géodésiques, c'est-à-dire que les géodésiques
de l'espace passant par un point A et tangentes à un même élé-
ment-plan constituent une surface totalement géodésique qui est
le plan passant par le point A et tangent à l'élément donné.

Prenons un repère fondamental :

w1 = dx o>2 = dy o)3 = dz — pdx — qdy

on sait que dans le cas d'un espace ponctuel le repère fondamental
dépend de p et q mais les propriétés locales de l'espace sont indé-
pendantes de ces paramètres et cette dépendance du repère n'est
qu'apparente) les équations des géodésiques de l'espace sont :

/ j i i 0 1 4 - 1

(10)

\
Prenons le plan :

1 1 ^ 2 ^

J = 0

les géodésiques tangentes à

seront données par
/ J 1 , 0 1 ,

dl)

1 , 3 1
>2 + Ci) (O3

w{ = 0

. l'élément

0)3 = 0

les équations :
i i i 2 1

w
2 ^ = 0

d<J -\

*.» +

plan

- |

J
:

0
>o(

0 2 ,

0 3 ,

- 0

ü)2

1 2 _ , 2 2_, 3 2

1o)3 4 - Ü)2O)3 4 - co3 3

Ü> 3

w 1 ^ 2 , W 2 w 2

et sont donc contenues dans le plan :

o = 0 O)i = 0 Wo = 0 .

26* — Prenons un repère naturel dans l'espace ponctuel, les
équations (10) des géodésiques s'écrivent, en prenant z comme la
variable indépendante :

(12)

dxdy v,[dy\2

^ J

dz J dz dz\dz J \dzâ

0
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on peut montrer alors que la connexion normale projective ratta-
chée au système (12) pour que l'intégrale générale de ce système
soit considérée comme géodésique pour l'espace se confond avec
la connexion normale projective rattachée au système (4) consi-
déré comme le système différentiel des plans de l'espace.

En réalité la connexion normale rattachée au système (12) con-
sidéré comme les équations différentielles des géodésiques de
l'espace est définie par :

Q1 = 0 Q2 = 0 G3 = 0 V (QJ — og) = 0 Ri; = 0

Rt? étant le tenseur contracté de la courbure (voir E. Cartan, sur
les variétés à connexion projective).

En annulant la torsion de l'espace dans un repère naturel par
rapport aux variables #, ?/, z, on trouve :

avec :

alors en identifiant le système (12) avec les équations (10) des
géodésiques on trouve précisément le système (7) pour les compo-
santes co?(j ;zf 0) du déplacement infinitésimal du repère.

Annulons maintenant la composante a[ + Q\ + Q\ — 3Q°0 en tenant
compte de :

on trouve :

avec :

U)0 — vO

Y 0 _— Y 0
ljk *W

En annulant alors le tenseur contracté de la courbure on trouve :

1
v0 _ /
T ~~ 2

qui est précisément le système (9) on voit alors que le repère natu-
rel rattaché aux géodésiques se confond avec le repère naturel
rattaché aux plans ; donc la connexion normale projective est la
même pour les deux systèmes.
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27. — II résulte de là que la recherche des invariants différen-
tiels du système (4) et du système (12) sont deux problèmes équi-
valents. Analytiquement ceci exprime que les complexes F = 0 inté-
grales générale du système (4) passant par deux points fixes A et B
ont en commun une même courbe qui est l'intégrale générale
passant par A et B du système (12).

28« — Supposons la connexion normale comme étant rattachée
au plan de l'espace, alors en remarquant que les composantes
o{ de la courbure sont indépendantes des uk (dans le cas de
l'espace ponctuel) pour un repère naturel ; on déduit des rela-
tions :

"A* - 0

que toutes les composantes û* (k ± °) de la courbure sont nulles
(on peut facilement vérifier cette propriété en tenant compte des
conditions d'intégrabilité (6)) de sorte que, si on tient compte des
relations de Bianchi on voit que les û° aussi sont identiquement
nulles et l'espace est applicable sur l'espace projectif ordinaire
(l'espace localement ordinaire) et cette application se fait par une
correspondance ponctuelle qui se traduit analytiquement par la
transformation ponctuelle qui ramène le système (4) à la forme :

r = 0 5 = 0 * = 0,

on sait alors que la même transformation amène le système (12)
aussi è, la forme :

dz* ~ U dz* - U'

on voit donc, que contrairement à ce qui se passe pour le cas de
l'espace à deux dimensions, les conditions différentielles pour que
le système (12) soit réductible à la forme :

<fa» ~ U dz* - U>

sont de premier ordre. Ce système des conditions est précisément
le système (6) qui exprime l'intégrabilité du système (4).

29. — Le complexe intégral général du système

r == Ap3 + Bp2q + 2Cpq + 2Dp2 + Ep + F'q + G
s = &p*q + vpq% + Cq2 + ap2 + (D + D')/rç + H^ + Wq + K
* = A/>g2 + B$3 + 2Gpq + 2Dy + E'ç + F'p + G'
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est la transformée du plan :
ax + by -\- cz -f- 1 =̂  0

par une transformation ponctuelle convenable, et alors le sys-
tème conjugué joue le même rôle par rapport à l'équation tangen-
tielle du plan (ay ô, c, variables ; x,y, % constantes).

30, — En résumé on voit que si les composantes tangentielles
RJa de la courbure de l'espace sont identiquement nulles les
autres composantes du tenseur de la courbure sont aussi nulles et
l'espace est localement ordinaire. De là on déduit que la condition
nécessaire et suffisante pour que le système d'équations différen-
tielles (12) soit réductible à la forme :

est que le système associé (4) soit complètement intégrable.

31. — On sait que si un espace de Rieman est à courbure cons-
tante il jouit de la propriété de libre mobilité et est soumis à
l'axiome du plan (voir E. Cartan. Leçons sur la géométrie des
espaces de Rieman) alors comme on sait l'espace admet une repré-
sentation géodésique sur l'espace projectif ordinaire. Ce résultat

nexprime en^quelque sorteTIa rëlatiorTqui existe entre les sys-
tèmes (4) et (12). En réalité si le système (12) est considéré comme
la géodésique d'un espace de Riemann cet espace est soumis à
l'axiome du plan et est donc à courbure riemannienne constante.
Dès lors on sait que l'espace à. connexion projective normale
rattaché aux géodésiques de l'espace de Rieman sera à courbure
projective nulle. (Voir E. Cartan sur les variétés à connexion
projective).



CHAPITRE III

I. — LES ESPACES D'ÉLÉMENTS-PLANS A n DIMENSIONS
LES ESPACES NON-HOLONOMES

32. — Soit un système de n équations de Pfaff à 2n — 1 varia-
bles que nous supposerons être mis sous la forme

u.— ^± dun — hikdxk = 0 \ i,k = 1,2,3, • • • n —
% Un n lk \

les L^ étant des fonctions homogènes et de premier degré par rap-
port aux uk et que nous supposerons analytiques par rapport à
tous les arguments qui y figurent.

Si le système (1) est complètement intégrable, l'intégrale géné-
rale sera une hypersurface dépendant de n constantes arbitraires
et s'il n'est pas complètement intégrale on peut dire qu'il repré-
sente une variété non-holonome à n — 1 dimensions. Dans ce qui
suit nous supposerons que le système (1) n'est pas complètement
intégrable.

33. — Nous allons montrer d'abord que l'on peut mettre le sys-
tème (1) sous la forme canonique surbondante suivante :

(2)
= 0

les rt?- étant homogènes et du premier degré par rapport aux uk

satisfaisant aux conditions :

(3)

à l'indice supérieur définit l'opération :
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En réalité on peut mettre le système (1) sous la forme :

uhdxh = 0 /h = 1,2,3 • • • n

(4)
g%uhdxh — hikdxk = 0 \ ifk = 1,2,3 . . . n —

d'où l'identification des systèmes (2) et (4) donne :

Ui

(5) Tih Tnh = hih + uhgi
«•«

avec :

gn = 0 hih = 0 (si i ou A = n).

Le système (5) et les conditions (3) déterminent les Ty d'une
seule manière. L'équation (5) pour h — n s'écrit :

(6) T^ — ~ Tnn = ungi
un

en dérivant (6) par rapport h uk et en ajoutant les résultats en fai-
sant successivement ï = 1, 2, 3... # — I o n trouve en tenant
compte de la deuxième condition (3) :

Dérivons maintenant (5) par rapport à u€ et faisons successive-
ment i = 1, 2, 3... n — 1 en ajoutant les résultats on trouve :

(8) r B f t = s _ ^ i ^ _ î ^ î 5 s - ^ _ - gA.

E n dé r ivan t l ' équat ion (5) pa r rappor t à, uk et en faisant h =
1, 2, 3 n — 1 l 'addi t ion des résul ta ts donne en t e n a n t compte de la
première condit ion (3) :

(9> Un V™~V^n~lTn
 Vni = hik + ( n ~~ ^êi~ Un mn

d'autre part la dérivation de (6) par rapport à uu donne :

(10) rt-r^H

la comparaison entre (1) et (9) donne :

alors en tenant compte de (7) et (8) la relation (11) donne :

(12) » - -^rr
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alors des relations (5), (6), (7), (8) on trouve les valeurs des I \ qui
sont données par la formule générale :

m

(13)

avec Fi} = 0 si l'un des indices au moins est n.
Il est intéressant de remarquer que si :

on a aussi :

34. — Soit le système de Pfaff :

(14) f Ud^ - °
y } l dm — Tikdxk - 0
nous allons déterminer une connexion projective telle que l'espace
étant doué de cette connexion le système (14) soit le système
différentiel des hyperplans de l'espace. Nous dirons que l'espace
est non-holonome si le système (14) n'est pas complètement
intégrable.

L'espace sera constitué par le raccord entre les petits morceaux
des variétés d'éléments-plans. Une variété d'éléments étant for-
mée par un point A appelé le centre et un hyper-plan passant par
ce point.

Soit alors le repère projectif :
( dk = W*AÎ

(15) j dA, - w°A + wfAjfc (i, * = 1, 2, 3- • -n)

où o>* — WQ est remplacé par h>\ pour simplifier l'écriture, Le
point origine A étant le centre de Pélément-plan ayant pour
coordonnées x\ x2... %p> et les paramètres homogènes de l'élément-
plan étant i^, M2... un. Les composantes o {du déplacement infi-
nitésimal du repère (15) sont des formes linéaires en dxi et dUi :

(16) 4 - ylkdxk + efduk

les fik étant homogènes et de degré zéro par rapport aux u€ et les
Cf étant homogènes et de degré moins un en uk satisfaisant aux
conditions.

%e? = o.
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Nous dirons que le repère (15) est naturel par rapport aux
variables x1, 3?, #3... x* si l'on a :

to1 = dx1 w2 = dx2' • •<*>" = dxn

35. soit le point :
TV/T A I «.t/V ,
1TJ. i l "f" (/ «Tl-J

exprimons qu'il reste fixe dans l'espace on trouve.

(18) dy% + w* -f- wjy* — w%yky% = 0.

Supposons que le point M appartient à l'élément-plan u% on
doit avoir :

(19) wy* = 0

d'où :

mdyi + ^ldwi = 0

alors le système (18) donne en tenant compte de (19) :

mto1 = 0
(20) _ ? _

Telles sont la forme des équations du système différentiel des
pians de^ l'espace relatif au repère (1&). Alors ^our que le sys-
tème (14) fournisse les plans de l'espace il faut qu'il soit équiva-
lent au système (20). Mais si le repère est naturel la première
équation du système (20) est identique à la première équation du
système (20) donc il suffit d'exprimer l'équivalence des autres
équations des deux systèmes. Avant d'exprimer cette équiva-
lence nous allons nommer d'abord la connexion de l'espace en ce
qui concerne la, torsion.

36. — Ecrivons les équations de la structure de l'espace :

la première est relative à la torsion de l'espace dont le second
membre est de la forme :

Q* = Kl[daidxh] + (&kh[dxidxh]
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ROA étant le tenseur de la torsion tangentielle. Exprimons que
dans le déplacement rattaché à un cycle élémentaire la varia-
tion de l'origine A du repère (15) est indépendante des états inter-
médiaires de Pélément-plan rattaché à A on doit avoir :

ce qui donne :

ef = 0

donc les composantes affine &{ du déplacement infinitésimal du
repère naturel sont indépendantes des différentielles duk.

Identifions maintenant les systèmes (20) et (14) on trouve :

(24) ukt»i = Vikdxk + Uits + giUkdxk

ou :

(25) un* = Tih + U{ih + g{uh

car m doit être de la forme :

La relation (17) donne la condition :

(26) Y« ̂  0.

Le tenseur de torsion de l'espace s'écrit alors :

QO*A = ylh — ikk'

Annulons maintenant le tenseur contracté de la torsion, on
trouve :

i i
YK — lik —

ou en tenant compte de (26) :

(27) £ = 0.

Exprimons maintenant que dans le déplacement rattaché à un
cycle élémentaire l'élément-plan u* subit une variation indepen-
dente des états intermédiaires du repère sur le cycle. Pour cela
écrivons la variation subie par le point :

M = A + y*Ai

dans le déplacement rattaché au cycle on a :

(28) Â  + o'+uiîf-olky-O.
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Supposons maintenant que le point M appartient à l'élément m
on a :

uiyl = 0

d'où (28) donne :

u^y* + n,o* + u&tf = 0
mais on a :

ytàui + u^y{ = 0

d'où :

le premier membre doit être indépendant des produits extérieurs
en \duh dxk] donc si l'on pose :

o* = Rf[duhdxl] + Q*hl[dxhdxl]

on doit a«voir :

(29) B*R£ - 0.

Annulons maintenant le tenseur contracté Rjg de la courbure,
on a :

(30) R S - £ + «&" ^

d'où :

RS^-rg + e?
et comme on a :

ÏH = O

on trouve :

H = *^

En annulant ce tenseur on voit que toutes les composantes
w|, wj du déplacement infinitésimal du repère naturel sont indé-
pendantes des différentielles duk et la relation (30) s'écrit :

Rtó = Tih

et les conditions (29) deviennent :

(31) «*$ = 0

alors les équations (25) avec les conditions (26), (27) et (31) déter-
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minent complètement les T|. En réalité dérivons l'équation (25)
par rapport à iïj on trouve :

w*ï8 + tk = 4 +
d'où d'après (31) :

faisons A = ƒ et contractons, on trouve :

ou :

(33) m y*£ + ngi + * = 0

car gi étant homogène et de degré zéro on a :

contractons maintenant l'équation (32) en faisant i = ƒ on trouve :

(34) Ui^i£h + «Y* + ft =» °
h

en ajoutant (33) et (34) on trouve :

(» + !)(* + *) + <

ou en posant :
gk + TAr =

on a :

(35) (n H

avec :

alors en dérivant (35) par rapport à w* et en contractant (faisant
la somme en faisant i = 1, 2, 3... rc) on trouve :
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d'où :

Y* = — gi

alors l'équation (34) s'écrit :

et en posant :

\ — = (1 — l)g
A

ceci donne :
gi = Wtg

d'où :
WiYA + Uhgi = Uigh + Uhgi = 0

ainsi l'équation (32) donne :

TJ = r j:

Les connexions ainsi définies dépendent encore de neuf arbi-
traires car les composantes :

ne sont pas encore déterminées.
Les composantes Q{ de la courbure de l'espace sont :

avec :
îA — l «A

VtArA — £ ift/jt L ikfh " T X ÏA 1 ZA -1 i* 1 Ih ùh Uk h } 0 ' k Zz£ '

où l'indice précédé d'une barre définit l'opération :

F'* = ^

Les quantités R{J sont les composantes du tenseur de cour-
bure tangentielles mais les quantités QjM ne forment pas un ten-
seur car d^ n'étant pas un tenseur il y a des termes complémen-
taires qui interviennent dans le calcul.

Posons :
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les quantités ainsi définies ont un caractère semi-tensoriel et on
peut écrire :

ai = Rg[DMx*] + Rlkh[dxkdxh]
avec :

Rikh = Qtt-A + Tikrik VlkTlh

ces quantités sont les composantes du tenseur de courbure ponc-
tuelle.

Annulons maintenant les composantes du tenseur contracté :

on trouve :

(36) (n — 1) T<2 = - r ^

La connexion ainsi définie est bien déterminée d'une manière
intrinsèque et invariante. C'est la connexion normale suivant
M. Cartan.

37. — En résumé on voit qu'étant donné un système de n
équations de Pfaff à 2 n — 1 variables on peut toujours rattacher
une connexion projective intrinsèque à l'espace telle que le sys-
tème proposé soit le système différentiel des plans (variétés planes
holonomes ou non-holonomes à n — 1 dimensions) de l'espace.

Cette connexion intrinsèque jouit des propriétés suivantes :
1° le tenseur de la torsion tangentielle est nul.
2° le tenseur contracté de la torsion ponctuelle est nul.
3° le tenseur contracté de la courbure tangentielle est nul.

4° le tenseur w^R^ est nul (on peut dire que le tenseur Rf? est
symétrique par rapport aux indices supérieurs).

5° le tenseur contracté :

de la courbure ponctuelle est nul.

38. — Le cas des espaces sans torsion. — Le covariant bilinéaire
de la première équation du système (14) s'écrit en tenant compte
du système (14) :

TJi)[dxidxl][mod-(uidxl)li
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si le système (14) est semi-intégrable (c'est-à-dire que le covariant
bilinéaire de la première équation s'annule en vertu du système
lui-même, on doit avoir :

[(u4&)\u%datj\ = 0

d'où :

(37) uk{Ttj — i » + uSFfk — rkj) + u}(rhi — r t t) = 0

En dérivant l'équation (37) par rapport à uk et en ajoutant les
résultats en faisant k — 1, 2, 3, ... n on trouve en tenant compte
des conditions (3) :

donc l'espace rattaché au système sera sans torsion. Un simple
examen montre que ceci entraine la symétrie des indices pour les
fonctions L# aussi et dans ce cas on a :

, oo \ r T "* T *
 U1 T * • "*"/ T*A

n + i n + i n(n + l)
on peut vérifier qu'alors le système (1) est aussi semi-intégrable.

Il est intéressant de remarquer aussi que les équations (36)
montrent la symétrie des y? et on a :

0 0
tik = tki

d'où il résulte que dans le cas d'un espace sans torsion la compo-
sante :

de la courbure de l'espace est identiquement nulle, car on a :

et comme :

on aura :

alors la symétrie des indices pour y°. entraîne la nullité de la com-

posan te^^ de la courbure de l'espace.



LES ESPACES D'ÉLÉMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE 49

Remarquons maintenant que l'on a :

avec :
R Ok -r\Ok

ih = iih

alors en tenant compte des formules (36) on trouve :

le tenseur contracté de la courbure tangentielle est nulle (car
les composantes :

de la courbure tangentielle sont nulles à cause des conditions (3)).

39, — Les espaces holonomes. — Si le système (14) est complè-
tement intégrable il représente une hypersurface dépendant de n
paramètres dans ce cas l'espace à connexion projective normale
rattaché au système (14) sera un espace holonome. Il est facile de
montrer que la complète intégrabilité. du système (14) entraîne
celle du système (1), ce dernier système est alors équivalent à un
système d'équations aux dérivées partielles du second ordre.

Posons :

w, = dut — vikdxk = 0

On a vu que l'annulation du covariant bilinéaire de la forme c*>
en vertu du système (14) rend les fonctions I \ symétriques par
rapport aux indices. Le covariant bilinéaire de a>! est :

avec :

(39) A m = vihf& — TUjh + rs
ih rsk — rs

ik rsh

Pour que le système (14) soit complètement intégrable on doit
avoir :

[K)VI = 0
ce qui donne les conditions :

uiKm + uhAikl + ukAah = 0

(Si l'on forme les conditions d'intégrabilité du système (1) on
trouve :

(a) wjAttA + uhkilk + MfcAow == uflm

HACHTEOUDI. 4
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ce qui paraît être en désaccord avec la complète intégrabilité
du système (1) mais si on dérive l'équation (a) par rapport à u{ et
on contracte en faisant i = 1, 2, 3... n on trouve :

(n + 1) Cm = ujAjjtt + uhk\lk + ukA\M + Am + Am + Am

car :

d'où en tenant compte de (39) on voit que Cm = 0 et les sys-
tèmes (1) et (14) sont simultanément intégrables).

Rappelons maintenant que l'on a :

en multipliant les deux membres par Uj et en ajoutant en faisant :
ƒ = 1, 2, 3... n on trouve :

(40)

ou en posant :

-, v9 IL'i^ -1~ Tl- A

Un simple calcul montre que l'on peut mettre la formule (36)
sous la forme :

d'où (40) s'écrit :

(41) (n — 1) ( uhA
s
ik3 — WjbAjJ + Bikh = Aa,A

en tenant compte de la relation qui existe entre les Aikh

on a :

(42) ujBm + «^B^ + ukBm = 0

Contractons maintenant l'équation (41) par rapport à h (c'est-à-
dire dérivons là par rapport à uh en sommant par rapport à h) et
remarquons que Am est homogène et du premier degré en ut on
trouve alors :

(43) Bh
ikh = 0

II est facile de montrer maintenant que les systèmes (42) et(43)
donnent :

- 0
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En réalité dérivons l'équation (42) par rapport à uh et contrac-
tons-la on trouve :

UlB
h
ihk + ukB%h + (n — 1)B<M = 0

mais d'après (43) on a :

Bi»* = — Bikh — 0
donc :

Bikh = 0

Ainsi on voit que dans un espace holonome on a :

de là on déduit facilement que l'on a identiquement :

«*Û? = 0
d'où le théorème :

La connexion normale projective rattachée à un système
d'équations de Pfaff (1) complètement intégrable telle que ce sys-
tème soit le système différentiel des plans de l'espace jouit de la
propriété qu'elle laisse invariant l'élément-plan zi{ rattaché au
centre A dans tous les déplacements infinitésimaux relatifs aux
cycles élémentaires.

40. — II est évident que si les Tif sont linéaires en uh les r^ et
les r?* = Y?- sont indépendants des uk et l'espace est ponctuel.
Les composantes tangentielles Rg de la courbure sont identique-
ment nulles. On peut voir facilement que dans ce cas les rela-
tions :

ukQ
k
t = 0

montrent que l'on a identiquement :

ûf = 0

et alors le théorème de la conservation de la courbure montre
que l'on a aussi :

û,° = 0

donc l'espace est applicable sur l'espace projectif ordinaire.
Dans ce cas le système différentiel (1) est réductible à la forme :

uidxi •= 0

dui ~dun = 0
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Posons :

les A?*, étant seulement fonctions de x\ a;2,... ^satisfaisant aux
conditions :

un a ainsi :
Ji = A{kdxk

et les formules (36) donnent :

ainsi on voit que les composantes du déplacement infinitésimal
du repère naturel ne dépendent pas des u». Le système (38) donne
alors :
/ / / x T UjUjUj k UiUk k UfUk

(44) L^ = -^-jg Ann — — Ajn —

i, j = 1, 2, 3 . . . n — 1 k = 1, 2, 3 • • • »)

ainsi on trouve la forme générale des L^ telle que l'espace rattaché
à l'intégrale générale du système (1) soit applicable sur l'espace
projectif ordinaire.

Prenons maintenanir comme paramètres ^e l'élément-plan
tangent les coordonnées non-homogènes :

*?—?
un

la première équation du système (1) s'écrit :
dxn — pldxx — p%fo? pl_x dx71-1 = 0

alors les p% sont les dérivés partielles de x71 par rapport aux autres
variables :

$ = dx7

Posons de même :

et dans les équations (44) faisons :

». = — 1 »< = Pî
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on trouve :

(i, j = 1, 2, 3 • • • n — 1 k = 1, 2, 3 . • • n)
avec :

Telle est la forme générale du système d'équations aux déri-
vées partielles du second ordre qui sont réductible à la forme :

>?, = °
II faut se rappeler que les fonctions A | satisfont :
1° aux conditions de symétrie :

A* — A*

2° aux conditions :
A?* = 0

3° aux conditions d'intégrabilité (que nous supposerons satis-
faites).

Le système (45) s'écrit :

P% = KnPÏpM-KnPÏPl + AÏJÇPÎ + KP1PI-KP7-KP?
+ A^pS-AS (*\j,&=i, 2, 3- •.» —1)

Cherchons les équations différentielles des géodésiques de
l'espace, pour cela exprimons que A, dA, d2 A sont alignés, on a :

dk = wf Ai

d2A = JoylA + (d«* + cü*w*)A,

d'où :

développées ces équations s'écrivent :

A« & f c ^ ^ t A* dxk dxh - n
~ w ^ S~n 5? + A M ^ S^ ~ u

(i = 1, 2, 3- • •» — 1 A, ft = 1, 2, 3- • •»).

Nous dirons que le système (45) est le premier système associé
au système (46). Donc pour que le système (46) soit réductible à la
forme :
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il faut et il suffit que son système associé soit complètement inté-
grable.

4L — L'espace étant applicable sur l'espace projectif ordinaire
admet des variétés planes à, q^n-1 dimensions. Exprimons que le
point :

M =* A +

appartient à la variété plane de q dimension définie par le sys-
tème :

(47) ya+A — ̂ i+ft^ — O (A = 1,2,3 •••g h = 1,2,3 • • • n — g)

on a :

on trouve donc pour le système différentiel des variétés planes à
q dimensions :

da#+A — p<i+hd$k = 0
(48) 1 dnv+h 4- o>ff+h — z?ï+ft{ô  -{- p?+W+A — nî+^+Aw* =s 0

\ *i ' * rk i l r% q+l ri rk q+l

(k,i == 1,2,3 • • • q h,l = 1,2,3 • • * n — g)

alors en posant :

et remarquant que ;

Pij = ^Hj Pi M+l Pi i,Q+l + Pk

sont les dérivés partielles des deux premiers ordres des fonctions
#2+ft par rapport aux variables xk on trouve le système des équa-
tions aux dérivés partielles du second ordre de la variété cher-
chée :

(49)

(i,j,k = 1,2,3 • • • q h,l,s = 1,2,3 • • • n — q)

Le système (49) que nous désignerons par le symbole S*_? est
le qe système associé au système (46). On voit donc qu'il existe
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en tout (n — 2) systèmes associés au système (46) et la condition
nécessaire et suffisante pour que ce système soit réductible à la
forme :

est que l'un des systèmes associés soit complètement intégrable,
alors tous ces systèmes sont complètement intégrables et il existe
une transformation ponctuelle qui les ramène tous (ainsi que le
système (46) lui-même) à la forme réduite :

42, — En résumé on voit qu'il existe en tout un ensemble de
{n — 1) systèmes associés :

SI Q 2 ç*n—1

„_! O„_2 * * * Oi

(l'indice supérieur désignant le nombre des fonctions dépendantes
et l'indice inférieur celui des variables indépendantes) le dernier
étant un système d'équations différentielles ordinaires (et par
suite toujours complètement intégrable) tels que si l'un des sys-
tèmes est complètement intégrable tous les autres le sont aussi et
que de plus ces conditions d'intégrabilité entraînent la réducti-
bilité de l'ensemble de ces systèmes à la forme réduite :

= 0.

IL — LES ESPACES D'ÉLÉMENTS LINÉAIRES
A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE

43. — Ces espaces sont fondés sur la notion des géodésiques.
Analytiquement ce sont les espaces qui admettent l'intégrale
générale d'un système d'équations différentielles ordinaires du
second ordre comme des géodésiques. La connexion intrinsèque
d'un tel espace définit les invariants différentiels ponctuels du
système proposé.

Avant d'entrer dans la détermination de cette connexion nous
allons normaliser d'abord le système d'équations différentielles
des géodésiques :
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Posons :

le système

(2)

(1)

dx1

u1 =
dx*

" u* "

se transforme en

dxh

au1 —

- %

u1

dx3

M3 " " * ' '

;

i

dxn

~ un

n-1)

les L* étant des fonctions homogènes et du second degré en u* que
nous supposerons analytiques par rapport à tous les arguments
qui y figurent.

Nous allons montrer que le système (2) peut se mettre d'une
seule manière sous la forme :

dxn

(3)

où :

(4)

uk un l \ w >

du* = 0

or*
ou*

les fonctions homogènes et du second degré F* satisfaisant à la
condition :

(5) Xri = 2—[ = 0

En posant :
dxh = uhdt

le système (3) s'écrit plus symétriquement :

( cfa* = u*<ft
M ( dw* + 2ry« = 0
car on a :

Le sytème (2) s'écrit alors :

(7)
du1 du» + L<& = 0

ce que l'on peut écrire encore en identifiant avec (6)

B* 1
r ' û^ r n ™ 2
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d'où d'après la condition (5) on trouve :

ce qui donne la formule générale :

i 1 i tt*
r = 2 L ~ 2 ( n + )

k

Le système différentiel (7) prend ainsi la forme canonique (6)
et on voit que cette forme est bien unique.

44. — Étant donné le système différentiel (2) ou (6) nous allons
chercher une connexion projective telle que l'espace étant doué
de cette connexion les intégrale générales du système (2) soient
considérées comme géodésiques de l'espace.

Pour cela nous aurons recours à l'espace d'éléments linéaires.
Un espace d'éléments linéaires étant une variété constituée par
un point A appelé le centre et une direction passant par le centre.
Nous désignons par x\ x2, #3... xn les coordonnées du centre A et
par B1, a2,... un les paramètres homogènes de la direction passant
par le centre.

45. — Soit alors le repère :

( dA = co*At

( dki = <o°A + JîKk

nous dirons qu'il est naturel par rapport aux variables xk si on a :

</ = dxk ^ 4 = Qhduh

i

Les composantes <*>{ du déplacement infinitésimal du repère
(8) sont de la forme :

4 -
les fik étant homogènes et de degré zéro par rapport à uk et les

&ik homogènes et de degré moins un en uk satisfaisant aux condi-

tions :

uk&ik = 0

La transformation infinitésimale conférée par le déplacement
infiniment petit du repère (8) au point :

M = A + tfAi
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s'écrit :

(9) dyk + Ü>* + <»k
ky

h — Jfóhy* = 0

Exprimons que le point M appartient à l'élément linéaire uk on
aura :

ceci fournit le système différentiel des géodésiques :

/ co1 co^ con

) i k i _ i

Donc pour que le système (2) définisse les géodésiques de l'es-
pace il faut que le système (10) soit équivalent au système (3) ou
(6).

46. — Nous allons montrer qu'il existe une seule parmi les
connexions convenables pour l'équivalence des systèmes (10) et
(6) qui est déterminée d'une manière intrinsèque et invariante.

Écrivons la variation subie par le point :

M = A + y{Ai

dans un déplacement infinitésimal rattaché à un cycle élémentaire :

(il) &yk + ®k + ®lyh — o J W = 0

Exprimons maintenant que cette transformation laisse inva-
riante l'origine A du repère (8) on trouve :

û1 = 0 Q2 = 0 • • • • Qn = 0

La transformation infinitésimale dualistique de (11) s'écrit
alors :

Afe + Q* + ofo = 0
en exprimant qu'elle engendre un groupe de Mobius on aura :

Annulons maintenant la torsion de l'espace on a

o» = (</)' - [<A>*J = 0
d'où:

4 =
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avec :
y? _ y?
Hk — hi

donc :

et on aura :

(i2) y «i = o
i

L'identification des systèmes (6) et (10) donnera alors :

avec :
m =

de là on trouve :

u%hdxh =

en se servant des relations :
dxk =

on trouve :

(13) »Vik = 2f* + « ' B ^

La relation (12) donne les conditions :

(14) 4 - T& = 0

en posant :

7 étant homogènes et du premier degré en u*, Péquation (13)
s'écrit :

(15) uku\lh = 2r*' + u«T.

Annulons maintenant la composante V oj de la courbure on
i

trouve :

avec :
0 ___ 0

lik — Y*»'

Les composantes w{, w? du déplacement infinitésimal du repère
naturel sont indépendantes des différentielles duk. De là il résulte
que l'on a :

4 = Slkh[duhdxk\ + Qj
ikh[dxkdzh]
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où :

Sikh — lihh

sont les composantes réglée de la courbure.
Exprimons que dans le déplacement rattaché à un cycle élé-

mentaire la variation subie par l'élément uk est indépendante des
positions intermédiaires du repère sur le cycle. On a :

d'où:

&yk = y lu* + ukky

en tenant compte de (11) on trouve :

(16) Auk + uhQ% = ukn.

Il faut que le premier membre de (16) soit indépendant des pro-
duits extérieurs en [duk dxh] ceci donne les conditions :

u%hl = 0

ou :

(17) uV«« = 0.

Alors les équations (15) avec les conditions (14) et (17) déter-
minent complètement les y£, en réalité dérivons la relation (16)
par rapporta uTon trouve :

« V Y L + u% + ttfc
Yi, = 2c\ + j 5 + ^

i _ ( 1 si l = i
' ~ t 0 si l J£L i

d'où en tenant compte de (17) et de la symétrie des y| on a :

en faisant l = i et en contractant on aura en tenant compte des
conditions (14) :

d'où :

»*T« = rî-
Dérivons encore une fois par rapport à uh on a :

ÏW = Tlh
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d'où en tenant compte de (17) :

= llh =

Ainsi la connaissance de P suffit pour la détermination des
composantes affines wj du déplacement infinitésimal du repère
naturel. Nous appellerons l'être géométrique F% le potentiel
affine de l'espace.

Il est facile de voir que :

entraîne la symétrie par rapport aux indices inférieurs et le tenseur
contracté :

est identiquement nul.
En posant :

OÎ = S7
m[duhdxk\ + Qîkh[dxbdxh\

on a :

($1 indiquant toujours le nombre de Kronecker) où l'on s'est
servi de la convention :

Les quantités Qjtt ne forment pas un tenseur mais si l'on pose :

D»* = dvt + uk<Jk

on trouve :

QÎ = Sjw[D»*d^J + Rlkh[dxkdxh]

où :

forment un tenseur.
Annulons maintenant le tenseur contracté :

r> ryà

nik = i\ikh

on trouve :
(18) (n - i)TJt = - rf,/A _ rs

hiiks + Tl
ihrïk-
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Ainsi la connexion est complètement déterminée d'une manière
invariante et intrinsèque. Ce problème constitue la généralisation
du problème étudié par M. Cartan en 1924.

47. — Si le potentiel affine F* est une forme homogène et qua-
dratique en M* on voit que Von a identiquement :

et alors l'espace est ponctuel. Dans ce ca,s on doit avoir

(i = 1, 2, 3- • -re — 1 ft, ft = 1, 2, 3- • • »)

avec les conditions :

Â  = 0

Si on fait :

un = 1

on voit que les équations différentielles du système engendrant un
espace ponctuel sont de la forme :

A„ d^d^d^ n d^d^_ - <to^d& n dx^
+ kh dx« dz« dxn + ^ dxn dxn + Ajch dx* dxn + nn dxn

(i, *, ft = 1,2, 3-••» — !).
C'est le cas étudié pa,r M. Cartan dans ses Leçons sur la théorie des
espaces à connexion projectile.

On peut voir facilement que dans ce cas la connexion normale
définie dans un espace d'éléments-linéaires se confond avec la
connexion normale que Ton peut rattacher au système (19). En
réalité les conditions :

û' = 0 2 o J « 0 Rl7 = 0 u%m = 0

se réduisent à :

û* = 0 £û* = 0 R,7 = 0

qui sont les conditions de formation de la connexion normale
projective dans un espace ponctuel.



CHAPITRE IV

THÉORIE DIFFÉRENTIELLE
DES COURBES ET DES SURFACES

48» — Nous supposerons l'espace d'éléments-plans holonome
et à trois dimensions.

Une surface étant considérée comme le lieu de ses éléments-
plans tangents on voit que le déplacement infinitésimal d'un repère
rattaché à un point de la surface est à deux paramètres. Donc on
peut appliquer la méthode du repère mobile et généraliser les
résultats relatifs à une surface ordinaire pour les surfaces plongées
dans un espace d'éléments à connexion projective.

49. — Une ligne sera appelée asymptotique pour une surface
si elle admet en chaque point un contact du second ordre avec
l'élément plan tangent à la surface en ce point. En se servant
d'un repère fondamental (Chap. i, I r e partie) par rapport aux
variables #, y, z l'équation différentielle des lignes asymptotiques
d'une surface s'écrit :

(r — <?)dx2 + 2($ — f)dxdy + (t — <\>)dy* = 0

où r, s, t désignent les dérivées secondes :
d2z ô2z ô2z

Dans ce qui suit nous supposerons que la surface admet en
chaque point deux lignes asymptotiques distinctes.

50. — Particularisation des repères rattachés à un point de la
surface. — En un point de la surface z, p, q sont fonctions de deux
variables indépendantes (par exemple #, y, ou u et v, si la surface
est définie paramétriquement). Soit le repère

dk = o)̂

dA2 —

dAB = o>3A
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rattaché à un point A de la surface. Les composantes *4 du dépla-
cement infinitésimal dépendent de deux paramètres essentieles
u et 9 et de dix paramètres inessentiels.

Nous désignerons par le symbole d la variation totale d'une
quantité par rapport à tous les paramètres et le symbole 5 dési-
gnera la variation relative aux paramètres secondaires.

Prenons l'élément-plan AAX A2 pour l'élément-plan tangent à
la surface on aura :
(2) «s = 0

et en dérivant extérieurement cela donne :

[co1^] + [u>W2] = 0
d'où d'après le lemme de Cartan :

( «î = a^1 + a3a)2

w) ) 3 i 2
( <o2 = a3o> + a3t*>

on sait que les quinze formes de Pfaff wf, 00°, wf dépendent de
douze paramètres différentiels (du, dv) et les dix différentielles
des paramètres secondaires) donc il existe trois relations indépen-
dantes entre ces formes et ce sont précisément les relations (2)
et (3). D'autre part w1 et w2 sont indépendantes Tune de l'autre
etr4ndépendantes^ des différentielles des paramètres secondaires
car en fixant le point A on doit avoir :

rfA = a>j}A

ce qui monte que l'on a :
a)l(a) = a>2(â) = 0

Nous poserons pour faciliter l'écriture :

on a donc :

(4) e1 = e* = e3 = e\ = e\ = 0

Ce sont les cinq relations qui doivent exister entre les e\ car ces
quinze formes dépendent linéairement de dix arbitraires (les diffé-
rentielles des paramètres secondaires).

51. — Les repères du premier ordre. — Cherchons comment
varient les coefficients ax, a2>

 az des équations (3) quand on change
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le repère rattaché au point A (l'origine A restant fixe). Écrivons
les équations de la structure de l'espace pour les composantes w1,
a>2, Ü>I, w| o n a :

(5)

La première équation développée s'écrit :

de - su.1 = (»• _ « ^ + «y - («g - «iju1 - «x

ou en tenant compte de (4) :

et de même en déceloppant les autres équations aussi on trouve le
système :

Ôu)1 = lel — eîW — eW

(6)

Dérivons extérieurement les relations (3) en tenant compte de
(6) on a :

[el-e\-^ + Qa,-^*,)»* =0

les coefficients de w1, o>2 dans ces écquations sont indépendantes
de d,U) dv et w1, w2 étant linéairement indépendantes on doit avoir :

(7)

(«o —

— 24a»

{e°0 — e\ — e\

(e? — 24 +

= 0
el)a2 — eja3 = 0

«3 = 0

Les coefficients de au a2, az dans ces équations sont indépen-
dantes et au nombre de quatre (car le coefficient de a2 dans la
seconde équation est la moitié de la somme des coefficients de ax

et de a3 respectivement dans la première et la dernière équations)
donc on peut choisir les accroissements des paramètres inessen-

HACHTROUDI. 5
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tiels tels que trois de ces coefficients s'annulent donc on peut
poser :

a± = 0 a2 = 1 a3 = 0

(II est intéressant de remarquer que le système (7) engendre le
groupe de transformations linéaires qui conservent (a^)2— ax a3

à un facteur près). Le cas des surfaces aux asymptotiques doubles
étant exclu on a :

(a2)
2 — axa3 ̂  0

Aux relations :

ax = 0 a2 = 1 a3 = 0
correspondra trois nouvelles relations entre les a>J pour les avoir
remarquons que les relations (3) s'écrivent :

3 2
Dj = 0)

t u 2 = t*>

alors en dérivant extérieurement ces relations on trouve :

coj - «J - «oj «

qui sont précisément les relations cherchées.
Donc pour un repère de premier ordre on a :

/ O \ 1 2 3 3 3 2 1 1 , 2 3 On

(9) e = e = e — ex = e2 — er = e2 = ^ + e2 — e3 — e0 = 0

ee^sont les^^iuit^elations^ indépendantes qui ^xistent^ ^ntr

quinze formes de Pfaff.

52. — Les repères du deuxième ordre. — Les équations du sys-
tème (6) sont au nombre de (2) maintenant à savoir

(10) Sto1 - K - À)»1 ^ = (e°o - eiy

Dérivons extérieurement la troisième équation du système (8)
en tenant compte de (9) et de (10) on trouve :

(2S&! + 2(e°o — e\)b1 + et — e x V + (2S62 + 2(e°ö-e
2
2)b2 + e\ - e 3 V - O

ce qui donne :
2»bx + 2(«2

les formes el—e\, et — e?, eo—et, e\ — e\ sont indépendantes on voit
alors qu'en faisant varier les sept paramètres inessentiels bx et
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b2 subissent des substitutions linéaires indépendantes on peut
donc introduire les deux relations :

bx = b2 = 0

on a ainsi les repères du deuxième ordre qui dépendent de cinq
paramètres inessentiels seulement.

La troisième équation du système (8) s'écrit :
/A A * 1 , 2 3 0 A( 1 1 ) Wj ~\~ O33 <*>3 ti)0 = U

on a aussi :

(12) ! » ; -

La dérivation extérieure du (11) donne en tenant compte de (12)

et le système (8) donne :

Les équations (13) sont les deux nouvelles relations entre les

et on a de même pour e\ :

(15) e\ = e{ e\ = e\

53. — Lê  repères du troisième ordre. — Décrivons extérieure-
ment les relations (14) on trouve :

les deux formes de Pfaff qui figurent dans ces formules sont indé-
pendantes donc b0 et bB se multiplient par des facteurs quelconques
différents du zéro (on a supposé que la surface n'admet pas de
singularité au point A, les surface pour lesquelles on a bnbz = 0
sont des surfaces Rj ou R2 que l'on étudiera plus loin) donc on
peut introduire :

b0 - &3 = 1

Ceci fournit les repères du troisième ordre qui dépendent seule-
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ment de trois paramètres inessentiels. Pour ces repères les rela-
tions (14) s'écrivent :

{ coï = ü)1

} u>* = ^

qui donnent deux nouvelles relations entre les wj ; en les dérivant
extérieurement on a :

( < + < -H = v l + (cx - * L K = c^ + AX

( < + <4
où Ri12 et Rgl2 sont les deux composantes QI et Q\ de la courbure
suivant F élément-plan tangent à la surface (cette courbure étant
définie dans un repère du deuxième ordre de la surface). Pour un
repère du troisième ordre on a :

0 \ -2 P3 «3 p3 JL pO p2 -O p 3 p 0 p 2 p l A
e — e — e — e i — e2 " e i eo — ^ eo — H e0 — ea — e2 — u

e<ï _ eo e i _ . eo
3 1 3 2

Les seules formes de Pfaff ej non-nulles sont e?, ê , 63 et les équa-
tions (10) s'écrivent :
(19) Sw1 = 0 ôo>2 = 0

ainsi pour un repère du 3e ordre w1 et w2 sont indépendants des
paramètres inessentiels*

54, — Le repère intrinsèque du quatrième ordre. — En tenant
-compte des relations (18) et en se servant des équations de la
structure de l'espace on trouve :

<20)

Dérivons extérieurement les relations (13) nous trouvons :

de là on déduit :
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eîi e2> eï étant indépendants on voit que l'on peut introduire

encore les relations :
ci = C2 = C3 — 0

et les équations (13) deviennent alors
/O4\ 1 0 2 0
(Al) 0>3 — (O2 O)3 = a)!

Ceci donne trois nouvelles relations entre les u>\ mais il est évident
que maintenant le repère ne dépend d'aucun arbitraire et les
coefficients de w1, w2 dans ces nouvelles relations sont les inva-
riants de la surface ainsi que les coefficients c0 et c4 des relations
(17) qui sont complètement définis maintenant.
Posons :

c0 = — 3A c4 = — 3B

A et B sont les deux premiers invariants de la surface ; On a :
1 . 2 3 0 /\

<*>1 + W2 W3 w 0 — U
0 . 2 o l O A I o 2

Ü ) Q - | - O>2 £tù\ -=• oAw o&\iù

0 . 1 a 2 o 1 o-n 2
ü>0 -f- u>i — 2ü>2 = — oa2o) — oBiù

3ax et 3a2 étant les composantes Rm et R212 de la courbure de
l'espace suivant l'élément-plan tangent à la surface. En résolvant
le système précédent on trouve :

w\ — Ü>J5 = (2A + cfâ)̂ 1 + (B + 2a1)w
2

o>2
2 — «S = (A + 2«2)u>1 + (2B + ai)o>2

w| — a>2 = (3A + 30a)1 + (3B + 3a1)<o2

Diflférentions extérieurement les relations (21) on trouve :

+ p ̂ V J = 0

+ Y [<oV] « 0(22)

où l'on a posé :
RI TJO r>û

3i2 — n2i2 = *p
R2 TJO n

312 *VLi3 = «Y

les Rj12 représentant les composantes de la courbure de l'espace
suivant l'élément-plan tangent à la surface. Les équations (22)
donnent :

(23) co° = Fio1 + (C + T)CO2

io = Cw1 + Dco2
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C, D, E, F sont les quatres autres invariants différentiels de la
surface. Les équations (23) sont les trois nouvelles relations entre
les w* qui pour les e\ donnent :

e\ = 4 = el = 0

et on voit donc que le repère du quatrième ordre ne dépend d'au-
cun paramètre inessentiel et est complètement déterminé par la
connaissance de son origine A d'une manière intrinsèque.

55. — Elément linéaire projectif de la surface. — Les deux formes
c*)1^2 et (co1)3 + (w2)3 (définies dans le repère intrinsèque ou dans
un repère du troisième ordre) sont intrinsèques. Elles sont apo-
laires Tune de l'autre, la première est la forme asymptotique de
la surface c'est-à-dire :

est l'équation différentielle des asymptotiques de la surface.
L'espace étant sans torsion les tangentes conjuguées sont réci-
proques et l'équation :

définit les lignes de Darboux sur la surface et ainsi on peut géné-
raliser plusieurs notions de la géométrie projective ordinaire pour
le r̂ surfaces^plongées xlans^un espacent éléments-plan à connexion
projective normale.

Nous appellerons suivant M. Fubini l'élément linéaire projectif
de la surface l'expression :

(to1)3 + (o)2)3

Pour les variables indépendantes x, y et dans un repère fonda-
mental cet élément linéaire est de la forme :

(X — v)«(dy — Ux)(dy — vdx)

où X et v désignent les racines de l'équation du second ordre :

(t— *)P2 + 2(S — f)P + (r — ? ) = 0

et #g définit l'opération :

bq V ^>P àq v èp



LES ESPACES D'ÉLÉMENTS A CONNEXION PROJECTIVE NORMALE 71

Pour les surfaces pseudo-développables (les surfaces aux asymp-
totiques doubles) cet élément linéaire n'existe pas et pour les sur-
faces Ri ou R2 (les surfaces pour lesquelles b0b3 — 0) cet élément
linéaire a pour le numérateur un cube parfait.

On peut généraliser la propriété d'égalité des éléments linéaires
projectifs pour un couple des surfaces projectivement applicables
dans un espace d'éléments.

56. — Les surfaces pseudo-développables aux asymptotigues
doubles. — Ces surfaces sont définies par l'équation aux dérivées
partielles du second ordre :

(25) ( s _ f l * _ ( P _ T ) ( t _ 4 , ) = o

C'est une équation de Monge. — Ampère aux caractéristiques
doubles et on sait que l'intégrale générale d'une telle équation est
constituée par l'enveloppe du complexe :

F(3, y, z, a, by c,) = 0

dépendant d'un seul paramètre (on pose b — b(a)c = c(a)) ce com-
plexe étant l'intégrale générale du système d'équations aux dérivée
partielles du second ordre :

r = <p(s, y> z> Pi q)
s = f(«, 2/, z, p, q)

On voit que si l'on définit le plan tangent à. une surface par une
surface du complexe F ayant un contact du premier ordre avec
la surface, les surfaces pseudo-développables sont celles dont le
plan tangent dépend d'un seul paramètre et elles ressemblent par
cette propriété aux surfaces développables de l'espace ordinaire
qui sont les enveloppes des plans dépendant d'un seul paramètre.
En définissant de même le plan osculateur à une courbe par la
surface du complexe dont le contact avec la courbe est du second
ordre on voit que les surfaces pseudo-développables sont les enve-
loppes des plans osculateurs d'une courbe gauche (non située sur
une des surfaces du complexe F = 0). En réalité d'après la théorie
des enveloppes on sait que l'enveloppe des caractéristiques du
complexe :

F(x, y, z, a, 6, c,) = 0
(26) > b = b(a) c = c{a)
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est une courbe appelée l'arête de rebroussement de l'enveloppe
du complexe (26) et cette courbe a un contact de second ordre
avec chacun des complexes (26) de sorte que ces complexes sont
les plans osculateurs de l'arêt de rebroussement et par suite la
surface pseudo-développable est l'enveloppe des plans osculateurs
de cette courbe. Il est intéressant de remarquer que ces caracté-
ristiques sont précisément les asymptotiques d'une surface pseudo-
développable de telle sorte que les asymptotiques d'une surface
pseudo-développable sont des courbes planes et dépendant de cinq
paramètres arbitraires. La troisième définition des surfaces dé-
veloppables n'a pas d'équivalent dans les espaces d'éléments-
plans car il n'existe pas des droites dans ces espaces.

57. — Les surfaces pseudo-réglées Rx et i?2. — Supposons que
dans la particularisation du repère mobile il arrive que dans la
deuxième normalisation du repère on trouve :

alors la méthode appliquée pour la troisième et la quatrième par-
ticularisation n'est plus valable. On aura pour une telle surface
(Rx par exemple) :

~ <*>2 = ^

nous ne pousserons pas plus loin la particularisation du repère
mobile pour ces surfaces et nous contenterons de préciser quelques
propriétés géométriques de ces surfaces.

En remarquant que :

co? = 0

il est facile de voir que pour l'asymptotique :
CO2 = 0

on a :

dk = <4A + <*>%

<fA = (cUo°0 + (u><!)2 + «A^A + {do1 + co1^ + « M ) Ai

d'où :
[AdAd*A] = 0

de telles courbes que nous appellerons les courbes Q seront étu-
diées plus loin par leurs propriétés géométriques, remarquons
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ici seulement que les asymptotiques w2 — 0 des surfaces Rx ont
leurs plans osculateurs stationnaires en tous les points car elles
ont un contact de troisième ordre avec le plan tangent à la surface.
En réalité il est facile de déduire que l'on a aussi :

[AdAd*A] = 0

d'où :

Pour les surfaces pseudo-réglées Rx ou R2 le numéroteur de
l'élément linéaire (24) de Fubini est un cube parfait, ainsi l 'équa-
tion aux dérivées partielles du troisième ordre de ces surfaces
s'écrit ;

•*> S + «f - H* + H < 2 * - * ) - H ( 2 ^ ) - a

où H désigne l'une des racines de l'équation :

(28) (t — +)H2 + 2(s — /)H + r —cp = 0

Si toutes les deux racines de (28) conviennent à (27) on trouve
les surfaces qui généralisent les surfaces biréglées de l'espace
ordinaire.

Les surfaces pseudo-réglées Rj ou R2 dépendent de trois fonc-
tions arbitraires d'un argument. En réalité considérons le système
de Pfaff :

(29)
ü>2 =

2 ..O— wo — 0)3 = 0

en formant les covariants bilinéaires de ces formes, les trois pre-
miers s'annulent identiquement en vertu du système (29) lui-
même et les trois dernières donnent :

[ ] [
(«?)' = I te-iojy ] + RÏU[«V](30)

Le système (30) montre que le système (29) est en involution par
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rapport à eo1 et co2 et que son intégrale général (à deux dimensions)
dépend de trois fonctions arbitraires d'un argument,

58. — L'espace étant un lieu d'éléments-plans les courbes sont
considérées comme des multiplicité de Lie (l'ensemble d'une
courbe et de ses éléments plans tangents).

Nous dirons qu'un élément plan est tangent à la jcourbe s'il a
un contact de premier ordre avec la. courbe, ainsi dans le repère .

dA = O>QA -\- o) Ax -f- o) A2 + w A3

dAx = <

dA2 = «

dA$ = ti)3A + w3Aj -j- u>3A2 + ^As

si on prend l'élément-plan AAX A2 pour l'élément-plan tangent

à la courbe on aura :

Nous définirons de même un élément plan osculateur à la
courbe par un élément plan ayant un contact du second ordre
avec la courbe ainsi si l'élément plan AAi A2 est osculateur à la
courbe on aura pour le repère (31) :

(31)

1 3 , 23
0) (Oj - | - tA) O>2

ainsi dans un repère fondamental le système :

( 3 2 )

définit bien l'élément plan osculateur à la courbe et ainsi les para-
mètres p et q sont parfaitement déterminés en fonction de t (para-
mètre essentiel de la courbe). Nous supposerons désormais que le
repère (31) est un repère défini par l'élément plan osculateur à la
courbe.

59. — Les repères du premier ordre. — La direction [AdA] est la
direction tangente à la courbe et c'est évident qu'elle est dans
l'élément plan osculateur de la courbe.

Dérivons extérieurement la première équation du système (32)
on trouve :

f 3 1 , Q 2
1 td, = au) 4- pto

( 3 3 ) * . 1 ! .
\ a>2 = pa> - j - YU)
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ces deux relations avec la première du système (32) constituent
les relations qui existent entre les wj.

Prenons le point Aa sur la direction [A dA] on aura :

et on a ainsi les repères du premier ordre. En dérivant extérieure-
ment la dernière équation on a :

(Si yx =ss 0 la courbe est telle que l'on a :

[AdAd*A] = 0

ce sont les courbes Cj) et les relations (33) s'écrivent :

( 3 4 )

i = a t>

mais la deuxième équation du système (33) donne :

a = 0

d'où pour un repère du premier ordre on a :
/ O c \ 2 3 3 / \ 2 1 3O1
(OD) b) = O) = O>2 = 0 0)j = YiW Ct>2 = pu)

avec :
e1 « e2 = i - ei

s - ^ = e? = 0

(comme dans la théorie des surfaces les e{ sont pris pour o>{ (5)).
Le tableau des composantes du déplacement infinitésimal relatif
s'écrit :

'0 0 0 0

«? e\ — el O 0

62 &2 6Q U

e\ —

avec :
ôco1 = — {e\ —

60. — Le5 repères du second ordre. — Cherchons comment
varient yx et (3 dans le déplacement relatif du repère. Dérivons
extérieurement les deux dernières relations du système (35) en
tenant compte de (35) on trouve :

Yi(V(w2 _ wi)] — [d^itù1] + Yi[y M — *»o)l

t[j(4 - 4)] - [dp»1] + P K W - -0)]
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d'où :

— ^Yi + (2 w i — t*>2 — <*>o/Ti = = ^ w

— d} + («i + «J — «g — <4)p = ̂ o)1

ce qui donne pour le déplacement relatif :

8(5 — (e\ + e\ — e°0 — «J)p = 0

on peut donc introduire les relations :

(si on a |8 — 0 les courbes sont planes c'est-à-dire sont situées sur
une surface des complexes F = 0) et on aura :

/or>\ 2 3 3 / % 2 3 1

( 3 6 ) < J > = : t O = W 1 = 0 0)1 = d>2 = 0>

avec :

(37) t 2coî — ̂  — «g = Xo)1
^ 1 , 2 0 3 1
l 0>! + ü>2 O)0 tO3 == LXü) .

Le tableau des composantes du déplacement infinitésimal du
repère s'écrit :

'0 0 0 0

e? e\ — e°o 0 0

e°2 e] 2(el~el) O

^3 e\ et 3(e\—

qui dépend de six paramètres. On a :

Ô«> = [e ejtù

61. — Les repères du troisième ordre. — Dérivons extérieurement
les relations (37) en tenant compte de (36) on trouve :

ce qui donne :

8X — \{e\ — el) — («ï — 3ê  + 3eî) = 0
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donc on peut introduire les relations :

et on aura :

2 0 1
) 3 0>i = VU)

et les repères du troisième ordre seront donnés par :

(39)

avec pour e\ :

= U>3 =s= 0)3 = 0

cüj —toO

Le tableau des composantes du déplacement infinitésimal
s'écrit :

0 0 0
el — eQ 0 0

3ei *{€i eo) u

qui dépend de cinq paramètres. On a :

a) — ^ex e 0 /w

62. — Les repères du quatrième ordre.—Dérivons extérieurement
les relations (38) en tenant compte de (39) on trouve :

d'où :
Sv_2v(ei-e0)_(ei + e0)=0

«P — 2p(ei—ag) — 4(aî —aj) = 0

on peut donc introduire encore les relations :

v = p = 0

ce qui donne :
o>l + ü>0 = 2<r tu1 o>J — o>0 = 2x,ù)

3 J 1 ó 2 1
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supposons a^i T^O on trouve :

Les repères du quatrième ordre sont définis par :
0)2 WO „,3

2 ° 3

(41) ' ' "S W? ° ^ ^ "l'
f t ^ l — Ï ^ O W2 = WO

Le tableau des composantes du déplacement infinitésimal rela-
tif du repère s'écrit :

0 0 0 0
0 0

eo 3 ( e i - c » o ) /

qui dépend des trois paramètres . On a :

gtoi— — (#1 — eowi

63. Les repères du cinquième ordre. — Dérivons extérieurement
les relations (40) en tenant compte de (41) on trouve :

ou pour le déplacement relatif :

fier — 3c(e{ — el) — el = 0

ÔT — 3x(eJ — eO) _L_ eo == o

on peut introduire alors les relations :

ce qui donne :

et d'où :

1 0 1
0)3 = 0>2 — ü)

= Go.1

en remarquant alors que Ton a :

e\ — «S =
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on voit que :

Su)1 = 0

a)1 est parfaitement déterminé en fonction de paramètre essen-
tiel t et il fournit l'arc projectif osculateur de la courbe (relatif
à l'élément plan osculateur).

Pour les repères du cinquième ordre on a :

( 2 3 3 A 2 3 1 0 1

(i) = 0 ) = Wj = 0 0)j = 0>2 = ü>3 = 0)3 = 10
V"~' ) 1 0 "2 — " 0 <*>3~ <*>0 2 o 1 4 o

f ü>! — O)0 = 2 = § W3 = w l W2 = 3 w l

avec pour le tableau des composantes infinitésimal du déplace-
ment relatif :

(44)

qui dépend

( '\

\o
d'un seul

0
0

0

arbitraire.

0
0
0

el

0
0
0

0

64. Le repère intrinsèque de sixième ordre. — Dérivons extérieu-
rement la relation :

1 0 1
)! W Q = TQÜ)

on trouve :

d'où :

on peut poser donc :

^ = 0

ce qui donne :
1 0 2 0 3 0 A

iùx — w0 = w2 — o>0 = w3 — to0 = U

et la relation :
0 Ù 1

IO3 s = ÖCO

montre que :
e = a
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est un invariant de la courbe. En dérivant la relation :

<4 — u>|; « o
on trouve :

b étant le deuxième invariant de la courbe, e? étant nul on voit
que la matrice du tableau (44) est identiquement nulle et le repère
du sixième ordre ne dépend d'aucun arbitraire.

On a ainsi les formules de Frenet généralisées :
dA â

\ ^ = «A + Ax -
où :

a)1 = d<j

est l'élément d'arc projectif osculateur de la courbe.

65. — Supposons que pour une courbe ont ait :
[AdAd2A] =: 0

on a vu que dans ce cas on aura :

et la particularisation du repère monile ne peut pas être suivie
comme pour une courbe ordinaire. Le plan osculateur d'une
courbe étant défini par le système :

to3 = 0
( 4 5 ) toV + toV 0

tO tui —r- CO (O> ~*~* \J

il est facile de montrer que de telles courbes ont un contact du
troisième ordre avec leur plan osculateur. En réalité on a :

dA = w0A + ta Aj + to A2 + to A3

le système (45) montre bien que Télément-plan AAa A2 est oscula-
teur à la courbe et on a :
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où wj, w*, wj* représentent les différences w* —«°, ŵ  — wo' W3 — ^o

La condition :

[A<ZAd2A] = 0

s'exprime par :

Cherchons l'expression d*A on a :

- ( )A + ( )Ax + ( )A2

en tenant compte de (45) et (46) on voit que le coefficient de A3

dans dzA est identiquement nul donc les courbes C1 ont un con-
tact de troisième ordre avec leurs plans osculateurs.

Considérons le repère dualistique du repère (31) défini par les
plans :

P - [AAXA2] Px = [AAA3 P2 = [AA.AJ P3 = [AxA^AJ

les courbes Cx sont définies par :

[PJP^2P] == 0

ce qui exprime que les plans osculateurs infiniment voisins :

P + dP P + dP + | e*2P

ont une même direction commune avec le plan osculateur P ;
alors en remarquant que la direction (P dV) est la direction tan-
gente du caractéristique de plan osculateur on voit que les courbes
ex ont un contact du second ordre avec les caractéristiques de
leurs plans osculateurs. Ceci est un résultat bien connu de la
théorie des enveloppes en réalité en considérant l'enveloppe des
plans osculateurs d'une courbe C1 l'arête de rebroussement de cette
enveloppe est la courbe Cx elle-même et elle doit avoir un contact
du second ordre avec la caractéristique ayant un contact du troi-
sième ordre avec les surfaces enveloppantes.

66. — Si dans la particularisation du repère mobile il arrive
que l'on trouve :

ü>* = «g = 0

on sait que la courbe est plane. Ainsi les courbes sont telles que
HACHTBOTJDI. 6
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leurs plans osculateurs les contiennent. Dans ce cas si l'élément
plan AAX A2 est pris pour l'élément plan osculateur de la courbe
les variations des points A, Au A2 sont toujours dans l'élément
plan osculateur et on a :

dAi = to^A -\- wjAi -f- w^A2

II est facile de poursuivre la particularisation du repère mobile
pour ses courbes, nous nous contenterons seulement d'indiquer
ici le tableau des composantes du déplacement infinitésimal du
repère intrinsèque qui est du sixième ordre :

(
0 c*)i 0\

ato1 0 a)1 I
1 n 1 (\ I

w1 = de étant l'élément d'arc projectif (osculateur) de la courbe
et (a) étant son seul invariant projectif.

67. — Si dans la quatrième particularisation du repère mobile
il arrive qu'on trouve :

U)j} = <ù\ = 0

il est facile de voir que la dérivation extérieure de ses relations
donne encore :

o i

si alors 0 ̂  on peut pousser encore plus loin la particularisation
du repère mobile et poser :

o i

on aura ainsi de même :

b étant l'invariant de la courbe, les courbes telles que :
^0 __ 1 1 0 Q

généralisent les courbes de l'espace projectif ordinaire ayant pour
tangente les droites d'un complexe linéaire.

S'il arrive que dans la quatrième particularisation du repère
mobile on trouve a £ = <D£ = o!} = 0 on ne peut pousser plus loin
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la particularisation du repère mobile et tous les repères du qua-
trième ordres ont équivalents. Ces courbes admettent oo3 corres-
pondances ponctuelles qui laissent invariantes les propriétés géo-
métriques locales de la courbe et qui forment un groupe.

Les courbes telles que :
0 1 o n

O)y = O>3 — 0>2 — U

généralisent les cubiques gauches de l'espace projectif ordinaire.
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