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Introduction

Depuis quelques années, la recherche de critères de type de surfaces
de Riemann simplement connexes a été l'objet de nombreux travaux.
Ces critères concernent en général des surfaces assez simples, notamment
ceux d'entre eux qui donnent des conditions suffisantes pour le type
parabolique; le principe de Bloch (§11) permet d'indiquer dans quelle
direction on peut trouver des généralisations de ces critères. M. Ahlfors a
complété dans ce sens des conditions suffisantes pour le type hyper-
bolique (généralisation du théorème de Picard par exemple).

Dans le chapitre premier (§ 1 à 3), nous rappelons les résultats acquis
concernant la définition des surfaces de Riemann, et leur représentation
par des arbres ou des réseaux.

La classification, due à M. Iversen, des singularités des surfaces de
Riemann simplement connexes, fait l'objet du § 4; nous donnons ensuite
(§5) des exemples de singularités plus- compliquées que celles qui ren-
trent dans cette classification.

Le chapitre 3 expose l'extension aux surfaces les plus générales de la
représentation par les réseaux de M. Speiser; nous montrons qu'à tout
réseau (avec quelques restrictions nécessaires) correspond une surface de
Riemann. En passant, nous étudions les relations qui doivent exister
entre deux réseaux d'une même surface.

Le chapitre 4 traite du type des surfaces de Riemann. Au § 11, nous
exposons l'idée de M. Bloch et proposons une forme précise pour ce que
nous appelons le principe de Bloch, à la place du terme de continuité
topologique qu'il a donné lui-même et qui prête à confusion.

Le § 12 donne un critère de type qui constitue une démonstration par-
tielle du principe de Bloch. Aux §§ 13 et 14, nous indiquons des générali-
sations (dans le sens indiqué par M. Bloch) d'un théorème de M. R. Nevan-
linna. Le critère donné au § 15 est également inspiré par le principe de
Bloch; celui du § 16 montre qu'on peut obtenir le type parabolique non
seulement en raréfiant les singularités, mais aussi en les disposant de
façon assez régulière.

Enfin, aux §§ 17 à 19, nous introduisons, pour l'étude du type des sur-



faces, une méthode nouvelle; elle peut être utile lorsqu'on s'occupe de
surfaces dont la symétrie, ou la dissymétrie, joue un rôle prépondérant.
Nous donnons quelques critères obtenus grâce à cette méthode, et indi-
quons, au § 19, comment une étude plus complète pourrait donner la
démonstration du principe de Bloch dans sa forme la plus simple, celle
où la transformation de la surface ne concerne qu'une singularité isolée.

En terminant, il m'est agréable de remercier tous ceux à qui je dois
d'avoir pu préparer et faire imprimer ce travail; ma gratitude va en
particulier à M. Valiron, dont les remarques et les bienveillants conseils
m'ont été d'un si grand prix.

CHAPITRE I

Définitions. Rappel de résultats

§ 1. Définition de la surface de Riemann

La définition que nous donnons est due à Badó1) ; voir aussi Bochner2)
et de PosseP).

Espace topologique: C'est un ensemble d'éléments, les „points"; à
chaque „point" P correspond un sous-ensemble, contenant P, appelé
voisinage de P : V(P). Un voisinage est tel qu'il peut être représenté topo-
logiquement sur l'intérieur d'un cercle, l'image de P étant le centre du
cercle. De plus, cet ensemble est tel que:

Axiome 1 : Si Fxet F2 sont deux voisinages de P, P possède un voisinage
contenu dans Vx et F2.

Axiome 2 : Si Q est contenu dans V(P), on peut trouver un V(Q) tel que

V(Q) c V(P)

Axiome 3: Si P =£ Qt on peut choisir V(P) et V(Q) avec

V(P) • V(Q) = 0

Surface : Espace topologique topologiquement équivalent à un domaine
plan („schlichtartig").

!) Acta Szèged, 2, 1925, p. 101.
a) Math. Annalen, 98, 1928, p. 26.
3) Thèse, J. Ecole Polytechnique, 2me série, 30, 1932, p. 9.



Surface de Biemann : Soit F une surface, {F} le système des voisinages.
Chaque voisinage est représenté topologiquement sur un cercle par une
représentation T(V). Soient F t et F2 deux voisinages avec

^ • F2 = G

et soient O[ et G'2 les images de G par T(V^) et T(V2). Si la transformation

qui représente G[ sur G'2 est conforme et directe, alors on dit que F est une
surface de Riemann.

On peut définir une surface de Riemann à partir d'une fonction ana-
lytique z(w). Un „point" est un élément de la fonction (régulier ou algé-
brique) ; le voisinage est formé des éléments d'un cercle concentrique et
intérieur au cercle de convergence ; T ( F) est donné par

si l'élément est régulier, par

f ^[w — af
si l'élément est algébrique.

Un élément algébrique sera considéré comme un „point" distingué de
F, „point" que nous appellerons „point" critique algébrique ou singularité
algébrique.

La fonction z(w) peut avoir des points singuliers transcendants. Il ne
leur correspond aucun „point" de F; en effet, il ne serait pas possible de
représenter le voisinage correspondant, l'image du point venant au
milieu du cercle.

Soit a un point singulier transcendant de z(w). Il est isolé si dans un
domaine assez petit D de la sphère de Riemann, contenant a, la branche
considérée de z{w) est prolongeable rationnellement4) sur tout chemin
sauf en a. L'exemple du point zéro pour log w démontre l'existence de
tels points singuliers.

Soit une suite de domaines emboîtés Dx, D2, ..., Dn, ... tendant vers a.
Il lui correspond une suite de domaines emboîtés D[, D'2, ..., D'n, ... de F ;
nous dirons que cette suite définit une singularité logarithmique (ou
singularité isolée) de F. Cette singularité fait partie de la frontière de F.
Par définition, elle ne peut être limite d'une suite infinie de points critiques
algébriques.

*) C'est-à-dire qu'en chaque point w0 elle y admet un développement en série de
puissances entières de (w — w0).



a est la trace de la singularité, de même que la trace d'un point de F
est le point du plan ou de la sphère simple où on a l'élément correspon-
dant de z{w).

On sait que z(w) peut posséder des points singuliers de nature plus
complexe5). Ils forment les singularités non isolées de F,

Chemin sur F : C'est un ensemble de points de F, topologiquement
équivalent à un intervalle rectiligne ouvert. La trace d'un chemin est
l'ensemble des traces de ses points, où on compte n fois un point de la
sphère de Riemann ou du plan qui est trace de n points du chemin sur la
surface. C'est une courbe, que nous supposerons toujours rectifiable.

Distance de deux points de F : C'est la borne inférieure de la longueur
de la trace des chemins ayant les deux points pour extrémités.

Distance d'un point à une singularité: C'est la borne inférieure de la
longueur de la trace des chemins dont les extrémités sont le point et la
singularité.

Distance de deux singularités : C'est la borne inférieure de la longueur
de la trace des chemins dont les extrémités sont les deux singularités.

On définit de la même façon les distances sphériques, en mesurant les
longueurs sur la sphère de Riemann.

Type d'une surface de Riemann simplement connexe; Un surface de
Riemann simplement connexe peut être représentée conformément sur
un cercle \z\ < 1 ou sur le plan ouvert. Dans le premier cas, on dit que
la surface est du type hyperbolique, dans le second, qu'elle est du type
parabolique.

§ 2. Quelques définitions sur les surfaces de Riemann

Pavage ô de la sphère de Riemann. Soit ô > 0. On dit qu'on a un
pavage ô de la sphère de Riemann lorsque on Fa entièrement recouverte
d'un nombre fini de domaines simplement connexes, sans points communs
sinon les points frontières, et tels que deux points quelconques d'un
même domaine ou de sa frontière peuvent toujours être joints par un
chemin intérieur au domaine, et de longueur sphérique inférieure à <5.

On supposera que la frontière de chaque pave est formée d'un nombre
fini d'arcs analytiques. De plus, un point sera sur la frontière de trois
pavés au plus.

Portion d'une surface de Riemann F : Soit P un point de F, dont la
trace est intérieure à un pavé. On appelle portion de F l'ensemble A des

5) voir Iversen, Thèse, Helsingfors 1914.



points de F qu'on peut atteindre par des chemins issus de P et dont la
trace reste dans le pavé.

Une portion peut ne pas être simplement connexe, même si F l'est
(par exemple si le pavé contient les points zéro et infini, et si F est la sur-
face de z = log w).

Supposons maintenant F simplement connexe; on appellera portion
étendue A' la portion A à laquelle on a adjoint tout ce qu'il fallait pour la
rendre simplement connexe; cela est possible, et d'une seule manière. On
constate que Af -—A ne contient que des singularités algébriques.

Base singulière d'une surface de Riemann : C'est l'ensemble des traces
des singularités algébriques et transcendantes de la surface. On dira
qu'une surface a une base singulière finie si l'ensemble des traces des
singularités est fini.

Portion circulaire : C'est une portion dont le pavé est un cercle.

§ 3. Réseau topologique d'une surface de Riemann

M. Speiser6) a considéré les surfaces de Riemann simplement connexes
dont toutes les singularités sont logarithmiques et ont pour traces trois
points wl9 w2, wz de la sphère de Riemann. Il donne une méthode pour
construire ce qu'il appelle Yarbre topologique d'une telle surface. Voici
comment on procède: on fait passer une courbe fermée L, sans points
doubles, par les trois points wliw2,wz, et on fait la représentation de la
surface sur le cercle \z\ < R(R ^ oo). La courbe L se transforme en
courbes A du cercle \z\ < R, et ces courbes A définissent des domaines
fondamentaux. On choisit sur la sphère deux points / et E, l'un intérieur
à L, l'autre extérieur. Pour finir, on joint par des courbes ne se coupant
pas, les points du plan z qui correspondent & I et E et dont les domaines
sont contigus. On forme ainsi un arbre, au sens topologique du mot, et
c'est ce que M. Speiser appelle Varbre topologique de la surface de Riemann.

Cette représentation peut s'étendre sans autre aux cas où l'on a
p(p ^ 2) points au lieu de trois. On peut aussi le faire si la surface,
simplement connexe ou non, comporte des points critiques algébriques.
Mais alors on n'obtient plus un arbre (au sens topologique du mot), mais
un réseau. On trouve un exposé sur ce sujet dans le texte de la conférence
de M. R. Nevanlinna, au Congrès International de Zurich7) et une étude
très complète dans la récente thèse de M. Elf ving8).

6) Comm. Math. Helv. 1, 1929 et 2, 1930.
') Verh. des Int. Math. Kongresses. Zurich 1932, 1, p. 221.
8) Thèse . Acta Fennicae. Nov. Ser. A, 2, no. 3.



Le réseau topologique d'une surface découpe le plan en domaines; à
chacun de ces domaines correspond une singularité de la surface. Ce sont
les domaines élémentaires. Si la singularité d'un domaine est transcen-
dante, le domaine a une infinité de côtés, et réciproquement. Si la singu-
larité d'un domaine est algébrique de degré A, le domaine a 2 A côtés, et
réciproquement9).

M. ElfVing considère des réseaux un peu plus précis : ils sont constitués
par l'image de p courbes IE passant chacune entre deux points wi, wi+1.
Le réseau qu'on obtient est le même que Je précédent si on considère
comme confondues deux arêtes ayant les mêmes extrémités.

On peut parler alors de Y ordre d'un réseau ; c'est le nombre p d'arêtes
issues de chaque sommet (on voit que ce nombre est partout le même).
Le nombre p est égal au nombre de traces de points singuliers.

M. Elfving donne le théorème suivant :

Soient p points ax, a2, . . . , ap, une courbe L passant par ces points et
un réseau R d'ordre p. Il existe une surface de Riemann dont les singularités
ont pour traces les points ai et qui a le réseau R.

Disons qu'on simplifie un réseau R^ donné comme le fait M. Elfving,
lorsqu'on considère comme identiques les arêtes qui ont mêmes extré-
mités, et qu'on le complète lorsqu'on opère en sens inverse.

On peut se demander si, un réseau R étant donné (au sens ordinaire
du mot, sans que le nombre d'arêtes issues d'un sommet soit toujours le
même), il est possible de le compléter en sorte qu'il devienne un réseau
au sens de M. Elfving, avec un ordre fini p.

9) Ouvrage cité à la note 8), p. 14 et 15.
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Une première condition, nécessaire, est que le nombre d'arêtes issues
d'un sommet soit toujours inférieur ou égal à p. Cette condition n'est pas
suffisante; pour le montrer, considérons le réseau de la fîg. 1.

Soit p le plus petit ordre possible. Nous disons que p = oo. Prenons
les trois arêtes issues de 0. Pour compléter le réseau, il faut adjoindre à
chaque arête un certain nombre d'arêtes complémentaires. Il en faut au
moins une pour chaque arête. En effet, si une arête restait inchangée, la
suivante devrait se compléter de (p — 2) arêtes, d'où il résulte que le
sommet suivant aurait (p + 1) arêtes. Donc il y a une arête adjointe au
moins. Mais alors, supposons qu'il y en ait une exactement pour l'arête
considérée plus haut; le sommet suivant aurait (p + 2) arêtes au moins;
supposons enfin qu'il y ait q arêtes, alors le sommet suivant aurait au
moins (p + q) arêtes. On voit que p ne saurait être borné, d'où il résulte
qu'il est impossible de faire de R un réseau au sens de M. Blfving, R ne
peut pas correspondre à une surface ayant une base singulière finie. Nous
verrons plus loin quelles surfaces on peut faire correspondre à ces réseaux.

Les réseaux nous renseignent sur Tordre de connexion d'une surface
de Riemann:

Si une surface de Riemann est multiplement connexe, il existe un polygone
fermé du réseau qui sépare deux suites infinies de sommets, et réciproque-
ment™).

Faisons encore une remarque: les théorèmes que l'on énonce sur les
réseaux utilisent uniquement les propriétés topologiques de ces réseaux11) ;
mais il est clair que dans bien des démonstrations, on fera intervenir des
propriétés métriques du réseau: on supposera fixées les courbes IE.

Division d'un réseau en générations : Prenons d'abord le cas d'un arbre.
On choisit arbitrairement un sommet A de l'arbre, que l'on prend pour
origine du système des générations. Il constitue la génération Go. La
wième génération On sera composée des sommets de l'arbre qu'on atteint
de A par un polygone formé de n arêtes de l'arbre12).

Dans le cas d'un réseau proprement dit, on choisit encore une origine A,
qui forme Go. Puis on dit que le sommet B appartient à la nlème génération

10) Ouvrage cité à la note 8), p . 16.
11) Voir p . ex. R. Nevanlinna, Comm. Math. Helv., 5, 1932, p . 95.
i a) II n ' y a pas ambiguïté, puisque deux sommets ne peuvent être reliés que pa r un

seul polygone, sans quoi on n 'aurai t pas un arbre.

11



Gn s'il existe un polygone de n côtés du réseau, reliant A à B% et aucun de
moins de n côtés.

Si A correspond à un point ƒ, tous les sommets du réseau qui cor-
respond à I appartiennent à des générations paires. Il en résulte que deux
sommets consécutifs ne peuvent être de la même génération; de plus, ils
appartiennent à deux générations consécutives. Soient en effet B et C
deux sommets consécutifs, de générations m et n* Si m ^ n -j- 3 il existe
un chemin qui relie A à B et qui est formé de n -j- 1 arêtes, donc de moins
de m arêtes, ce qui est impossible. Donc o n a m = % i 1.

CHAPITRE II

Les singularités des surfaces de Riemann simplement connexes

§ 4. Les résultats de M. Iversen

Après Boutroux, M. Iversen1^) a donné une classification des singularités
des surfaces de Riemann simplement connexes. Nous allons la reprendre
brièvement.

Dès le début, M. Iversen écarte le cas de l'accumulation de singularités
transcendantes. Il considère des surfaces de Riemann correspondant à une
fonction méromorphe w = ƒ (2), pour toute valeur finie de z. Il entoure
d'un cercle C le point singulier co de la fonction inverse z — q>(w). Soit
D le domaine correspondant de plan z. Voici la classification qu'il donne:

A. Point directement critique co : C'est un point tel que f(z)-—co n'a
aucune racine dans D, pour G assez petit;

1° de première espèce si ƒr (z) •=£ 0 dans D ;

2° de seconde espèce si /'' (z) a une infinité de zéros dans D.

B. Point indirectement critique co : c'est un point tel que C ne contient
aucun rayon sur lequel <p (w) -> 00 lorsque w -> a>.

C. Point directement et indirectement critique: tout point singulier
n'appartenant pas à une des catégories précédentes.

Dans chaque cas, M. Iversen étudie l'allure de f(z) dans D et le pro-
longement de <p (w) dans G ; il en donne des exemples très simples.

13) Ouvrage cité à la note &).

12



§ 5. Singularités plus générales

M. Iversen a écarté de son étude les singularité dont le voisinage con-
tient une infinité de singularités transcendantes. On pourrait alors
distinguer, en dehors de sa classification :

1° les singularités dans le voisinage desquelles la surface possède une
infinité de singularités transcendantes, mais aucune singularité algé-
brique ;

2° les singularités dont le voisinage contient une infinité de singularités,
tant transcendantes qu'algébriques.

Nous donnerons un exemple de singularité dans les deux cas. Il s'agit
de singularités directement critiques. Nous allons démontrer d'abord un
lemme préliminaire.

Soit z

oh y0 est une fonction entière, périodique de période 2in . De plus
on suppose que l'intégrale

oo

rx=jjty0(t)dt l réel
o

existe et est finie.

Posons
hk = f(2kin)

et
00

hl = hk + $(t + 2Jci7i) yo(t + 2Jcin)dt t réel

puis

et

On suppose encore que
2iir

13



On a, en intégrant par parties
2&Z7T

hu = 2Î7tuk2— ƒ yx(z)dz

UK

— k ƒ yx{z)dz—2inu
o

avec a ̂  O .

Puis hl = hk + Tx + 2kinF0

^atë + b'k + c' ;
il en résulte que l'on a

e t hfc—> oo (1)

si & ->oo, et de plus, l'inégalité

\f{2kin+ x)\>Kx (2)

est vérifiée, quel que soit KXi pour tout x positif, et k > k^K^). Si on a
d'autre part [yo(z)| < i^2 pour ÎRz < 0, %z = 2kijt, il en résulte que,
quel que soit rj > 0, on aura

2ÎTZ)K2 , 0<z<r}k

donc pour rj assez petit

\f(2ki7t — x)\ >a'k*, 0<x<rjk (3)

Cela établi, passons aux exemples annoncés. Soit

z
w — f(z) = ƒ ze~eZdz

o

Si on pose yQ(z) = e~eZ, on reconnaît que toutes les conditions du
lemme sont vérifiées. Donc si cok = h*k , on voit que f(z) a des valeurs
asymptotiques cok avec

|cofc|^^oo pour k -^ oo

D'autre part, lorsque 9îz -> + oo sur une droite

3z = (2k + l)n Rentier
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on a | ƒ (z) | -> oo, ce qui donne les singularités (o*k = oo de la fonction
inverse z(w).

Evaluons la fonction /(z) dans l'angle

arg z — 7t\<Y —

Pour SRz < —Je, on a | e~*— 1 | <
et

ƒ(*)=/( — * )+ƒ «er^dz$

j

donc

<! / ( -* ) I + V
Ainsi, sur tout chemin de l'angle ci-dessus, tendant vers l'infini, on a

|/(z)|->oo.

Soit W un chemin de détermination finie. Il coupe toute droite 3z =
(2k + \)TZ en un nombre fini de points. D'autre part, pour \z\ assez

grand, il est extérieur à l'angle | arg z — n\ <-— rj. Il ne peut donc

couper la droite ^z = 2Jcn qu'en un point tel que $&z > —• krj'; or le
minimum de |/(z)| sur ces droites tend vers l'infini, lorsque Je ̂ >oo , cela
en vertu de (2) et (3). Donc W ne peut pas couper toutes les droites
S z = 2 kn, il finit par rester dans une bande (2k —l)7t<<i3z<L(2kJrl)7z.
S'il coupe indéfiniment la droite 3z = 2kn, la valeur limite est <ok.

Supposons qu'à la valeur limite de f(z) sur W corresponde une singu-
larité de z(w) autre que les cok. Alors W est compris, d'après ce que nous
venons de voir, dans une bande

2kn<%z<(2k + \)n
ou dans une bande

(2k— I)7z<%z<2k7i

(ou du moins peut être déformé de façon que cela soit le cas, sans modifier
la valeur limite).
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Nous allons montrer qu'il ne peut exister un tel chemin W. Pour cela,
on supposera W dans une bande

2JCTZ< %z< (2k + \)n .

Si W est dans une bande (2k — l)n < %z < 2kn, la démonstration est
la même.

Représentons la bande 2kn < %z< (2k + 1)TT, 9tz > 0, sur le do-
maine j f | > 1, 3 f > 0, au moyen de la fonction

et soit
g(C) = f(iogC)

Pour tHz assez grand

I ƒ(«)!<**•+•
donc

D'autre part, sur toute demi-droite

on a
lim g(Ç) =

Soit TF* l'image de TF dans le plan £ : W* ne peut couper aucune
demi-droite

il est donc compris dans l'angle — ^ < arg Ç < n . Sur W* et sur

la demi-droite arg f = — ô , gr(C) est borné; les deux chemins

sont compris dans un angle d'ouverture oc<— -\- 2ô , et on a dans

cet angle

Il en résulte que \g(Ç) | est borné dans l'angle formé par W* et la

demi-droite arg f = —— ^ 14) . Donc la limite de <7(f) sur TF* est

la même que sur arg f ==- <5 : c'est cô  .

Ainsi, il ne peut exister aucune autre singularité transcendante que
u) Voir Julia, Principes géométriques d'Analyse II, p. 9 et suiv.
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celles que nous avons étudiées. D'autre part, il n'y a qu'une singularité
algébrique, qui correspond à z = 0.

Donc dans le demi-plan %z>K.s, tout chemin de détermination
donne une valeur asymptotique de module supérieur à A, Soit A la
partie de la surface de Riemann qui correspond au demi-plan 3 2 > K%\
A ne contient que des singularités extérieures au cercle \w\ = A. Soit y
un chemin de A dont les extrémités sont sur le cercle \w\ = A, et sur
lequel on a constamment \w\ < A. Il peut, par une déformation continue
sur A et intérieure à | w \ < A être amené à coïncider avec un arc du cercle
\w\ = A, puisque \w\ <A ne contient aucune singularité. Donc tout
chemin reliant deux singularités de A peut être déformé sur la surface
en un chemin pour lequel \w\ ^ A ; la portion définie par | w| ^ A
et qui contient A contient ainsi toutes les singularités de A; elle en
contient donc une infinité. Le point à l'infini est le seul point d'accu-
mulation des traces de ces singularités, il est donc une singularité non
isolée de z(w), et le voisinage de l'infini ne contient aucune singularité
algébrique, puisque fr(z) n'a qu'un zéro (pour z — 0).

Il est aisé de donner un exemple où l'on a dans le voisinage de la singu-
larité étudiée des singularités transcendantes et algébriques.

ooit ., . /> . _ - v oz ,
w = f(z) =}z{ez—l)e~e dz .

Là encore, les résultats du lemme peuvent s'appliquer, avec y0=(ez~l ) e~eZ.
Mais la fonction inverse z(w) possède des singularités algébriques qui
correspondent aux valeurs de z qui annulent ez — 1, c'est-à-dire pour
z •= 2kin; les singularités algébriques sont donc justement les quantités
hk étudiées dans le lemme, et on a hk-> 00 . Pour le reste, tous les résultats
concernant l'exemple précédent restent vrais. Comme plus haut, on
montre que f(z) ne possède pas d'autres valeurs asymptotiques finies
que celles qui ont été étudiées. Cette fonction nous fournit donc
l'exemple cherché.

CHAPITRE III

Les réseauxtopologiques des surfaces de Riemann les plus générales

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étendre la représentation des
surfaces par les réseaux aux surfaces les plus générales et en particulier
aux surfaces dont les singularités sont isolées mais la base singulière
infinie. Nous verrons ensuite les relations qui existent entre deux réseaux
d'une même surface, puis nous résoudrons le problème de l'existence
d'une surface de réseau donné.
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§ 6. Première généralisation des réseaux

Soit F une surface de Riemann dont les singularités sont isolées, la
distance sphérique de deux singularités (mesurée sur la surface) étant
toujours supérieure à ô(> 0).

Effectuons un pavage- de la sphère de Riemann. Soient Dl9 D2, ... ,
o

Dp les pavés. Supposons pour commencer qu'aucune trace de singularité
ne se trouve sur la frontière d'un pavé. Soit A une portion de F, définie
par le pavé Dk. A contient au plus une singularité; supposons en effet
qu'il en contienne deux au moins ; on pourrait les relier par un chemin de

longueur inférieure à - , ce qui est impossible en vertu de la définition
ô

de F. Il y a donc une singularité au plus dans A.
Considérons un point ak dans chaque Dk; on a ainsi p points, nous les

relions par une courbe fermée sans points doubles G, et nous construisons
le réseau de F comme celui d'une surface F* dont les singularités seraient
les points ak; la surface F* résulte d'une déformation de F, déformation
qu'on peut considérer comme légère en regard de la distance de deux
singularités.

Considérons maintenant le cas où des singularités ont pour trace des
points frontières d'un Dk. Soit par exemple a une singularité dont la
trace se trouve sur la frontière de Di, Di et Dk (en vertu des hypothèses
faites plus haut sur le pavage, un point ne peut pas être sur la frontière de
quatre pavés). Je dis que toute portion de F définie par D = D£ -f- Dj + Dk

ne contient qu'une singularité au plus. En effet, s'il y avait deux singu-
larités, on pourrait les relier au moyen d'un chemin de longueur infé-
rieure à <5. On retombe sur la démonstration donnée plus haut. Pour
construire le réseau, on considère la singularité a comme appartenant à
une des portions définies par Dt, Di, Dk.

§ 7. Comparaison des différents réseaux topologiques d'une même sur-
face de Riemann

Supposons pour commencer que nous avons une surface de Riemann F
de base singulière finie; la méthode de M. Speiser s'applique sans autre.

Soient a^a^ . . . , a9 les points constituant la base singulière, et soient
L et JL* deux courbes de Jordan passant chacune par tous les points at-.
On obtient à partir de L et de L* deux réseaux R et i2*.

Disons que Z* se déduit de L par une déformation continue si cette
déformation est possible sans passer sur un point ak.

18



Théorème 1 ; Si L* se déduit de L par une déformation continue,

R* = R.

La démonstration est immédiate, de même que celle du théorème
réciproque :

Théorème 2 ; Si R* = R, £* se déduit de L par une déformation continue.

Cela revient à dire que le réseau ne dépend pas de la courbe elle-même,
mais de l'ordre des points ak sur la courbe et des lacets qu'elle fait pour
les relier.

Théorème 3 : p étant fixé, le nombre de contours essentiellement différents
(c'est-à-dire donnant des réseaux différents) est illimité, dès que p ^ 4.

On voit que si p = 3 il n'y a que deux contours différents, l'un résulte
de l'autre par l'échange de l'intérieur avec l'extérieur.

Pour p = 4, il y a plusieurs arrangements possibles, et différents, des at ;
prenons les at dans l'ordre al9a29a3, a4 et construisons L de la façon
suivante : on part de a1, on fait une boucle Bx autour de a2 avant d'aller
tourner autour de as et a4, puis on vient faire une seconde boucle J52

autour de a3, et ainsi de suite; on peut faire un nombre de boucles
arbitrairement grand avant de passer en a2. Pour p = 4 le nombre des
contours est donc illimité. Il l'est à plus forte raison pour p > 4.

Le théorème est démontré.

Comparons deux réseaux différents R et R* d'une même surface de
Riemann, donnés par deux contours L et 2>*; on peut choisir les deux
points I et E communs aux deux contours. Or chaque point de F, de
trace I ou E, donne un sommet du réseau ; nous avons donc une corres-
pondance biunivoque entre les sommets des deux réseaux : deux sommets
se correspondent s'ils sont donnés par le même point de F. De même, à
chaque singularité de F correspond un domaine polygonal D de R et un
domaine D* de j?*. Il y a donc correspondance biunivoque entre les
domaines de R et de JR* ; de plus, deux domaines correspondants ont le
même nombre de côtés.

Théorème 4 : Soient a et b deux sommets d'un réseau R, extrémités d'une
même arête. Soient a* et 6* les sommets correspondants de JS*. On peut relier
a*etb* par un polygone de R*,de g côtés avec

R(L, L*) étant un nombre qui ne dépend que de la surface et du choix de
L et £*, et non pas de a et 6.
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Remarquons en passant que g est certainement impair, puisque le
polygone en question relie un point / à un point E.

Considérons le chemin W sur F correspondant au segment ab de R;
W coupe L une fois (puisque a et b sont extrémités d'une même arête).
Par contre W coupe L* peut-être plusieurs fois, mais le nombre de points
d'intersection est le même pour chaque rayon IE. Il y a un nombre fini
P = ^p(p — l ) d e rayons IE, donc le nombre des points d'intersection
est borné pour L et i * donnés. Soit R{L, L*) + 1 la borne supérieure.
On a bien

On a un théorème analogue pour les domaines élémentaires :

Théorème 5 : Soit a un sommet de R, D un domaine élémentaire de R,
dont le contour comprend a; a* et D* sont le sommet et le domaine correspon-
dants de i2*. Il existe un polygone reliant a* à D*, dont le nombre de côtés est
inférieur ou égal à R(L, L*).

Soit, pour fixer les idées, ƒ le point auquel correspond a, at la singularité
contenue dans D. Le rayon Iat coupe L* au plus R{L, L*) fois (R a la
même définition que dans le théorème précédent). Il en résuite que dans
jR*, le rayon Iai se décompose en t ^ R{L, L*) arêtes, ce qui démontre
le théorème.

On déduit encore du théorème 4 le

Théorème 6 : Soient R et JS* deux réseaux d'une même surface, Dx et D2

deux domaines élémentaires de R, dont les frontières ont v > 2R(L, L*)
sommets communs consécutifs. Alors les domaines D\ et D\ de R*, correspon-
dant à Dx et D2, ont au moins v — 2R(L, L*) sommets communs.

Considérons, dans la suite des sommets communs à D1 et D2, ceux qui
sont à une distance supérieure ou égale à R (L, L*) des extrémités (il y en a
au moins un, par l'hypothèse sur v). Soit a un de ces sommets, a* son cor-
respondant, a* est un sommet de D\ et de D\. Reprenons, pour le montrer,
le raisonnement fait dans la démonstration du théorème précédent.
Soient ai et a6 les singularités correspondant aux domaines D t et D2

(donc aussi D* et D*2). Le rayon Iat (on suppose, pour fixer les idées, que a
est un point I) coupe L* au plus R(L,L*) fois; cela correspond donc à
R(L,L*) lacets autour des points singuliers ĉ  et ar Mais, après ces
R(L, L*) lacets, on a encore des sommets de D\ et Dg. Donc a* est un
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sommet de D\ et D\. Cela se produit pour tout sommet choisi comme il a
été dit, donc pour v — 2R(L, L*) sommets.

Le théorème est démontré. On en déduit immédiatement

Théorème 7 : Soient Dx et D2 deux domaines élémentaires infinis ayant
un sommet commun pour toutes les générations Gn, n> n0. Alors les
domaines D[ et D\ correspondants ont un sommet commun pour toute
génération Gn, n> n*0.

Le théorème 6 affirme simplement que, dans ce cas, à chaque sommet
commun d'une génération Gn, avec n > n0 + R(L, L*) correspond un
sommet commun à D\ et D\, appartenant à la génération Gv, avec
v = v(n). Posons

n0 = min (v(n) + R(L, L*))
pour

n>no+ R{L,L*)

II faut montrer que, pour v > n'o, il y a toujours un sommet commun
à D{ et Z>2 • Supposons que ce ne soit pas le cas. Il y aurait, entre D\ et D*2

un domaine élémentaire D*z, dont le correspondant serait Z>3. Soit b un
sommet frontière de D\, D\, D*Zi ak la singularité de D3 (ou D3) Nous
considérons encore le chemin Iak relatif à L*\ il coupe L en R(L, L*)
points au plus, d'où il résulte que Z>3 aurait un sommet commun avec D1

et D2, à la génération G^, /j, > vQ, ce qui est contraire à l'hypothèse du
théorème.

On peut dire encore quelque chose de la correspondance entre R et i2*.
Soient D1, D2, . . . , Dn, des domaines élémentaires de R, D[, D\, . . . , Dn,

les domaines correspondants de i?*. Choisissons une origine 0 dans JB, et
relions 0 à Dl9 . . . , Dn par n polygones du réseau. On peut choisir ces
polygones sans côtés communs, si ce n'est un certain nombre d'entre
eux formant un polygone aboutissant à l'origine. De plus ces polygones
n'ont pas de sommets communs isolés, si ce n'est l'origine. On peut
numéroter ces chemins, et nous supposons que les indices ont été choisis
en sorte que les indices des chemins sont ceux des Dfc. Alors

Théorème 8 : Les D*k peuvent être reliés à Vorigine 0* de 2Ü* par des poly-
gones ne se coupant pas, et placés dans Vordre naturel des indices du D*k

correspondant.

La démonstration est immédiate; il suffit de se reporter aux chemins
correspondants sur la surface de Riemann elle-même.
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On pourrait encore préciser les énoncés des théorèmes 4 à 7 en faisant
intervenir pour chaque chemin IE le nombre de points d'intersection
avec L*. On aurait ainsi p valeurs B1(Li L*), B2(L, L*)}..., Bv(L,
avec

Bk(L,L*)

Bk(L, £*) étant le nombre de points d'intersection, moins un, de L* et
d'un chemin IE coupant L en un point de l'arc ahi ak+x.

Pour un choix convenable de / et E, on a, pour un indice k au moins

II est clair, d'autre part, que

EEO (mod2)

puisque L* est une courbe de Jordan, et que R^L, L*) est le nombre de
points d'intersection, moins un, de L* et d'un contour qui va de l'intérieur
à l'extérieur.

Théorème 9 : Soit Â1 , Â2, . . . , Kpi une suite de nombres positifs ou nuls,
tous pairs ; L un contour simple passant par les points aXia2, . . . , av dans
Vordre naturel des indices ; de plus Xx = 0. Il y a une courbe Z* pour
laquelle

On démontre ce théorème en construisant L*.

Posons pour commencer

X'k = 2 si 4 > 2

X'k = 0 si A* = 0

et construisons le contour Lf qui correspond à ce système À[, 2^, . . . , A .̂
Considérons le cercle \w\ = 1 et les points ak sur ce cercle avec

7 2:rc
arg %— /? —

Le cercle | w\ = 1 constitue L; on trace deux arcs de cercle concentriques,
Tun à l'intérieur, l 'autre à l'extérieur de \w\ = 1, le long de tout arc
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(ak, ak+1) avec k'k = 2. Soit a& le point qui correspond à l'extrémité d'un
de ces arcs. On distingue deux cas:

alors on relie Tare (afc_1; ak) de |w| = 1 à l'arc intérieur de (afc, afc+1), et,
par afc, l'arc extérieur et l'arc de \w\ = 1 restant.

2° A -̂i = 2, Â  = 0. On relie Tare extérieur de (ak-l9 aA) à l'arc |w| = 1
de (aki ak+1), puis les deux arcs restants par ak.

La courbe obtenue est simple et passe par chaque point afc. En effet,
elle ne peut pas se fermer le long d'un arc (ak, ak+î); elle ne revient en
arrière que sur un arc du cercle \w\ = 1, et ensuite se raccorde à un arc
extérieur, ce qui exclut une fermeture de Lf autrement que par un tour
complet. D'autre part, on a bien

On construit ensuite une courbe L" pour laquelle

%i = h si kt ^ 4

A ; = 4 si ^ > 4

On construit de nouveaux arcs concentriques là où Xt ^ 4, et on les
relie comme précédemment, c'est-à-dire:

1° si %l-i< K , on relie l'arc de \w\ = 1 entre ak et ak+1 au
premier arc extérieur de {akJ ak+l), puis les autres arcs de façon à ne
laisser aucune impasse;

2° si Â _x > X'h , on relie l'arc (afc_i, ak) de | w | = 1 au premier
arc intérieur de («&_!, ak), et ainsi de suite.

On passe ensuite à L//f, etc., jusqu'à ce qu'on ait atteint le maximum
de Kk (qui est fini). La courbe obtenue est L*. En effet:

1° elle est d'un seul tenant (pour la même raison que Lf);
2° on a bien Xk = B(L, L*).

Donnons un exemple: soit p = 12, Xx = 0, A2 = 4, A3 = 4, A4 = 6,
A5 = 2, A6 = 0, A7 = 2, A8 = 2, A9 = 2, A10 = 4, An = 2, A12 = 2.

Dans la construction, on pourrait remplacer intérieur par extérieur, et
vice-versa, partout ou en partie seulement. On voit par là qu'à un
système de Afc peuvent correspondre plusieurs courbes L*.
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Tig. 2

Remarquons encore que ce théorème montre bien qu'il y a une infinité
de courbes L passant par p(p> 3) points, donc une infinité de réseaux
pour une même surface ; ces quelques résultats révèlent la complexité du
problème suivant: deux réseaux R et R* étant donnes, reconnaître s'ils
peuvent "provenir de la même surface de Riernann. Nous avons donné quel-
ques conditions nécessaires sans parvenir à fournir un critère général.

§ 8. Comparaison des différents réseaux topologiques d'une même sur-
face de Riemann (suite)

Considérons une surface de Riemann F pour laquelle on peut construire
un réseau topologique au sens du § 6, c'est-à-dire une surface de Rie-
mann dont toutes les singularités peuvent être isolées au moyen d'un
pavage ô(ô > 0).

Le pavage ô choisi était arbitraire; un pavage tout à fait différent
changerait considérablement l'allure du réseau, aussi nous bornerons-
nous à une modification particulière: celle qui consiste à remplacer le
pavage <5 par un pavage plus fin, c'est-à-dire tel que chaque nouveau pavé
soit intérieur à un ancien pavé; de plus, la nouvelle courbe L passe
successivement en tous les points correspondant à un pavé du pavage
primitif. Nous dirons alors qu'on a divisé le pavage primitif.

Théorème 10 : La division du pavage à ne modifie pas le réseau de F.

Il s'agit du réseau au sens large, et non pas du réseau plus précis de
M. Elfving.
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La surface F a une singularité au plus dans une portion définie par un
pavé du pavage <5; tout circuit dans ce pavé est équivalent à un lacet
autour du point de ce pavé ; donc les domaines fondamentaux des deux
réseaux sont les mêmes, ils s'ajustent de la même manière, donc les deux
réseaux sont identiques.

En terminant, énonçons un théorème qui se déduit immédiatement
de celui qu'a énoncé à ce sujet M. Elfving, dans le cas d'une surface à base
singulière finie.

Théorème 11: Soit F une surface de Riemann multiplement connexe, R
son réseau au sens du § 6: II existe un polygone fermé de R qui sépare deux
suites infinies de sommets de R.

La méthode du § 6 revient à faire une transformation topologique de F,
pour l'amener à avoir une base singulière finie. Cette transformation
conserve Tordre de connexion, d'où notre théorème.

§ 9. Réseau topologique d'une surface de Riemann quelconque

Soit F une surface de Riemann. On appellera Fô l'ensemble des points
de F qu'on peut atteindre d'un point a0 de F par un chemin tel que la
somme des distances d'un point quelconque de ce chemin à deux singu-
larités quelconques de F (algébriques ou transcendantes) soit toujours
supérieur à ô(ô > 0). Un tel chemin sera appelé chemin de largeur ô.

On choisit ô assez petit pour que la distance de a0 à deux singularités
de F soit supérieure à ô.

Théorème 12 : On a F = lim Fô
ô = o

Cela revient à dire que :
1° tout point a de F peut être relié à a0 au moyen d'un chemin de

largeur <5, pour ô assez petit;

2° si co est une singularité de F, L un chemin tendant vers co, Lô la
partie de L intérieure à Fô, tout point de L finit par être intérieur à
Lô, lorsque ô -> 0.

Sous cette forme, le théorème est évident.
On dira qu'une singularité co de F est intérieure à Fô lorsqu'il existe

un chemin aboutissant à co et intérieur à Fô. Il en résulte que les singu-
larités de Fô sont à des distances mutuelles supérieures à <3. On peut donc
représenter Fô au moyen d'un réseau topologique au sens du § 6 ; on
passe ensuite à FÔ_ ; pour construire le réseau de FÔ_ , on reprend le pavage

2 2
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de Fô et on le divise pour avoir un pavage assez fin. D'après le théorème 10,
le réseau Ro de Fô se trouve conservé à l'intérieur du réseau Rx de .Fô ,

2*

De même le réseau Rn de Fà_ est conservé à l'intérieur du réseau de
Fs . 2"

Ces réseaux ne se modifient donc que par l'adjonction de nouvelles
arêtes.

En général, les réseaux Rn riont "pas de limite, c'est-à-dire qu'il n'existe
pas un réseau R dont les v premières générations sont identiques aux v
premières générations de Rn, pour n > no(v).

On peut cependant énoncer ce résultat :

Théorème 13 : Si toutes les singularités de F sont isolées, les Rn ont une
limite dans ce sens que pour n> nQ(v) les v premières générations des Rn

sont identiques.

Supposons en effet que ce ne soit pas le cas : il existe alors une géné-
ration, la vième par exemple, qui s'enrichit indéfiniment; le nombre des
sommets de cette génération est illimité ; en d'autres termes, il existe un
sommet S d'une des générations GO,...,GV auquel se rattachent des
arêtes en nombre indéfiniment croissant; il y a donc une infinité de
domaines D qui ont ce point pour sommet. Soit une suite de pavés
Px, . . . , Pn, ... emboîtés les uns dans les autres, et Al9 ...,An, ... une
suite de portions définies respectivement par Px, . . . , Pn, . . . , emboîtées
les unes dans les autres et contenant des singularités des domaines 2X
Soit co le point limite des Pn. co est une singularité non isolée. En effet,
chaque An contient une infinité de singularités; de plus, un cercle de
centre co et de rayon Q, contient Pn tout entier pour n assez grand; une
portion circulaire de centre co et de rayon arbitrairement petit contient
une infinité de singularités. Le théorème est ainsi démontré.

§ 10. Existence d'une surface de réseau donné

Pour que le problème de l'existence d'une surface correspondant à un
réseau donné ait une solution, il faut évidemment supposer que le réseau
n'a pas d'impasses et que tous les circuits ont un nombre pair de côtés.

Si Ton fait l'hypothèse qu'à chaque sommet se rattachent p arêtes, la
question est résolue par un théorème de M. ElfvingX5).

15) Voir l'ouvrage cité à la note 8).
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Dans le cas général, on a le

Théorème 14 : Soit R un réseau sans impasses, dont tous les circuits ont
un nombre pair de côtés. Il existe une surface de Riemann qui admet, au
sens du § 9, le réseau R.

Supposons pour commencer que R soit un arbre. Choisissons une ori-
gine Ao. On décompose ainsi R en générations G0,Gli ... Soit p0 le
nombre d'arêtes issues de Ao; le domaine fondamental de Ao correspond
à l'intérieur du cercle | w \ < 1 ; les singularités ax, . . . , aVo contenues dans
les domaines élémentaires qui ont AQ pour sommet sont des points du

i l . -, 2&™cercle \w\ = 1, avec arg ak = .

Prenons un sommet A1deGli celui par exemple qui se trouve entre les
domaines de a1 et de a2, et soit px le nombre d'arêtes issues de Ax. On
prend pour domaine fondamental de Ax l'extérieur du cercle, soit
| w\ > 1 ; les singularités sont a1} a2 et px— 2 autres singularités choisies
sur celui des deux arcs (ax, a2) du cercle | w | — 1 qui contient les singu-
larités de AQ. On prend les px —-2 points qui divisent cet arc en p1 — 1
arcs égaux.

On procède ainsi pour chaque sommet de Gl9 puis de 6?2) etc., en
prenant toujours les nouvelles singularités sur l'arc qui contient les
singularités du sommet précédent.

La surface qu'on obtient ainsi peut avoir des singularités non isolées :
on voit par exemple que c'est le cas de la surface qui correspond à l'arbre
de la fig. 1.

Cas d'un réseau en général. On peut, en laissant de côté certaines arêtes
d'un réseau, le transformer en un arbre. Soit donc un réseau JB, et i?*
Tarbre obtenu en supprimant certaines arêtes, mais tel que deux domaines
logarithmiques quelconques de R soient dans deux domaines différents
de .R*. On construit comme plus haut une surface dont le réseau est R*.
Soit A un domaine élémentaire de i2*, dont la singularité est a, et soit D±

un domaine élémentaire algébrique de R, contenu dans A et ayant sur la
frontière de A les arêtes So,Sly ..., Sv. La frontière de A se compose de
segments #0, S1, AS_.X, SZ, etc., qui correspondent à des demi-droites

arg w = cpk

On pose
pi = min | <pk — arg a \ pour 0 ^ k ^ p .

On reporte sur \w\ = 1, à partir de a, sur l'arc qui relie a à ei^Po, et qui
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ne contient pas ei<p-x un arc de longueur ju, d'extrémité P, et on divise cet
arc aP en trois parties aM, MN, NP. On prend a1 = N pour singularité
de Dx et aux segments de la frontière de Dx qui ne sont pas des Sk on fait
correspondre alternativement les demi-droites arg w = arg M et
arg w = <p0 > sauf pour le dernier, qu'on choisit dans l'angle déterminé
par les demi-droites arg w = arg a et arg w = arg ax qui ne contient
pas la demi-droite arg w = arg M.

On a ainsi divisé le domaine A en deux parties : un domaine Dx de R et
un nouveau domaine Ax, indéfini. On recommence pour Ax ce qu'on a fait
pour A ; puis on procède de la même manière pour tous les domaines de i?*.
On obtient ainsi une surface F qui remplit bien les conditions requises.

CHAPITRE IV

Le type d'une surface de Riemann et son réseau

§ 11. Les transformations de Bloch

Dans une conférence à la Sorbonne, M. Ahlfors a dit que le problème
de la recherche de critères de type de surfaces de Riemann était le plus
important de la théorie des fonctions16). On connaît un certain nombre de
tels critères ; la plupart d'entre eux sont des conditions suffisantes pour le
cas hyperbolique. On peut se demander jusqu'à quel point le réseau d'une
surface nous renseigne sur son type, le mot réseau étant pris dans son
sens primitif ou suivant une de nos généralisations.

Certains critères connus sont basés sur l'étude du réseau (par exemple
le critère relatif aux surfaces dont la base singulière est formée de trois
points17) ; d'autre part, M. Ahlfors a donné des critères où les valeurs sont
remplacées par des cercles18); c'est là une généralisation analogue à celle
qu'on obtiendrait en passant d'un critère sur les réseaux au sens primitif,
à un critère sur les réseaux au sens du § 6. Nous aurons l'occasion, au
cours de ce chapitre, de donner de telles généralisations.

Cette idée du passage de critères sur des valeurs à des critères sur des
cercles est due à M. Bloch19).

Appelons transformation de Bloch une transformation d'une surface
qui soit

16) Bull . Soc. Math, de France , 60, 1932, p . 197.
17) M. Nevanlinna, Comm. Math . Helv. , 5, 1932, p . 95.
18) Comptes Rendus , 194, 1932, p . 245 et 1145.
lft) A. Bloch, Enseignement Mathématique, 25, 1926, p. 83.
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1° topologique,
2° telle que si d est la distance de deux points, d* la distance des points

correspondants, on ait

-J-d*<cZ< M*

quels que soient les deux points envisagés.
Le principe de continuité topologique de M. Bloch affirme en somme

qu'une transformation telle que celle que nous venons de définir conserve
le type d'une surface. Il ne s'agit pas, évidemment, de donner une dé-
monstration de ce principe très général.

On voit que deux surfaces qui ont le même réseau, au sens du § 6, se
déduisent Fune de l'autre par une transformation de Bloch. En effet, soit p
l'ordre du réseau, F et F* les deux surfaces ; à F et F* correspondent deux
pavages formés de p pavés. Une première transformation de Bloch trans-
formera JF7* en une surface Fx pour laquelle le pavage est le même que
pour F. Puis on modifie Fx à l'intérieur de chaque pavé, pour l'amener à
coïncider avec F.

Soit a une singularité isolée d'une surface de Riemann F. On dira qu'on
déplace a lorsqu'on remplace a par une autre singularité b% de même
nature, située dans une portion A de F qui ne contient que la singu-
larité a de F.

Théorème 15: Soient F et F* deux surfaces de Riemann simplement
connexes qui se déduisent Vune de Vautre par le déplacement d*un nombre
fini de singularités algébriques. Alors F* est du même type que F.

Démonstration: Soient alf a2i ..., a^ les singularités de F qui sont
déplacées en bl3b2i ...,6p. Soit Ak la portion qui contient ak.

Supposons F parabolique; w = f(z) est la fonction qui représente le
plan ouvert sur F. Supposons F* hyperbolique; w — g(Ç) la fonction qui
représente le cercle |f [ < R sur F*. Otons du plan z les domaines qui
correspondent aux Ak par la fonction inverse de w = f (z) ; la frontière de
Ak est fermée, donc ces domaines sont intérieurs à un cercle de rayon fini.
Soit D le reste du plan z, et â la partie correspondante du cercle | £ | < R
par la fonction

Dans la représentation de D sur A, au point à l'infini de D correspond
tout le cercle | f | = R ; on sait que cela est impossible. Donc i^* est para-
bolique, et le théorème est démontré.
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Nous verrons au paragraphe suivant un exemple de conservation du
type dans une transformation qui déplace une infinité de singularités
algébriques.

§ 12, Surfaces de Riemann dont le réseau est le même que celui de
fonctions inverses de fonctions périodiques

Soit w = f(z) une fonction entière, réelle pour z réel, et périodique de
période réelle. Nous nous proposons de reconnaître quel sera, dans cer-
tains cas, le type d'une surface de Riemann qui aurait le même réseau
que la surface de z(w).

La fonction ff(z) a des racines pour z réel; on peut supposer /'(O) ^ 0.
Soient un la période de f(z), et au a2, ...,a9 les racines de f!(z) pour
0 < z < 1 ; CD1, . ., coj, les valeurs ƒ (04), ..., f(ap). Les points coly ..., cov

sont des singularités algébriques de la surface de Riemann F de l'inverse
de w = f(z).

Soient <x19 ...,<xp des segments intérieurs au segment (0, 1) tels que:
1° ak est intérieur à aJc ;
2° les segments ock n'empiètent pas;
3° les segments (0, s) et (1 — e, 1) sont extérieurs aux ock(e > 0).

La fonction w = f(z) fait correspondre aux points d'affixes z = &+ £
(Je entier, et £ dans un segment <xk), les segments Fk de trace yk de F;
toutes les singularités cok se trouvent dans les segments Fk.

Soit F* une surface de Riemann que l'on peut obtenir à partir de F en
déplaçant toutes les singularités œk à l'intérieur du segment Fk correspon-
dant (deux singularités de F qui avaient même trace ont maintenant des
traces qui peuvent être différentes, mais sont intérieures à y&).

Théorème 16 : F* est du type parabolique.

Démonstration: Soit g(C) la fonction qui représente le cercle |f | < c
sur F*. On supposera c < 00. La surface F, coupée le long des segments Fk

est identique à la surface F*t coupée le long de ces mêmes segments. On
peut donc représenter conformément le plan, pourvu des coupures ock

et de celles qu'on obtient par la translation Z = z + h (k entier) sur le
cercle | £ | < c, pourvu des coupures correspondantes ; la représentation
se fait au moyen de la fonction

Passons du cercle | f | < c à une bande de largeur 2xau moyen de la
transformation , „

t = log C == H(z) .
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Soit un cercle Cr \z\=r, r — k~\~rj, k entier, \rj\<e. I l ne coupe
aucun oc] la fonction H(z) transforme ce cercle en une courbe Lr du
plan t, courbe de longueur égale ou supérieure à2 j r . On a donc

27T
dH
dz

rdcp

ou, suivant l'inégalité de Schwarz

21Ï 27T
dH

rdœ -rr- rdw = 2nr
1 dz r J

dH
dz

rdq>

Donc
k+e dr

&-S 0

dH
dz

rdrdcp

L'expression de droite représente l'aire balayée par LT lorsque r
varie de k—e à & + £. On a encore

dH
dz

rdrdcp

quel que soit N, entier positif. Le second membre est borné, si on
suppose c fini. Donc

ce qui est une contradiction. Donc c = oo , et le théorème est dé-
montré.

§ 13. Généralisation d'un théorème de M, R. Nevanlinna

II s'agit d'un théorème démontré par M. R. Nevanlinna dans son
mémoire: Ein Satz über die konforme Abbildung Riemanrischer Flàchen.
Comm. Math. Helv. 5 (1932), p . 95—107.

L'auteur considère les surfaces de Eiemann dont toutes les singularités
sont logarithmiques et ont pour traces trois points du plan. On construit
l'arbre topologique de cette surface, on y choisit une origine GOi d'où
on déduit les générations Ol9 G2, ... . Soit o(n)-{-2 le nombre de sommets

de Oni M. Nevanlinna démontre que si £ ^ , ^ diverge, la surface est

du type parabolique.
'na(n)
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Nous généralisons ce théorème, en remplaçant trois points par trois
cercles du plan.

Supposons donc que la surface de Riemann F, simplement connexe, n'a
que des singularités logarithmiques, que leurs traces sont toutes con-
tenues dans trois cercles Cl9 02 , C3, sans points communs, ni points
frontières communs, de rayons r 1 , r 2 , r 3 ; de plus, on ne passe d'une
singularité d'un cercle à une autre singularité de ce cercle que par un
détour autour d'une singularité d'un autre cercle.

Nous pouvons construire un arbre topologique de cette surface. Soient
Q±, Q2J Q3 trois nombres supérieurs à un9 tels que l'un des cercles C\, C\, C*
de mêmes centres que Cl9 C2i C3 et de rayons r1qli r2g2, r3£3 soit tangent
aux deux autres, ces derniers ne se coupant pas. Soit / le point d'inter-
section de deux tangentes : il est clair que les tangentes menées de ƒ à
C±, C2, Cz ne coupent aucun de ces cercles, et sont toutes distinctes.

Soit z = <p (w) la fonction qui représente F sur le cercle ] z \ < R ( ̂  oo).
Nous appelons arbre de F l'image, par <p(w), des demi-droites <xl9<x29 oc3; ock

étant une demi-droite issue de I et comprise entre Ck et Ck+1, et l'image
de demi-droites de F, issues de I et passant par les singularités de F] si,
pour une branche de q>(w), un cercle Ck ne contient aucune singularité, on
prend une demi-droite quelconque, issue de ƒ, et coupant ce cercle.

Pour simplifier les calculs, on supposera / à l'origine.
Puisque nous avons construit un arbre, nous pouvons introduire,

comme M. Nevanlinna, les générations, puis les quantités a(n). Alors
on a le

Théorème 17 : Si J£ ~~r diverge, F est du type parabolique.
71 G (71)

La démonstration que nous donnons suit de très près celle de
M. Nevanlinna.

On dira qu'un domaine élémentaire H appartient à la n-ième génération
si n est le plus petit indice des générations auxquelles appartiennent les
sommets de H. On appelle origine de la frontière F de H le sommet de F
appartenant à Gn.

Soit donc H un domaine de Gn. Il lui correspond une singularité a de F,
intérieure kCk;w(z)y fonction inverse de <p (w), représente H sur une partie
Fn de F, qui contient la seule singularité a. La frontière de Fn se compose
de demi-droites (0, oo) ; elle contient la surface de recouvrement du
domaine doublement connexe obtenu en ôtant a de l'angle des tangentes
menées de / à Ck,
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Soient Al9 A2) Az, trois points du plan; Ak est situé dans l'angle formé
par les tangentes menées de / à Ch+1 et C ^ , l'angle ne contenant aucun
des trois cercles. Il est clair que Fn ne contient aucun point du secteur
qui contient Ak.

Faisons la transformation

, . 1 , w(z) — Ajc .
co(z) = — log —K-f? h *c

où on prend une détermination quelconque du logarithme et où c, cons-
tante réelle, est telle que co (z) — 0 si z est à l'origine de H ; œ (z) représente
H sur un domaine H^, et pour tout point de la frontière Fa de Hw on a
— K2 < 3tco < i ^ , quel que soit H.

D'autre part, la droite S co = constante coupe F^ en un seul point.

Soit r > n ; on construit la courbe £ r de la façon suivante :

1° le demi-cercle | co — K±\ =r — n ÎRœ ^ Kx;
2° les deux segments %a> = ± (r — n), a> dans H^ ;

Lr coupe F a en deux points AT et BT.

Faisons encore la transformation t = log z en coupant le cercle
121 < JR le long d'un polygone de l'arbre. A H correspond un domaine Ht,
et à LT une section de Ht dont la longueur sera s(r). On a

dt^

dA(r)
dr

A (r) étant l'aire de H comprise entre tUt = log Ro et la courbe qui corres-
pond à I r Ro est un nombre fixe inférieur à R, et on prend r > r0,
r0 étant choisi assez grand pour que A (r) ait un sens. On a alors

puis

;£«•(»•) < Kznr^p- (1)

la somme étant étendue à tous les domaines H des générations
G0,G1, ..., G„ (n < r) et 3 = .27.4. Soit A(r) le nombre des sections s(r) et
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On a

k(r) À(r)
Soit

P(r) — max [0, 2TZ— oc(r)] (3)
Alors

donc, si r >r0

-^]~T7^- ; (4)

or, pour ?>— 1 < r < Î> , X(r) = a(v) + 2 ; donc si ^ —r-rdrverge, il

en est de même pour

ƒ; *

1 rSMdT
d'où il résulte que si X — ^ r diverge et si R est fini, /H diverge.

Il faut montrer que cela est impossible.
c

Supposons donc R fini; on peut admettre que R> 1. Soit aTbr la
courbe du plan z qui correspond à l r Si r est entier, tous les arcs arbr

forment un contour simple Mr. Soit r non entier : n — 1 < r < n. Les
extrémités des aTbT peuvent ne pas coïncider. Nous les relions par un
segment yr de Farête correspondante de Farbre topologique, et soit
encore Mr le contour fermé obtenu. On passe au plan t = log z; Mr donne
une courbe de longueur au moins égale à 2n\ soit y(r) la longueur, dans le
plan ty d'un arc ajouté. On a

donc, d'après (3)

Nous nous proposons d'évaluer les y(r).
Soit P1P2 un polygone de Farbre, sans autres points de ramification

que P± et P2. P x appartient à Gm, P2 à Gm+23H-i • Lorsque r varie de m à
m + %P + 1, les points ar et br se déplacent, d'une façon continue, de Px

à P 2 , en coïncidant aux sommets. Soit K le domaine constitué par les
domaines élémentaires des sommets de PXP%. A PXP2 correspond, dans
le plan w, une courbe qui a pour trace deux demi-droites, issues de
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l'origine. Soient a et 6 les singularités qui correspondent aux domaines
limités par PiP 2 ï o n supposera que P1 correspond à w = 0. Posons

w — a

On choisit la détermination convenable du logarithme, en sorte qu'à
P± P2 corresponde une certaine courbe 0, passant par les points
— p2in, —(p — l)2ijz, ..., 0, ..., p2in. A y(r) correspond un arc de 0 ,
dont la longueur est bornée ; soit K4 cette borne, et y (r) la longueur de yr.

Soit yr le point de yr qui correspond à ar. En appliquant, au besoin
plusieurs fois, l'inégalité de Koebe (mais un nombre fini et borné de fois),
on voit que

„ dz
dy dy V=Vr

z étant un point de yr.

L'inégalité de Bieberbach donne

dy Q(r)

Tiq étant l'aire (finie) de K , et g(r) le rayon d'un cercle de centre
yr, et contenu dans l'image de K.

Or, p o u r m + p+\v\ ^r<m + p+\v\ + l

Q{T) > p— \v\ si | v | = 0
Q(T) > KG si | v | = p

on en conclut que

donc

Y(r) _
<KS ]/q \v\=p

p—

r7
 vq. , | v | < p
v—\v\

et si on suppose r assez grand pour que P± P2 soit extérieur à | z \ = 1

y{r)<
K,

V-\v\
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Alors
m+J+1y(r)dr < 2 (K8 + K7 f - 1 ) ]/J < K9 }/J log Kwp . (8)

Cette relation peut s'écrire aussi entre des limites non entières

Tfr(r)éhr<K9yï log K1Qr2 . (9)

Soit maintenant nQ (entier) assez grand pour que toute la partie
correspondante de l'arbre soit extérieure à \z\ = 1, Soit un intervalle
(n0, r) et B(n0, r) la partie correspondante de l'arbre. On divise B(nOi r)
en segments 8(P1P2)t Le nombre de ces segments est au plus de 2A(r)
Pour l'un de ces segments 8> avec r2 < r, on a

ƒ y(r)dr<K9]/Y log Kxor<Knfq log r ; (10)
s

posons

b{r)=

On a

la somme étant étendue à tous les 8 qui correspondent à r — u. On a
encore

la somme étant étendue aux segments 8 de B(n0, r). Mais

] ]
et

^ 3 < 3 i 2 2 (11)
donc

6(r)<iT1 2]/%) . log r
d'où on tire

f Pv) J „ Çdb(r) b{r) çb(r)dr çb
J fX(r)'l rXfô<ÏMr)^7J 'rn{r) + J "rA2(r)

log r „ f log fdr * jr Ç l°g ̂  ^^

r0

d'où la convergence de l'intégrale. Le théorème est démontré.
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§ 14. Généralisation du théorème précédent

II y aurait peu à modifier dans la démonstration si, au lieu de trois
cercles on avait p cercles Cx, ..., Cp. En général, dans ce cas, on ne pourra
pas trouver un point I et un point E répondant aux conditions requises ;
ces conditions servent uniquement à nous assurer que le cercle | a> \ = r—n
coupe F^ en deux points seulement, ce qui permet d'affirmer ensuite que
les arcs yr sont situés entièrement dans un intervalle entre deux sommets
de l'arbre.

•Si on a p cercles Gx, ..., Cp, soit / un point quelconque, extérieur aux
cercles, et E le point à l'infini. Nous relions I à, E par des chemins en-
tourant les Gi. On peut choisir ces chemins tels que le nombre de points
sur chaque chemin pour lesquels

a + warg —^— = 0

(a est un point intérieur quelconque de Ĉ ) soit au plus égal à p. Alors un
arc yr sera compris dans p intervalles au plus du réseau. La relation (9)
devient

j y (r)dr <K9 2 (fq log Kl0r) (9')

la somme étant étendue à p intervalles consécutifs, c'est-à-dire à p
valeurs de Q consécutives. On a donc

/a

ƒ y (r) dr < K9p £ fq log K10 (r, + p)

la somme étant étendue à p domaines du plan. Posons

on a

donc

j'y(r)dr<K9pfp~fQ log
ri

ce qui donne, à la place de (10)

$y(r)dr<K'nfQ\og r r>r0 . (10')
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De plus
ZQ<P2R2 (11')

donc
b(r)<K'12][W)- log r

et le

Théorème 18 : Soit F une surface de Riemann dont toutes les singularités

sont logarithmiques et groupées dans p cercles, extérieurs les uns aux autres,

et soit a(n) ~\~ 2 le nombre de sommets de la génération Gn du réseau corres-

pondant ; si X 7-T diverge, F est parabolique.
n o yn)

§ 15. Un critère de type

Théorème 19 : Toutes les surfaces de Riemann qui ont, au sens du § 6,
un même réseau que la surface de l'inverse de w = eeZ, sont du type para-
bolique.

Démonstration : Pour plus de commodité, remplaçons e6^ par

_ _aeeZ + b
C ee

s _^ $

en choisissant les constantes a, 6, c, d en sorte que 1, oo, 0 deviennent
1,—.£L-|_i, —£L— i . On choisit, pour construire le réseau de la
surface de Riemann F* de f-1(w)=(p(w) le cercle |w>| = l pour courbe L,
et les points I et E tels que

I=f[t±\ E - ' H ? ) •
Le réseau est alors constitué par la droite ÏRz = 0 et par les demi-droites
3s = (h + \)ÏZ, ÎKz > 0, k = 0, ± 1, ± 2, . . . . On a, sur les droites
3z = (h + i)«

Soit Hk la bande
(k

Considérons maintenant la surface de Riemann simplement connexe F,
qui a même réseau que F* ; on suppose que la singularité qui correspond à
un pour F* a pour trace un, que celles qui correspondent à — ̂  + i
ont des traces intérieures à un cercle Cx, celles qui correspondent à
— ^- — ~ des traces intérieures à un cercle C2, les cercles Cx et C2 con-
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tenant respectivement — -~̂  + 1 et — -ÖL — 1 ? et étant assez petits pour
ne pas être coupés par les courbes IE qui donnent les arêtes du réseau.

On peut découper F le long des courbes ayant pour trace les courbes
IE qui ont divisé F* en domaines élémentaires ; soit Fk la partie de F qui
correspond ainsi à la bande Hk. On peut représenter Fk conformément
sur Hk de manière qu'aux points / de Fk correspondent les points M de la
frontière de Hk pour lesquels on a

f(z)=I

En effet, Fk est une surface de recouvrement d'un demi-plan pourvu
d'une singularité logarithmique cok. On peut représenter conformément
le demi-plan %w < 0 sur lui-même en sorte que cojc aille en — ^-±7* ,
et que I reste fixe. Soit w1 = ipk(w) la fonction qui effectue cette représen-
tation. La fonction

z = v(Wl) = <p[yk{w)] = 0k(w)

représente Fk sur Hk\ d'autre part on a

ce qui montre que la représentation envisagée est bien possible. On
procède ainsi pour chaque domaine Hk.

Soit w — F(Ç) la fonction qui représente le cercle | C | < c ( c ^ o o )
sur F. On supposera c < oo. La fonction

donne une représentation de Hk sur une partie du cercle | f | < c. On
coupe le cercle | f | < c le long de la frontière d'un domaine correspondant
à un Fk et on pose

t = log f

en fixant une détermination du logarithme ; l'image du cercle | £ | < c
est une bande B.

En vertu de l'hypothèse faite sur les cercles C± et C2î les points du
plan z, sur les droites 3 2 = (k -f- J)^? pour lesquels on a

sont situés dans le demi-plan Sfcz < J5L1? et ceux pour lesquels

0f(z) = 0 ou 00
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dans le demi-plan dlz > K^, K[ > ÜT1} Kx et K[ étant des constantes qui
ne dépendent pas de k. Soit H*k la partie de Hk située dans le demi-plan
ÎRz > Kx. La fonction

représente H*k sur une partie Hk de Hk. Hk est limité par une courbe Lk

reliant les droites 3z = (k + £) n et 3s — (A + f )TT. Les courbes Lk

sont contenues dans une bande

A Tîk correspond un domaine Tk de B au moyen de la fonction

t= log [F-\0^(z))]=^xAz)

Soit (7^ une courbe fermée du plan z composée de la façon suivante :

1° un demi-cercle C": \z — K2\ = R ÎStz> K2;
2° un demi-cercle Cu: |z + K2\ = R dtz<—K2;
3° deux segments situés respectivement sur les droites 3z = ± R,

reliant les extrémités des deux demi-cercles.

La longueur de GR est égale à 4 K2 + 2nR.

Soit Ç2 la partie de F qui correspond à l'ensemble des domaines
Tk(k = 0, ± 1 , ± 2 , . . .) , et soit § 2 = JF7 — Çj. On peut Teprésenter le
demi-plan 9îs ̂  0 sur ̂ 2 par la fonction

w = f(z + K1) .
On posera

en choisissant la même détermination du logarithme que plus haut;
t = %{z) représente le demi-plan ïRz < 0 sur la partie T de B située
hors des Tk.

Soit 0 la partie de CR contenue dans le demi-plan ÎRz < 0, dk la partie
de CR contenue dans Hk; 8(R) et 6k(R) les longueurs de 0 et de 6k. Il faut
remarquer que, pour certaines valeurs de k et de R, 6k et 0 peuvent
avoir un segment commun, mais la longueur de ce segment est bornée,
et on a toujours

6(R) + ZQk(R) < 8K2 + 2nR .
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Soit sk Tare qui correspond à 6k dans la représentation

et s l'arc qui correspond à 0 par t — #(z). Les arcs sfc et 5 ne forment pas
une courbe connexe, mais on peut réunir les arcs sk et s de manière à
former une courbe d'un seul tenant, les arcs ajoutés correspondant à des
segments des droites 3 s — (k + \)n et 31 z = 0, la longueur de ces
segments étant toujours inférieure à celle d'un intervalle compris entre
deux points pour lesquels on a w(z) — I.

Soit yk l'arc ajouté qui correspond à un segment de 32 — (k + i)n,
yk(R) sa longueur. Soient d'autre part fi± et ^2 les arcs qui correspondent
à des segments de ÏRz = 0, et peut-être aussi à des segments de
3z = (k + \)n, dans le cas où CR coupe Lk en un point qui correspond
à un point de %z = (k -j- ̂ )TC par la transformation

ces segments de 3îz = (k -f- ^)TZ sont alors certainement contenus dans
une bande \îRz\ < K'2. Soient [ix(R) et fi2(R) l e s longueurs de ^ et de fj,2.
On a

s(B) + Z

les sommes étant étendues à tous les indices k pour lesquels, R étant
donné, sk et yk ont un sens. On écrira Z!yk(R) la somme des yk(R)
étendue à tous ces indices k, moins les deux extrêmes, kf et
fc" (*'>(>, * " < 0 ) .

On a, d'après l'inégalité de Schwarz

l I «fo I )» < 0fc(J2) ƒ | z i

ï(-R)
d'où

et la même inégalité pour s(R). En additionnant, on obtient, si on
suppose C fini
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Mais on a

^ ek (E) f 6(R)^

donc

j -jâ dn < iC4 pour M1> BQ . ()
Ri

Evaluons yk{B) et /u,t(B). Pour cela, nous nous appuyons sur les
théorèmes de Koebe et de Bieberbach, comme l'a fait M. R. Nevanlinna
dans la démonstration du théorème cité au § 13.

Soit qk la somme des aires de Tk_1 et Tk; soit d'autre part q*k Taire du
domaine de B qui correspond à la bande

par la représentation t = %(z). On trouve, comme plus haut

étant le nombre de points M situés sur la droite S 2 = (k +
à l'intérieur de GR\ pour tous les Je, à l'exception de h1 et fc", on a

Q(B)
donc

5 j f ^ ^
pour i ' et A;" on a simplement

D'autre part on a

Or

pour B>Ri;

étant le nombre de domaines Hk traversés par CR
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On a
n(R)

donc

et
7?

Rt

quel que soit Rx > Eo .
Evaluons maintenant

On a

'dR
*1

R

— oo

De même

d'oti
iJ A ,2 1 . , 2 i „ 2 j „ 2

ƒ r*+ *- + *! +*.
et

Les inégalités (1), (2), (3), ajoutées membre à membre, donnent

i
d'où, par la relation

Zsk + s + S' yk

II y a contradiction, donc le théorème est démontré.
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§ 16. Un nouveau critère de type

Arbre dérivé d'un arbre donné: Soit R un arbre topologique; joignons
tous ses sommets multiples à un sommet quelconque par des polygones
de l'arbre. Soit Rr l'arbre ainsi obtenu; on l'appellera le dérivé de R,
On définit ensuite le second dérivé, etc. Si l'arbre R est fini (c'est-à-dire
s'il limite un nombre fini de domaines du plan), son dérivé n'a qu'un
nombre fini de sommets. Si l'arbre R est celui de la surface universelle
de recouvrement de la sphère dont on a ôté p(p ^ 3) points, Rf — R.

Remarquons que, même pour des surfaces du type parabolique, on
peut avoir Rf = R 20) .

Théorème 20 : Soit F une surface de Riemann dont toutes les singularités
sont logarithmiques et ont pour traces trois points <*>!, a>2, coz et dont le
réseau dérivé est identique à celui de Vinverse de w = eeZ. Numérotons, à
partir d'une origine quelconque, et dans chaque sens, les points de rami-
fication du réseau de F (c'est un arbre) ; soit n le nombre de sommets de ce
réseau situés sur le polygone qui relie deux points de ramification d'indices
v et — v. Si on a

n<KQv (1)
F est du type parabolique.

Démonstration : On supposera que les singularités de F sont les mêmes
que celles de la surface F* de l'inverse de f(z) = e^, c'est-à-dire que ces
singularités sont un (une singularité), zéro et infini.

Traçons dans le plan z les droites

0{s=O; 3 s = kn , k= 0 , ± l , . . .

Soient L les courbes correspondantes de la surface F* par la transforma-
tion w = f(z); les courbes L découpent J1*. Appelons F*k la partie de F*
qui correspond à la bande H\

hn < 3 z < {k+ l)n 3 U > 0

On peut découper F au moyen des mêmes courbes que celles qui ont
décomposé F*. On choisit l'origine du réseau telle que la partie de F qui
contient cette origine corresponde à la bande 0 < 3z <n. On fera
correspondre à Fl la partie JF̂  de F qui correspond au premier point de

20) voir JE7. Ullrich, Comm. Math. Helv., 7, 1934, p. 63.
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ramification du réseau de F, à partir de l'origine choisie, dans le sens
positif; Fly correspondant à F\, sera la partie de F qui correspond au
point de ramification suivant, F--^ la partie correspondant au premier
point de ramification rencontré en parcourant le dérivé du réseau de F
dans le sens négatif. Fk est identique à F*k.

Les parties Fk ne sont pas seules à former F. Il reste :

1° une partie % identique à celle que donne la fonction ƒ (z) dans le
demi-plan dlz < 0;

2° des domaines simples § f , correspondant aux sommets non ramifiés
du réseau de F, situés sur son dérivé.

Soit w = g(Ç) la fonction qui représente le cercle | f | < c sur F) on
supposera c < 00. On coupe le cercle | f | < c le long d'un des arcs de la
frontière du domaine qui correspond à §f, puis on pose t = log £, en
choisissant une détermination du logarithme; le cercle est représenté
ainsi sur une bande 95. Soit h(t) la fonction qui représente 95 sur F; et
Hk, ij , Sji les domaines qui correspondent à ^ , %, $i9 par la représen-
tation

Par suite de l'identité de Fk et de F*k, on peut représenter conformément
H\ sur Hk par la fonction

Soit Gr le demi-cercle \z\ = r, ÎRz > 0. Par l'intermédiaire des fonctions
/pk(z)i Gr est représenté sur le plan t suivant des arcs sk, situés respec-
tivement dans les domaines Fk. Ces arcs ne forment par une courbe d'un
seul tenant, coupant 95. Evaluons la longueur sk(r) de sk. Soit 6k(r) la
longueur de l'arc 8k de Cr situé dans H*k. On a, d'après l'inégalité de
Schwarz et suivant un calcul déjà fait

Ak(r) étant l'aire du domaine balayé par sk. Or on a

sl(r) (27*t(f))» (i7^(r))
^ Ô f c W Z0k(r) nr

la somme étant étendue à tous les h, en posant sk(r) = 0 si Cr ne coupe
pas le domaine H*k. On posera EAh(r) = 3(r), et 2sk(r) = S(r), d'où
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nr dr

et
(2)

puisque c < oo .

Considérons les arcs s& et sk+1] une extrémité i l de sk et une extrémité B
de 5fc+1 correspondent à un même point du plan z, donc en ces points on a

= h(B).

Le domaine qui sépare Hk de Hk+1 correspond à fik domaines j ^ :
£ i + l 3 &+2> • • • > 0*+^ • On représente le domaine £i+1H h £<+Wfc sur
un domaine de la bande

par la fonction

On peut relier AkB par un arc yk qui, par l'intermédiaire de u(t), donne
un segment du plan y, parallèle à ÎHy = 0, et de longueur 2[ik7z. Soit
yfc(r) la longueur de yk, et soit y = y± -{- iy2- L'inégalité de Schwarz
donne encore

f dy2 f

donc

si 5fc(r) est l'aire du domaine balayé par yk. On & y — ez. Soit ^ l'abscisse
du point où Cr coupe la droite SU = kn. On a y1 = ± e9, suivant que fc
est pair ou non. On a donc

dq

et
yl(r)

dg

or, pour toutes les valeurs de k, sauf les deux extrêmes, on a

Q ^ }J2nT— n2 ^ ]/ r pour r > r0

d'où

s
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Faisons la somme pour toutes les valeurs de k, sauf les deux extrêmes.
On l'écrira Z'\ On a

2 l*-\ o^lr,YÎ(r) e dr < Z'Bk(r) < Kt

or

27

mais, d'après l'inégalité (1), on a

ou encore

donc

et

r*>

rf7r
J

dr < î x

qui entraîne l'inégalité

ô

(3)

Considérons maintenant les yk correspondant aux valeurs extrêmes
de k . L'inégalité

7l(r) dBh{r)

dy± (r)

est encore valable. On a

d'où

dr
Donc

et

dBk(r) dBk(r) yr2 — k2TZ2

dr r
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ƒ
' 'o

Intégrons maintenant de r0 à r (r > r0) . On obtient l'inégalité

ƒ S"
en remarquant que la somme située dans le premier membre est étendue
aux deux valeurs extrêmes de Je, pour chaque valeur de r ; par contre, la
somme du deuxième membre est étendue à tous les indices le. On a donc

ƒ (4)

Pour compléter la courbe, il faut relier les deux points G et D qui
correspondent aux points ir et — ir de Cr, par un arc situé dans jj . On
représentera jj sur le demi-plan diy <0 au moyen d'une fonction
y = g(£)? que l'on peut choisir telle que:

Aux points G et D correspondent deux points E et F de la droite
— 0. Considérons un intervalle r = ICTZ, r — (k -\- 1)TZ; lorsque r

varie de hn à (& + 1)TT, i£ parcourt le segment ig, i(g + ?r) et F le seg-
ment —iqf

9'—i{gf + 7i). Traçons dans le demi-plan tHy < 0 un demi-
cercle S de diamètre 2£F. Soit g* le rayon de <£; à S correspond une
courbe G du plan t, de longueur a(r). On a encore

dy
et, quel que soit r,

d£*
dr

donc
Hc& 8 . _ d g ( r )

ö(r) étant Taire du domaine balayé par cr. Il en résulte que

ƒ
&7T
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En vertu de l'inégalité (1), on a

donc

et

-1)«] — G(kn)}

d'où

On a

0

donc, en vertu de (1),

o

Soit v pair. Pour y/2 valeurs au moins de i;, on a

ftk^2K0 et /*_&_! < 2Z0 .

Soit Rv l'ensemble des valeurs de r comprises dans les p premiers
intervalles kn ^ r ^ (Je + 1) n , avec jbtk^2K0 et jte_fc_i < 2iT0. Sur
Üp, r vérifie l'inégalité r ^ (2p+ 1)TC

5
f dr r dr ^

donc J — \ ~ *

Soit R = lim Rp . On a

i*—• <6)

D'autre part, les inégalités (2), (3), (4) et (5) donnent

r + J ~^r dr
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Or
S(r) + r(r) + £"yk(r) + a(r) > 2n

S*(r) + r2(r) + Z" yl{r) + a2(r) > —
2

donc

et
dr

ce qui est contradictoire avec (6) . Donc c — oo , et le théorème est
démontré.

§ 17. La fonction H(r19 r2)

Soient F une surface de Riemann simplement connexe, T une section
divisant F en deux parties Fr et F2, simplement connexes. Représentons
F1 et F2 sur les demi-plans 3 C ^ 0 e t 3 £ ^ 0 . A T correspond la droite
3 f = 0 ou une partie de celle-ci. Dans le dernier cas, F est du type hyper-
bolique ; dans le premier, elle peut être d'un type ou de l'autre. On voit en
effet qu'elle peut être du type hyperbolique en prenant pour F l'intérieur
d'un cercle et pour T une spirale indéfinie, intérieure à ce cercle.

Nous ne nous occuperons que du cas où toute la droite S C = 0 (moins
le point à l'infini) correspond à T.

A un point de T correspondent deux points de S C = 0 (celui qui
provient de la représentation de Fx sur S Ç ^ 0 et celui qui provient de la
représentation de F2 sur 3 C ^ 0 ) . On établit ainsi une correspondance
biunivoque entre deux ponctuelles de support S C = 0. Soient r± et r2 deux
valeurs correspondantes de 91 C- Elles vérifient une relation

avec
r2 -> + oo si

oo si rx ~> — oo
(H)

Si T est une courbe analytique, H (rx, r2) = 0 est une relation ana-
lytique, ce que nous supposerons désormais.
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Théorème 21 : Soit H(r1, r2) — 0 une relation analytique satisfaisant aux
conditions (H). On peut définir, au moyen des deux demi-plans 3£ ^ 0 et
3 £ <J 0 liés suivant la relation H = 0, une surface de Riemann simplement
connexe.

Supposons pour commencer que pour aucune valeur de r, on n'a

nous allons montrer que les deux demi-plans 3 £ ^ 0 e t 3 £ = ^ 0 soudés de
manière que pour deux points correspondants on ait H(d, C2) " 0»
forment une surface de Riemann.

On appellera point de F tout point des deux demi-plans, en considérant
comme identiques deux points qui coïncident dans la soudure.

Soit £ un point tel que 3 £ # 0. On prend pour voisinage de £ un cercle
de centre £ et dont le rayon est inférieur à 13 £ | .

Soit £ tel que 3£ = 0 (£ est donc constitué par deux points £x et £2,
de 3 £ > 0 et 3 £ < 0 ) . Résolvons i?(£x, £2) = 0 autour du point
Ci: ^2(^1); cette fonction est régulière et univalente dans un cercle de
rayon QQ, de centre Ci • On prend pour voisinage de £ le domaine constitué
par:

1° le demi-disque | £ — £x| < Q, 3£ > 0 avec g < QO\
2° l'image du demi-disque |£ — £11 < £> 3 £ ^ 0 par la transformation

cz = :,(«.
Le voisinage ainsi obtenu est bien représentable topologiquement sur

un cercle, le point £ allant à l'intérieur du cercle,

Ce système de voisinages vérifie les axiomes du § 1 :

Axiome 1 : Soient V1 et F2 deux voisinages de £. Si 3 £ 7^ 0, on prend
pour voisinage F un cercle dont le rayon est le plus petit des deux rayons
de Vx et F2 . Si 3£ = 0, on prend pour Q le minimum des valeurs corres-
pondantes de Fx et F2 .

Axiome 2: Supposons que £* soit intérieur à un voisinage F(£o). Si
3 £0 =£ 0, on a 3 £* # 0 et il suffit de prendre pour rayon du voisinage de
£* une longueur assez petite. Si 3£0 = 0, deux cas peuvent se présenter:

1° 3£* # 0; alors, suivant que 3£* > 0 ou 3£* < 0, on prend F(£*)
à l'intérieur du demi-disque | £ — £ 0 | < ^ 5 3 £ > 0 ou a l'intérieur de
l'image de | £ — £0| < e, 3£ < 0;

2° 3£* = 0; on prend un rayon Qf assez petit pour que le disque
I £ — £* I < Qf soit intérieur au disque | £ — £0( < Q.
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Axiome 3: Soient £* et £** deux points différents II est clair qu'on
peut choisir des voisinages F(f*) et F(C**) avec F(f*). F(£**) = 0.

Donc H = 0 définit une surface topologique simplement connexe. Or,
on peut définir pour chaque voisinage une représentation sur un cercle
qui fait de F une surface de Riemann.

Supposons d'abord £ avec 3 £ ^ 0 ; on prend, pour effectuer la repré-
sentation, la fonction w = £. Passons maintenant à £ avec 3f f = 0.
Pour les points du voisinage pour lesquels S C < 0, on effectue d'abord
la transformation inverse de £2 = £2(£i), Puig o n ^a^ w — Ci c e <lui donne
une représentation sur un cercle.

On a donc bien une surface de Riemann.

Envisageons le cas où r'2(r^) a des zéros. Soit r\ un zéro d'ordre n de
r2(ri)ï ^ est pair en vertu de la monotonie de T2(T1). On fait, pour com-
mencer, la transformation suivante:

en choisissant une détermination quelconque. La relation H (Ci, C2) — °
devient J?(Z1? Z2) — 0 ; elle est régulière autour de Z1 = 0. On procède
alors comme on l'a fait plus haut. On considère le rayon £0 d'un cercle de
centre Zx = 0 dans lequel Z2(Z1) est régulière et univalente. On définit
le voisinage de Zx — 0 :

1° la partie du disque \ZX\ < g< g0 intérieure à la partie du plan qui
correspond à S f 1 ̂  0 ;

2° l'image dans le plan Z2 du reste de ce disque, au moyen de la trans-
formation Z2(Z1),

Le voisinage de £ est l'image de ce voisinage par les fonctions
respectivement £2 (Z2).

Pour faire la représentation conforme de ce voisinage, on passe par les
fonctions inverses au cercle \Zr\ < g, d'où il résulte que dans ce cas encore
H = 0 permet de définir une surface de Riemann.

Si on a r2 (rx) — oo, on se contente d'intervertir les variables r1 et r2,
d'où r[ (r2) = 0, et le raisonnement est le même.

On montre sans peine que cette surface est simplement connexe. Si on
prend pour H — 0 non pas une, mais plusieurs relations analytiques,
dont la succession satisfait aux conditions (Jï), on définit encore une
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surface de Riemann, mais les valeurs (rx, r2) qui correspondent au
passage d'une relation H à l'autre ne donnent pas, en général, des points
de la surface; il en résulte que celle-là n'est plus toujours simplement
connexe.

On appellera surface correspondant à la fonction H la surface qui est
définie par la démonstration du théorème 21.

La définition de la fonction H et le théorème 21 nous montrent un
nouvel aspect du problème de la détermination du type : H étant donnée,
quel est le type de la surface de Riemann F correspondante? Nous
donnons quelques solutions partielles de ce problème.

Théorème 22 : Si pour un ensemble E de valeurs de r± on a

c drx

* . **
avec Q = — - — , où r\ est la racine de H{rx, r2) = 0 et où —r*2* est

la racine de H (— rx, r2) = 0 ;

dr\
dr2

alors F est du type parabolique.

^ > 0 (3)

Décrivons un demi-cercle Fr de rayon r dans le demi-plan 3 f ^ 0,
ayant son centre à l'origine. Aux extrémités de ce demi-cercle corres-
pondent deux points Ar et Br de 3 f = 0, d'affixes ri et —r£ . Décrivons
un demi-cercle FQ, dans le demi-plan 3 f ^ 0, de diamètre Ar Br. Soit Gr

l'image de Fr + FQ dans le plan s = log z9 si on suppose qu'on a représenté
F sur le cercle | z \ < R.

Soient ^(C) et <p2{C) les fonctions qui effectuent la représentation de
S f ^ O e t S C ^ O sur les domaines correspondants du plan 5, ox (r) et
a2 (r) les longueurs des arcs correspondant à Fr et FQ. On a

et +1
al(r) ^ T t r ƒ \fp[\

et, si on suppose R fini
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< Kz (4)
VE

puis

e
ou

Gî(r) ^ MQ Kt— 7 pour r dans JK , (5)

en vertu de (3), .4(e) étant l'aire du domaine limité par l'image de Fq.
Donc

Q(r)
et

l aî(r)dQ(r)

r

d'après (2). Il résulte de (4) et de (6)

(6)

en contradiction avec (1). Donc R = oo, et le théorème est démontré.

Supposons que H = 0 est une relation algébrique. Si on prend pour E
les valeurs de r supérieures à r03 les hypothèses du théorème précédent
sont vérifiées On a donc le

Théorème 23 : Si H = 0 est algébrique, F est du type parabolique.

On peut encore énoncer le théorème suivant:

Théorème 24: Supposons la relation H = 0 symétrique (c'est-à-dire que
H(—r19 —r2) — H{r1, r2)) avec de plus, pour r± assez grand

dr2 Tr drx

—-> Ko— . (1)

Alors F est du type parabolique.

C'est un cas particulier du théorème 22. En effet, l'hypothèse de la
symétrie équivaut à poser
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^ = 2̂ = e

donc, pour toute valeur de r1 supérieure à r 0 ) o n a

et

Q

ce qui démontre le théorème.

La condition (1) du dernier théorème ne peut pas être complètement
supprimée: il existe des fonctions H, vérifiant les conditions (H), symé-
triques au sens du théorème précédent, et qui sont hyperboliques.

Voici quelques exemples simples de fonctions H auxquelles s'appliquent
les théorèmes précédents. Soit

H(r19 r2) = r x —r2 = 0 ;

l'image de T dans le plan est formée de deux demi-droites faisant un
angle droit (au sommet de l'angle correspond rx = r2 = 0, qui est une
singularité de la relation H = 0). Si on a

H(rl9 r , ) = r , —(ei — e - * ) = 0

le type est encore parabolique, en vertu du théorème 24 ; à T correspond
alors une parabole.

§ 18. Exemple de cas hyperbolique

Dans le cas où une fonction H donne une surface hyperbolique, les
domaines du cercle \z\ < 1 auxquels correspondent les deux demi-plans
3 £ l > 0 et 3 £ < 0 dans la représentation de la surface sur un cercle
peuvent être limités par des courbes en spirale (domaines spirales).
L'exemple que nous allons donner est de cette nature.

Considérons la bande B

0 <3z <TT DU 2*0 ;

nous établissons une correspondance biunivoque entre les points des deux
demi-droites %z = 0 et 3z = n, ïflz > 0. Soient P et Q deux points
correspondants, on posera 9îP = u et 9tÇ = v.
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Supposons pour commencer que v — ku. Nous allons construire dans
B une fonction analytique univalente / (z) = f(x -\-iy), telle que
|/(2)| = constante sur chaque segment PQ, et telle que

arg/(Q) — arg/(P) = rc.

Posons f(z) = rei<fi
y et r(P) = ^(IA); <P(W) est une fonction croissante

de u; r(x, y) est une constante sur la droite

— Ttx + y (Je — 1) u + TZ^ = 0 .
On a

dr{x,y) ^ ,du dr{z,y) = ,du
dx udx ' a^ Ma«/

et
d(p 1 dr d<p _^ Idr
dx r dy y dy r dx

donc
* ^ _ ^'du dep __&' du
~dx~ ~<Pdy dy~~~0dx

et sur un segment PQ

d'où

do;

~" /ft rrrfl* 1 \ * O S

donc
0'
0 [n* + u*(k— l)2] log £

ce qui permet de calculer 0 . On voit que l'on a
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donc que logr(x, y) est une fonction harmonique; f(z) — ré9 est donc
une fonction analytique. Elle est univalente; f(z) représente B sur un
domaine spirale intérieur à un cercle de rayon fini.

Considérons maintenant une relation plus générale

v — v(u) ;

on pose u = logr l s v = logr2 et on fait l'hypothèse que la fonction

H{rl9 r2) ~ log r2 — v(log rx) = 0

vérifie les conditions (H), que

H(—r2)— r J ^ O si ff(rx, r 2 ) - 0
et que de plus

«/(u) > i^i > 2 et v"(w) > 0 pour u>u0. (1)

II s'agit de représenter la bande B sur un domaine spirale D, au moyen
d'une fonction t = h(z), de manière que l'on ait

\h(u)\ = \h(v + in)\ ' u > u0

arg h(v + i^) —

cette représentation est possible. En effet, on représente la bande
0 < %z < n sur le demi-plan 3 Ç ̂  0 en posant Ç = log « et on considère
la relation

iï (rx, r2) ^ log r2 — v (log rx) = 0 ;

on représente la surface correspondante sur le cercle \t\ < c (^oo) , de
sorte que t = 0 si f = 0. Le point f = 0 est un centre de symétrie de la
surface, en ce sens qu'il existe une transformation biunivoque et con-
forme £* =: S(Ç), de la surface sur elle même, qui conserve f = 0 et
telle que £[£(£)] = £. On pose en effet, si S f ^ 0, £* = — f, et si
SC = 0, £ = — fa et CJ = — Ci ; le point Ç*(£, ^ ) est bien sur la
surface.

Dans le cercle \t\ < c, la transformation 8 donne une transformation
t* = ^(O) biunivoque et conforme, qui conserve le point t — 0; donc

et de plus
t =
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donc 0 — n> et t* — — t. Il en résulte que les domaines D et D* qui
correspondent à S f ^ O e t à S C ^ O s e déduisent l'un de l'autre par une
rotation de n autour de t = 0. Soit z = g{t) la fonction qui représente D
sur B. Considérons le cercle

\t\ =r<c

et les arcs de ce cercle intérieurs àZ>. Il leur correspond des arcs intérieurs
à B : l'un, MN, relie les deux droites y = 0 et y = n, les autres,
P\Qi> P^Qz, ••• relient chacun deux points situés sur la même droite,
alternativement y — 0 et Î/ = 7t.

Soit /(s) la fonction qui a été construite au début de ce paragraphe,

pour la valeur k = -~ , et soit

= log / fe r (0 ] ;

représente la partie de Z) extérieure au cercle 111 = r0 sur un domaine
7"1, dont l'aire est finie. Aux arcs du cercle 11 \ — r correspondent des arcs
intérieurs à F. Soit S(r) la longueur totale de ces arcs.

Evaluons la variation de ç?, argument de f(z) sur MN et sur PiQt.

On a d<p _ (&' 3^ d<p _ 0' du
dx~ 0 dy dy~~ 0 dx

Or
du_ nx(k—l) 2nx(Kx—2)
dy~[7

donc

dx [4««+^(jr1 —2)«] l o g 4
si ce > a?0 .

D'autre part

et

Sur MN 9 la variation Jç? de ç> vérifie donc l'inégalité

A<p>Kz log J-

où on a posé % = 9îM et ©1 =
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Soit un arc Px Q1 dont les extrémités sont sur y = 0 . Pour cet arc,

et ÎRQ2 = v(P3); et

Soit enfin un arc P2Q2 dont les extrémités sont sur y =
encore

Mais

puisque «'(«) > 1 , et v"(u) ̂  0 .

On en tire que

\ on a

Mais

et

donc

puisque J

Soit

alors

d'où

8{r)
^ > 1 .

2TT

ƒ \F'(
0

vl = v(P1)

> #3 % •

F' (t) si
0 si

t) \rd6> K

>KrPi

t est dans
t est hors

0

D
de D,

F'(t)\*rdQ>K\

27T
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L'intégrale du premier membre est bornée, puisqu'elle représente l'aire
d'un domaine intérieur à F; donc

f dr < K •J T 5'
il en résulte que r est borné, donc H{r1, r2) correspond à une surface du
type hyperbolique.

Prenons pour H = 0 la relation

H = e-^+e~e^_ 1 = 0

pour laquelle on a # ( — r2, —rx) = H(rly r2). On pose ^ — log rx,
# = log r2, et de H = 0 on tire

on voit que pour u>u0, on a v > 0 , vf>Kx > 2 et vn ^ 0. Donc la
relation H = 0 est du type hyperbolique.

Prenons dans le demi-plan 3 C ̂  0 la fonction

et dans le demi-plan S C ̂  0

Les surfaces i^! et F2 qu'elles définissent peuvent se souder le long du
segment (0, 1) qui correspond à l'axe S f = 0. Soit F la surface que l'on
obtient en soudant F± et F2 ; F est hyperbolique, car si | x et f2 sont les
affixes de deux points de 3 J — 0 qui donnent le même point de F, ils
vérifient la relation

donc la relation H = 0 que nous venons d'étudier.
On voit par là que l'ensemble des singularités d'une surface du type

hyperbolique peut être dénombrable, de même que l'ensemble des
singularités d'une surface du type parabolique peut ne pas l'être21).
Dans ce dernier cas, on arrive au résultat, en raréfiant suffisamment les
singularités ; dans notre exemple, c'est la dissymétrie qui donne à la sur-
face son type hyperbolique.

21) M. Valiron a déjà donné, par une tout autre méthode, des exemples de surfaces
du type hyperbolique, dont l'ensemble des singularités est dénombrable ; voir Comptes
Rendus, 198, 1934, p. 2065-2067, et J. de Math, pures et appl. 15, 1936, p. 423-436.
Pour les surfaces du type parabolique, dont l'ensemble des singularités a la puissance
du continu, voir le mémoire cité à la note 20).
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§ 19. Conclusions: quelques remarques sur la fonction H(r15 r2)

II y a un cas particulier où l'étude de la relation H {r1, r2) = 0 présente
un certain intérêt.

Considérons une fonction méromorphe w — f{z) dans le cercle
\z\ < B(^oo); soit w = co une singularité logarithmique de la fonction
inverse, A une portion circulaire dont le centre est la trace de co, et qui
contient la singularité co. On coupe la surface F de z(w) le long de la
frontière de A, et on représente A et F — A sur les demi-plans 3 f > 0
et 3 £ < 0 ; on suppose que pour les deux demi-plans la droite 3 f = 0
(moins le point à l'infini) correspond à la frontière de A. On définit ainsi
une fonction H.

Supposons que nous connaissions le type d'une surface F, ainsi qu'une
relation H = 0 obtenue à partir de F suivant le procédé donné ci-dessus.
Posons

H*(rl3 r2) ~H(rx+k sin rl9 r2)

avec 0 < k < 1. Quel est le type de la surface F* qui fournit H*2. Si on
peut montrer que dans tous les cas le type de F* est le même que celui
de F, on aura montré que la surface obtenue à partir de F en déplaçant
seulement une singularité logarithmique à l'intérieur d'une portion qui ne
contient que cette singularité, est du même type que F. Il convient de
remarquer que si l'un des théorèmes 22 ou 24 s'applique à H, il en résulte
que jff* est aussi parabolique.

La démonstration de l'identité des types de H et de H* établirait de
façon rigoureuse le principe de Bloch dans sa forme la plus simple,
relativement à une seule singularité transcendante.
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