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PREMIÈRE THÈSE

Sur les équations algébriques contenant
des paramètres arbitraires.

Introduction.

M. L a n d a u a donné1) le premier exemple de la détermination
«Tune région du plan complexe contenant toujours une racine d'une
équation algébrique, indépendamment de la valeur des paramètres
arbitraires qui y figurent.

M. Mon tel, dans son mémoire „Sur les modules des zéros des
polynômes" 2) a développé une théorie dont le point de départ est
le problème posé par M. L a n d a u ; il a mis nettement en évidence
la liaison étroite de cette partie de l'Algèbre avec le théorème de
P i c a r d - L a n d a u dans la théorie des fonctions. Nul doute que
dans Pavenir cette liaison ne s'affermisse davantage encore et que
l'étude algébrique conduise à des propriétés importantes des fonc-
tions entières et méromorphes, entre autres à une démonstration
d'un caractère réellement algébrique du théorème de P i c a r d - L a n -
dau , peut-être même de celui de M. J u l i a3).

Ce sont différents problèmes du type de celui traité par
M. L a n d a u que je tâche de résoudre dans ce travail, en me bor-

*) Annales iScientifiques de l'Ecole Normale Supérieure, 3e série, t. 24 (1907)

pp. 179—201

») Ibidem, 3e série t 40 «1923) pp. 1—34.
s) On consultera à ce sujet d'intéressantes suggestions de M. A n d r é B l o c h

«lans son livre: „Les fonctions hoiomorphes et méromorphes dans le cercle unité*

•«i© la collection: Mémorial des Sciences Mathématiques, pp. 4S—45.

1
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nant d'ailleurs au cas où les paramètres entrent linéairement
l'équation.

Un de mes buts principaux a été de développer, ou au moins
d'amorcer, le plus grand nombre possible de méthodes pour traiter"
les problèmes de ce genre nouveau. C'est pourquoi je me suis con-
tenté, dans quelques cas, d'esquisser les démonstrations ou même
simplement d'indiquer les énoncés, tandis que, dans d'autres cas, j e
n'ai point hésité à développer plusieurs démonstrations d'un même
théorème.

Le premier Chapitre a été écrit sous l'influence de la lecture-
du mémoire déjà cité de M. M o n t e 1 et se trouve en liaison étroite
avec ce travail. J'y étudie d'abord l'équation

1 4 - xp -f- at xn> + . . . - f ak xH* = 0 (p < nx <...

Je montre qu'elle a p racines de module inférieur ou égal à

V, nk

nt—p nk—p

Si Pon remplace 1 -f- ocp par un polynôme arbitraire de degré pT

ayant tous ses zéros dans le cercle unité, on a une limite supérieure
de module de p racines en supprimant le radical dans l'expression
précédente. Je précise un résultat de M. V a n V I e e k 1 ) , en indi-
quant une limite supérieure analogue dans le cas où la suite des
coefficients donnés est discontinue. J'entreprends ensuite une étude
détaillée de l'équation trinôme en retrouvant les résultats obtenus
antérieurement par M. H e r g l o t z par une méthode différente2)^.
Je termine ce Chapitre par un examen compte* de l'équation qua-
drinome en m'oceupant non seulement des modules des racines, mais
aussi de leurs arguments. Dans certains cas, je parviens à délimiter
les secteurs circulaires de soin met origine qui sont les plus petits
possibles contenant toujours une racine de l'équation.

Dans le deuxième Chapitre, j'amorce l'étude des équations du

a1P1(*) + . . . + akPk(x) = O

où les polynômes P1(x) •?*(#) ne sont plus complètemeot déter-

*) Bulletin de la Société Mathématique de France. Décembre 1925.
2) Leipz. Berichte t. 74. (16 janvier 1922).
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minés comme daos le Chapitre précédent ; on ne suppose connus
que leurs degrés et les régions i? J 5 . . . Rk, qui contiennent respecti-
vement tous leurs zéros. Le principal résultat obtenu est le suivant:
Si un polynôme P (x) de degré p a tous ses zéros contenus dans le
cercle de rayon P, un polynôme Q(x) de degré q^>p a tous ses zéros
contenus dans le cercle concentrique au p> écédent et de rayon Ç, cha-
que polynôme Pfx) -f- aQ(x) a p zéros dans le cercle concentrique aux
précédents de rayon égal au plus grand des nombres

Q et

la limite pouvant être e fictivement atteinte.
Comme application j'obtiens l'énoncé : un polynôme de degré n

qui prend p fois une valeur au point a et qui ne prend cette
valeur en aucun autre point du cercle .r— a <^R est nécessairement

p p
p-valent dans le cercle \x— a << .R; le coefficient est le plu»
grand possible.

Je termine le Chapitre en établissant la proposition : Le produit
de k polynômes de la forme btx

p* -\- atx
n* (i= 1, 2,.. Je) resp. Px,Pty..pk

valents dans le cercle x <^B est (p1 -J-p2 -)-••• ~\~Pk) valent dans le
même cercle.

Le troisième Chapitre est consacré à l'étude des relations qui
existent entre les zéros des polynômes et des fractions rationnelles
et ceux de leurs dérivées.

J'établis d'abord des lemmes fixant les limites supérieures exactes
des modules de tous les zéros des expressions

P(x) P"(x) — 2P'*{x) et P(x) P"(x) — P'Hx)

lorsqu'on sait que tous les zéros du polynôme P(x), de degré donné,
sont contenus dans le cercle unité.

M. S z e g ü a démontré1) le théorème suivant: Si un polynôme
P{x) de degré n a tous ses zéros dans ïe cercle unité, les racines
de l'équation P(x) -\- a P' {x) = 0 sont contenues, ou bien dans le
cercle unité, ou bien dans le cercle x-\-na ^ 1 En m'attachant
systématiquement à formuler des énoncés dans lesquels les valeurs

*) Mathematische Zeitschrift t 13 (1922) Cette proposition a été généralisée
depuis.
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des paramètres n'interviennent pas, je suis arrivé à la conclusion
que toutes les racines de F équation précédente;, sauf une au plus, sont
contenues dans le cercle x ^ y2 si n est pair et

si n est impair, les nombres que j'ai indiqués étant les plus petits
possibles.

M. K a k e y a a établi l) une proposition que l'on peut regarder
comme une généralisation d'un théorème classique de G a us s et de
L u c a s . Si un polynôme de degré n contient p zéros dans un cercle
de rayon i?, le polynôme dérivé en contient au moins ( p — 1) dans
le cercle concentrique au précédent et de rayon tp(n} p) .B. M. Ka-
k e y a a d'ailleurs établi que

sin
n

J'ai étudié* en détail le cas de p = n — V et j 'ai abouti à l'iné-
galité

n

Fégalité ayant lieu lorsque n est impair. J'aborde ensuite l'étude des
fractions rationnelles; cette partie de mon travail se rattache aux
travaux récents de M. W a l s h2). M. W a l s h suppose que les
zéros d'une fraction rationnelle sont contenus dans un domaine cir-
culaire C, que les pôles sont contenus dans un autre domaine cir-
culaire K et il délimite alors les régions contenant les zéros de la
dérivée. Je me suis proposé de résoudre dans quelques cas simples
le même problème, en supposant toujours que les zéros de la fraction
sont contenus dans un cercle C, mais en ne faisant aucune hypo-
thèse sur la situation des pôles dont le nombre seulement et évent.
les ordres de multiplicités restent fixés. Dans ces conditionsj il est
visiblement impossible de délimiter les régions contenant tous les
zéros de la fraction dérivée, mais on peut se proposer de recher-

«) The Tohoku Math. Journal t 11 (1917.
•) Transactions of the American Mathematical Society t. 22 (1921).
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cher les rayons de cercles CUC2J. . concentriques à G qui en con-
tiendraient toujours un certain nombre. Il est curieux que, dans
certains cas du moins, le cercle G lui-même contienne un certain
nombre de ces zéros.

En terminant ce Chapitre, je démontre un lemme qui sera peut-
être susceptible d'applications algébriques. Etant donnés n points dis-
tincts, tous sur la périphérie ou à l'intérieur d'un cercle, il existe
toujours une traiibformation conforme du cercle en lui-même, telle
que le centre de gravité des transformés des points considérés oc-
cupe une position arbitrairement choisie à l'intérieur de ce cercle.

Je suis heureux de pouvoir exprimer ici mes sentiments de re-
connaissance à M. E m i l e B o r e l qui a bien voulu s'intéresser
à mon premier travail scientifique. Je remercie aussi MM. J a c q u e s
H a d a m a r d et H e n r i L e b e s g u e de l'accueil bienveillant qu'ils
ont fait à mes notes (résumant les résultats de ce travail) en les
présentant à l'Académie des Sciences. Mais je tiens surtout à ex-
primer à mon cher maître. AI. P a u l Mon tel , ma profonde grati-
tude pour tout ce que je lui dois et, en particulier, pour les conseils
très précieux qu'il m'a prodigués et l'effort qu'il n'a pas hésité
à me consacrer.

CHAPITRE I.

Les théorèmes de M. Montel et leurs analogues.

1. Le théorème de L a n d a u : L'équation

1 _|_ x - f axn = 0

a toujours une racine de module inférieur ou égal à 2. cette limite
n'étant atteinte que pour l'équation

— a été généralisé par différents auteurs parmi lesquels il faut citer
particulièrement MM. Mon te l , F e j é r . H e r g l o t z e t V a n V l e c k .
MM. M o n t e l et F e j é r ont établi, indépendamment l'un de l'autre,
que l'équation à (k -f- 2) termes :

l-\-x + alar* + ... + akjf'< = 0 (n,

a toujours une racine de module ne dépassant pas (k -f- 1) et que
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cette limite est atteinte. M. If e jér a démontré en même temps que
l'équation :

l + a f + a1^ l + .. -\-akx"k = O (p < nx <nt < . . . < % )

a toujours une racine de modale ne dépassant pas

hnt—p nk—p

M. Montel a établi que l'équation:

a toujours efew3? racines de module ne dépassant pas [/Ct^ ©* ü a dé-
montré de plus que l'équation générale:

1 _|_ x
p + ax ,r

n* + . . . + ak xn* = 0

a toujours p racines dont les modules ne dépassent pas un nombre
qui ne dépend que du nmnhre des termes de lyéquation. Il a ajouté que

p

cette limite est probablement égale à ^0^. Nous appellerons dans la
suite ce théorème: „le premier théorème de M. Montel".

M. Montel a généralisé davantage encore en faisant voir que
l'équation :

4 . Qj x _ } _ . . . _|_ aj) xp _|_ ap+i 3,VH 4 - . . . -f- ap±k_, xnp+*-i = 0

dans laquelle a15... ap sont des nombres fixes a toujours p racines
dont le module est inférieur à un nombre fixe (p (au..., ap. Je) né
dépendant que de at, a2,..., ap et du nombre des termes du polynôme1).

Nous appellerons cette proposition „le deuxième théorème de
M. M o n t e l " .

La lecture du mémoire de M. M o n t e l contenant les résultats
cités*) a été l'origine d'un travail de M. V a n - V l e c k , inséré au
Bulletin de la Société Mathématique de France ( Décembre 1925).
Dans ce travail. M V a n V l e c k a établi 7,le premier théorème de
M. Mon t e l " dans le cas particulier où la suite p^nlyn%>..nk ne

*) M. Montel a d'ailleurs établi un théorème encore plu* général dont nous
ne nous occuperons pas dans ce travail

f) Annales Scientifiques de TEcole Normale Supérieure, janvier 1923, pp. 1—S4.
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présente pas de lacunes (elle se réduit donc à p, p -\- 1,..., p-\-ky.
Il a attiré l'attention sur l'existence de théorèmes analogues lorsque
la suite des coefficients donnés n'est plus une suite continue:
ax, aS9... aF, mais est de la forme: a^ a2,,.. a^. ap+m (ap+m 4 1 0) *).
il a établi notamment l'existence, dans ce cas, d'une limite supé-
rieure du module de p racines ne dépendant que des coefficients
donnés et du degré de l'équation Cependant, en réalité il y a ici
aussi une limite ne dépendant que des coefficients donnés, de m
«t du nombre des termes de l'équation 2).

Dans ce Chapitre nous nous occuperons d'abord des trois pro-
positions qui rentrent respectivement dans l'ordre d'idées du pre-
mier et du deuxième théorème de M. M o n t e 1 et du problème posé
par M. Van-Vleck.

Après avoir esquissé la démonstration de ces théorèmes géné-
raux, j'étudierai en détail l'équation trinôme

1 -^ x9 + a xn = 0

<«t l'équation quadrinome

««n précisant encore davantage l'énoncé de la première proposition.
2. L'équation 1 - j - xp -\- ax x

ni + . •. + a* x"k = = 0 (i? <C Mi <—<C w*)
«ö toujours p racines de modules ne dépassant pas le nombre

y
Nous verrons, en étudiant Péquation trinôme 1 -f- xp - j - <

cette équation a toujours p racines de modules ne dépassant

y et que ces racines varient d'une manière continue lors-

que a décrit, dans son plan, une demi-droite passant par l'origine

*) Cependant M. Montel a aussi établi un théorème dans cet ordre d'idées,
•Cf. le mémoire cité p. 7.

*) On peut l'établir par la voie indiquée par M. Montel; cf. p. 21 de soa
3Cémoire cité.

3) J'ai énoncé cette proposition dans une Note présentée à l'Académie des
Sciences de Paris le S Décembre 1923.
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ou, en d'autres termes, que le cercle

X
- - n—p

contient p régions simplement connexes, n'empiétant pas l'une sur
l'autre, chacune d'elles correspondant, en vertu de Péquation

1 _|_ xp _J_ a x
n = 0

biunivoquement au plan des a découpé suivant une certaine demi-
droite passant par l'origine. La limite est atteinte pour p équations-
et pour p seulement qui ont une racine double

X — d> 1/ {€f =
\ H— pK

1)

et (p — 1) racines de module moindre. Les autres racines ont leur»
modules supérieurs.

Supposons démontré que l'équation:

l + * ' + o1aT' + ... + at_, x""-i = 0 (p < « , < .
ait toujours p racines de modules ne dépassant pas

variant continûment lorsque, si a, — a',-{-ia',' (s = 1, 2, ...h — 1) l&
point M (aï, aï',... a^_1? ai'_,) décrit une demi-droite passant par l'ori-
gine de l'espace à (2k — 2) dimensions des coefficients a\, a" et fai-
sons voir que Ton peut remplacer (k—1) par h.

En posant ak = Q ea, k réel, nous allons considérer les courbes-
T décrites par les racines de Péquation

(1) f(x)=l+xp+a1 r " 4 - . . . + afc*"* = 0
lorsque, Ö I , . . . » * ^ restant constants, A ne prend que deux valeurs
déterminées: A et X -\- n et ç varie arbitrairement (Q^>0).

En posant je == r etö, égalant à zéro la partie réelle et imagi-
naire dans l'équation (1) et en éliminant Q, OU obtient l'équation des.
courbes F en coordonnées polaires:

P (r, 61 A, a,,... a;i,) = sin \{nn —p) 6 + X] rp + sin [nk 6 + A] -f
i

sin [(Wjk — n.) Ö + i j — a," cos [(Wjk — w<) ô + i]} = 0.
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D'après le théorème de M M on te l , si au a% afe_l5 Â restent fixes
et si Q varie de 0 à -)- oo, il y a p racines qui restent en module
plus petits qu'un nombre fixe K (ne dépendant que de k) et décri-
vent des arcs de courbes continus allant des affixes des racines de
l'équation

1 - j . xp _J_ at xn* 4 - . . . + ak_xx
n*-± = 0

k l'origine. Pour quelles valeurs de a1? # s , . . . ak_x les modules de ces
racines sont-ils les plus grands possibles?

Regardons pour un moment A et 6 comme fixes. L'équation (2)
définit alors le module r des racines comme une fonction bien dé-
terminée dans l'espace (2 k— 2)-dimensionnel des paramètres a[^ a[\..
«JLij 0*~i t a n^ q u e i 'on n e traverse pas Thypersurface Â = 0 obtenue

en éliminant r entre P=0 et = 0 . Ces fonctions atteignent leurs

plus giandes valeurs (celles au moins qui nous intéressent) sur
t hyper sur f ace 4 = 0.

En effet, si Ton avait un maximum pour r, on devrait avoir

_ = _ — . . . — -,— = 0 ce qui n'est pas possible. Il n'est pas
dax 9a^ cuk-\
possible non plus qu'une telle valeur soit approchée lorsque le point
de coordonnées (a'u a\\ .. a'kLi) s'éloigne indéfiniment sur une courbe
jûe cou[ ant pas 4, car il existerait alors un maximum relatif sur
l'hypersphère:

On devrait avoir

en tenant compte de

gp 9P 9P Vi-
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L'équation (2) devient alors:

%m[(nk—p)6+A] f*+ain(nk6-\-A)±R>-*>Vl + t 5 ^ = ^ ^ = 0 ,

égalité impossible si r~^\ et E suffisamment grand.
Ainsi, les plus grandes valeurs de r sont atteintes lorsqu'on

9Pa aussi -r— = 0. Revenons aux courbes décrites par les racines.
9r

lorsque au ai}... a&_i5 A sont constants et que ç varie de 0 à -f"00»

si 4= 0 nous aurons un point ordinaire de la courbe avec — = 099 r dr
9Pqui ne peut évidemment pas fournir un maximum. Si --- = 0 on

a un point multiple de la courbe1) et ceci entraîne y / ( r )=r0 .
En définitive, les plus grandes valeurs des modules sont at-

teintes pour les x satisfaisant à une des équations :
j-—i

(3) <pt_-t(x)=l+x'

(4) Vt-,(x)=nJ(x)— as/'(x) = n4+K— p)x"+JP(nt — n,)aix"> = 0

et ces deux équations ont toujours, d'après l'hypothèse, p racines
de modules non supérieurs au nombre

nt—p nk—pm

L'élimination de x entre <pk-1(oc) = 0 et ^„^(V) —0, resp. tpk_1(x) = O
et tp'k^l(x) = 0 définit dans l'espace (2k — 2) dimensionnel des para-
mètres réels a[) a[\..., ai'_, une multiplicité à (2k — 4) dimensions que
nous appellerons Dk_1. Soit M le point représentatif du système des
valeurs des paramètres a[, a{\... a'k'_^ . pour lequel le maximum du
module de p racines est atteint et supposons d'abord que le seg-

J) Nos courbes ont des propuétés analogues aux courbes „trajectoires* étu-
diées par M. de l a V a l l é e P o u s s i n (Annales de la Société Scientifique d©
Bruxelles 1902) Par un point multiple d'ordre n il passe toujours n branches

de la courbe se coupant sous de» angles tous égaux à —.
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ment reetiligne OM (ouvert en 0, fermé en M) ne contienne aucun
point de Dk__t. La racine x de module maximum est, d'après ce
qui précède, en même temps racine de Tune des équations (3) et
(4). Déplaçons M vers l'origine Mir le segment OM. A chaque po-
sition de M correspond une racine commune de l'équation étudiée
ƒ*(#)= 0 et de (3) resp. (4) qui décrira un arc continu et d'autre
part restera à l'intérieur du cercle Ck de rayon K. Il s'ensuit que
Parc en question aboutira à une des racines de l'équation 1 -f- xp = 0
resp nk-\-(nk— p)x1 = 0 et pénétrera par conséquent, à partir d'un
certain moment, dans le cercle CR de rayon R Au contraire, les
racines de (3) resp. (4) ne faisant pas partie du système de p ra-
cines défini p. 548 sont sûrement en dehors de Ck% si M est suffisam-
ment rapproché de l'origine. Donc, notre racine x fera partie du sys-
tème des p racines dont il a été question. Il ne pourrait pas y avoir,
pendant le trajet de Jf, d'échanges entre les différentes racines puis-
que OM ne contient pas de points de Dk_ v On en conclut donc^
conformément à l'hypothèse que, même dans sa position primitive,
la racine x a son module moindre que E.

Supposons maintenant que OM contienne des points de Dk_t.
Soit N le point de T)k_x situé sur OM et le plus éloigné à l'origine.
Nous déplacerons M jusqu'à la position N et nous remarquerons
que x satisfait alors à l'une des équations ne contenant plus que
(k — 2) paramètres :

(5) çp&_2 (x) = n*_! ç w (x) — x q>k_x (x) =
4—2

î= w*-i + K - i — p) x'p

(6) Vt-a (x) = w*-i #*-i ix) — x Vi-i 0*0 =
*—2

= nh nk^t -f- (nh —p) ( « M —mp) xp -f- J£{nh — nt) ( w w — nt) atx
Wt = 0.

Nous considérerons maintenant le point JV' de Pespace à (2k — 4)
dimensions qui correspond au système des valeurs (a[,a'î. . . a*!_2)
vérifiées aussi au point Ny et nous supposerons encore d'abord que
îe segment ON' de cet espace ne contient aucun point de la mul-
tiplicité IV_2 qui s'obtient en éliminant x entre (pk^(x) = 0 et
<pk-<i{x) = i) et entre tpk 2(.r) = () et \p'k 2(x

x = 0.
On déplacera alors .V' vers l'origine, en déterminant à chaque

instant «*_, et a* de manière que tpk_l (x) = 0 resp tpk^1(x) = 0 et
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f(x) = 0 soient vérifiées. La racine x décrira encore un arc con-
tinu restant à l'intérieur de Ck et pénétrant à partir d'un certain
moment dans Cu. On voit donc en répétant deux fois le raisonne-
ment précédent que. d'abord dans la position correspondant au
point JV (ou AT/) et puis, même dans la position correspondant au
point M, le module de x ne dépassait pas R *).

On voit clairement comment on continuera, en aboutissant au
besoin à l'espace des paramètres a[, a[\ à deux dimensions seule-
ment. Or nous verrons directement en étudiant l'équation trinôme
que lorsque le point (a[. a") décrit dans la direction de l'origine-
une demi-droite passant par l'origine rencontrant ou non Dx qui se-
réduit* à un nombre fini de points, la racine augmente indéfiniment,
si primitivement son module était supérieur à R.

La marche de nos raisonnements montre que les p racines de
modules moindres que R varient continûment lorsque le point M
de coordonnées a[. 0", ... a'kJ a'î décrit une droite passant par
l'origine

Remarquons encore qu'il résulte des raisonnements qui précèdent
et de l'étude de l'équation trinôme que dans le cas particulier où il
n'y a pas de lacunes (w, = p -f- i) une seule racine au plus parmi
les p premières (les racines étant numérotées dans l'ordre des mo-
dules croissants) peut atteindre la limite qui a été déterminée qui

p

se réduit dam* le cas particulier considéré à [/CĴ *.
Si l'on considère les degrés nx comme arbitraires, la limite

p

y.
atteint sa plus grande valeur pour le système % = p - | - l r . Jnk-=

p

et se réduit alors à |/C*+& ^ Je -f- 1 2).

Nous au ons voir que la limite yC$+k est toujours atteinte pour p
polynômes et pour p seulement.

*) On suppose la proposition déjà établie non seulement pour (h — 1) para-
mètres mais aussi pour (k — 2), (k — 8),.. paramètres

2) M. Wal s h a établi dans une Note du t. 176 des C. R. que l'équation a toujours
p racines moindres en module qu'un nombre gp(&-f-l) indépendant de p.

On a donc
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Au lieu de commencer par établir l'existence des polynômes
pour lesquels la limite est effectivement atteinte, j'admettrai par
contre a priori cette existence, j'en déduirai les propriétés et la
forme nécessaire de ces polynômes et je vérifierai ensuite que, pour
eux. la limite est bien atteinte.

J'appellerai, dans la suite, le polynôme de la forme

1 + ^ + a1^
p+14-... + akx

p+k

p

dont le p-ème zéro a \Cp+k pour module le „polynôme au module
maximum" et je le désignerai par Pp^k(x).

Si une racine x atteint la limite elle sera aussi, d'après ce qui
précède, une racine de l'équation tpk_x(x) = (p-\-h) f(x) — xf'(x) = 0.
En reprenant le même raisonnement avec ipk-x{x) on voit que x
doit être aussi une racine de

... et ainsi de suite. Par conséquent x doit être une racine (k-\- l)-ple
(mais non pas (le -f- 2)-pie) de l'équation. En combinant ce résultat
avec la remarque de la p 552 on voit que le polynôme au module
maximum Ppk(x) doit avoir les propriétés suivantes:

p

il existe une racine (k-\-l)-p\e de module ^6>+fc, les (p— 1)
racines restantes ont leur module moindre. Ceci posé, on voit bien
maintenant que l'équation */>fc__i(#) = 0 doit être elle-même, après le
changement de variable

la ramenant à la forme canonique, une „équation au module ma-
ximum". Nous obtenons par conséquent la relation suivante:

qui, conjointement avec la condition P^^O) = 1 détermine sans am-
biguité Pp^k(x) si l'on connaît Ppk__1(x).

D'ailleurs dans le § consacré à l'équation trinôme nous verrons
qu'il y a p et p seulement Pp^(x) et nous les calculerons facile-
ment. L'équation différentielle (7) permet de former les relations
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de récurrence entre les coefficients des Pp%h(x) successifs. Le coeffi-
cient de la plos haute puissance xp+k n'est pas donné par ces for-
mules, mais il est aisé de le calculer directement.

Après avoir ainsi formé Pp^(x\ Pp^{x)^... je me suis aperçu
que la forme générale des P^k(x) doit être la suivante:

X* Xp

+ + 6>ïi
p

On a posé ici q> = f^C*+Jk, £ désigne une racine p-ème de (—1) ^
L a vérification est immédiate.
Les coefficients de a*, a?2 , . . . , CT1*"1 doivent être nuls, celui de x*

égal à l 'unité en vertu des relations connues entre les coefficients-
binomiaux. Si l'on pose

x
coq)

le polynôme entre crochets devient :

Cl+,u* f ... +

Ce polynôme en u h coefficients positifs et croissants a, d'après-
un théorème de M. Kakéya , tous ses zéros moindres que 1 en
module. Donc le polynôme entre les crochets a tous ses zéros moindres-

v

que y C*+k en module.
On peut aussi considérer dans l'équation

1 -{- %p + ai °°ni "h • • • + akxf>k = 0

les degrés nt comme fixés et se demander si la limite
p

y.nt—p nk—p

est toujours atteinte? Il en est bien ainsi dans le cas de Féqua»
tion trinôme, mais déjà dans le cas de l'équation quadrinome nous

f) Cette forme de Pflt fc (x) a été obtenue par ane voie différente dans l'article
cité de M. Van VI©ck.
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verrons des exemples où la limite exacte est inférieure. D'ailleurs,
on peut voir indirectement que cette limite ne peut pas être atteinte
dans tous les cas, de la manière suivante: M. Montel a démontré
le théorème :

L'équation

1 + x" + ax x
p+« + ... + a,_! xp+ik~l* = 0

a toujours p racines dont le module ne dépasse pas un nombre
ûxe indépendant du q et du nombre des termes du polynôme lors-
que q ne divise pas p.

Le produit infini

étant divergent dans le cas actuel, on voit bien que ce théorème
est incompatible avec l'hypothèse suivant laquelle notre limite serait
toujours atteinte.

J'ignore la valeur exacte de la limite dans le cas général: pro-
bablement il y a beaucoup de cas à distinguer suivant la largeur
des lacunes et peut-être aussi les propriétés arithmétiques de la
suite des nt. La proposition qui suit sera probablement utile dans
la recherche de cette limite.

Remarquons d'abord que, si la limite

j p n% p

est atteinte, on est en présence d'une racine (A: —[— l)-ple de module
R de l'équation proposée. (On le voit exactement comme à la page
553). Au contraire, si la limite exacte de module, soit Q7 est in-
férieure à R il n'y a plus de racine (&+ l)-ple de module Q, car
on vérifie sans peine qu'une telle racine est nécessairement de mo-
dule R. On peut cependant montrer que:

Si Q e^t la limite supérieure exacte des modules de l,2,...(jo—1)
ou p racines de l'équation

lorsque les a< sont arbitraires et les degrés n% Jixés^ il existe toujours
une équation de cette forme pour laquelle la limite est atteinte et qui



16 M. Biernacki: [556J

a au moins (Je -f- 1) racines de module Q*), à moins que, pour une
telle équation y Von ait ak = 02

t.
Supposons le contraire et d'abord, pour simplifier Pexposé, que

les racines #1? x%J..., xk__q (q ̂  0) de module Q soient toutes distinctes
Considérons en outre q autres racines quelconques xlt^q+lj..,xk_1%xk.
Si le déterminant:

j xll . . .

était différent de zéro on pourrait résoudre le système des équations:

(8)
x\ a, a? + ... + ak *ï* = 0

afcaî» — 0

par rapport aux ai et Ton pourrait donc imprimer aux xlr x%,...,xk ^
de petits déplacements de manière que |a?ij > < ? , . . . \xk_q\ > Q: la
limite serait plus grande que Q.

Ce déterminant est donc nécessairement nul.
Il faut en plus que le rang r de la matrice:

(M)
t -f x\

\ -\- xp
k x\x

soit inférieur à &, autrement le système (8) fournirait des valeurs
infinies pour certains coefficients a,, l'équation proposée aurait donc nt

racines nulles au moins, ce qui n'est pas le cas. Alors les r pre-
mières équations (8) p. ex. entraînent les (Je—r) suivantes, quelles
que soient les valeurs des at. D'ailleurs les matrices:

et (N)

sont aussi de rang r 8), il existe donc une équation eo y de la forme:

*) Les racines sont comptées avec leurs degrés de multiplicités.
*) La proposition pourra vraisemblablement être complétée, cf. page 579.
a) Cf. K o w a l e w s k i , Déterminants.
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. . . ynf*r

= 0

ai n'est pas identiquement nulle. Cette équation a au plus
in^ — nt -m k) racines différentes de 0 et de xx,... xk. Or Péquation
étudiée

l^af^alXn^t,t + akx^ = O

•a (nk — k) de telles racines et nk — k > n^ — w, — k. Il existe donc
une' racine xf, \xj\^= Q, de cette équation telle que D(x})^0*
Alors la matrice:

r? . . . a?;*

-est de rang (r -f~ 1). Le système

= = 0

•akx
n

r* = 0 ,

est résoluble par rapport aux at: on peut imprimer aux ~xt de petits
déplacements arbitraires et déterminer les at correspondants variant
d'une manière continue. Nous pourrons alors, en maintenant fixées
les racines #,, x2, . , xr (et par conséquent aussi xr+lJ...xk) déplacer
•continûment x} vers la circonférence \x\ = Q en évitant les racines
de D(y) = 0 et en déterminant à chaque instant les at correspon-
dants par le système (9) de manière qu'ils varient aussi d'une ma-
nière continue Si pendant ce déplacement une autre racine x, ac-
quiert le module Q nous nous arrêterons là, dans le cas contraire
nous ne nous arrêterons que lorsque \x,\ = Q De toute façon nous
obtenons une équation pour laquelle la limite est également at-
teinte et pour laquelle le nombre q est diminué d*une unité. En
répétant au besoin l'opération on arrive au cas q = 0 et enfin au
«as où il y a (& 4 1) racines de module Q.
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Les raisonnements sont à peu près les mêmes si quelques une*
des racines de l'équation étudiée sont multiples, il faut seulement
remplacer un groupe de i équations identiques correspondantes à une-
racine multiple xt d'ordre i : 1 -f" xp, - j - «i x"1 -f-... -(- ak x*k = 0 par
cette équation à laquelle on adjoint ses (i—1) premières dérivéesr

1 -f- xi -f- ai x? + • •• + a*x> = 0
p&? -f- nx ax x? -f-... + nk ahx** = 0

pip—l) ... (p — nl(n1—l) ... (n, -
— i 4- 2)a»aC* = 0.

Il semble d'ailleurs probable qu'eu général le nombre des ra-
cines de module Q est précisément (fc-f~l); cependant il peut lui
être supérieur: tel est le cas de l'équation

l -\- x -\- a^ xB -\- a% x* = 0.

Le résultat que nous venons d'obtenir permet de dérnootrer-
presque immédiatement le premier théorème de M. M o n t e l dans le
cas particulier oü il n'y a pas de lacunes l). Je me contenterai d'in-
diquer rapidement le principe de cette méthode qui s'apparente
à celle de M. Van Vleck de près et qui est, comme cette der-
nière, impuissante à établir la proposition dans le cas plus difficile^
où il y a des lacunes. L'élimination des a{ entre les (&-f-l) équations:-

fournit

= 0.

En divisant le 1er membre par le déterminant de V a n d e r -
monde, il vient:

(10) (x» # 8 , . . . , xk+1)

*) Cette locution signifiera toujours dans la suite: il n'y a pas de lacune»
après le terme xp,
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F étant une forme homogène de degré

une forme homogène de degré

[2n<
Si, en particulier, nx = p -\- 1, ... nk — p -}- fy <P = 1, F est de

degré kp. Appelons Sp(xïy x2j..., x,) la fonction homogène symétri-
que complète de degré p de xucci,...,a;8j dont tous les coefficient»
«ont égaux à t, posons par ailleurs $0 = 1, #_ |= 0 si l > 0. Si
p. ex. k = 2 il vient :

On voit immédiatement que chacun des ^^—^ \ (^ _|» 2) termea

de ^p^x^u a;,). Sp(x^ x29 a?8) est représenté aussi parmi les

termes de Sp(xux2). Sp(xu x^ xz) donc F contient \£j3LjS£nLJ.

termes dont tous les coefficients sont égaux à 1 et où chaque va-
riable entre avec la puissance p au plus (p. ex. si

/y\ —-—• 1 Tp />• /y 1 /v. /y« I /yi /y» \

p — A ± — Xj x2 -\- xt JUZ - j - x 2 u>8;.

Donc,

De même l'on a généralement:

,, a?£, a?8), flfr (xu xtJ x$), . . . , 5,^(0?!,

C?est une forme homogène de degré kp où chaque variable entre
avec la puissance p au plus et où tous les coefficients sont 1. On en

a*
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tire comme précédemment

S'il y a des lacunes. <P contient effectivement des variables et
l'équation (10) peut s'annuler pour des systèmes de variables #«
satisfaisant aux conditions \xl | = \x% | = .. = \xh±1\ = Q, Q étant
aussi grand que l'on veut la méthode ne peut donc donner aucun
résultat *).

La proposition du début de ce § entraîne évidemment immé-
diatement quelques conséquences pour les fonctions transcendantes *).

Ainsi, la font tion entière transcendante

a0 + af,x
p -f aMlx

ni - j - a^xn* -f-... ip < w, < nt <...)
oo

où ap =|= 0 et la somme^ — converge et a la valeur S, prend toute
i—1

valeur c p fois au moins dans le cercle de centre à Vorigine et de

rayon

3. La méthode de démonstration exposée au § précédent per-
met aussi d'obtenir un résultat dans l'ordre d'idées du „deuxième
théorème de M. Montel" (cf. p. 546). Il résulte d'un théorème
plus général qui sera établi au Chapitre II de ce travail que,
si tous les zéros d'un polynôme de degré p : P(OL) sont contenus dans
le cercle unité, le polynôme P{x) -\- axn ip <C n) a toujours p zéros

dans le cercle \x\ ^ . Remarquons seulement qu'ici aussi, les
» « ̂  n —p ^ ^

p zéros varient d'une manière continue lorsque a décrit une demi-
droite dans son plan de 0 à oo. En effet, il résulte de la démons-
tration du chapitre cité que, si x décrit la circonférence \x\ = —

r i ? i i n—p

( P(x) \ i Pix) \> décroît sans cesse et < —— } tourne
X* f \ Xn f

*) Le travail de M Pel let inséré aa t. 48 du Bulletin des Sciences Mathé-
matiques contient d'intéressants rapprochements entre les équations possédant des
lacunes et celles qai en sont dépourvues.

*) Poux 23=1 elles ont été signalées par M. Fejtfr.
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Fig. 1.

donc (n— p) fois autour de l'origine constamment dans le sens né-
gatif en décrivant une courbe 0. Si le point d'affixe a décrit une
demi-droite en partant de Forigine le nombre de fois que la courbe
C l'entoure ne peut que diminuer c. à. d qu'il y a des racines

tiqui entrent dans le cercle la;) = mais aucune qui en sorte.^ ' n — p
Dès lors, pour trouver une limite supérieure de module de p ra-

cines de l'équation

P(x) -f- at *"' - f atx
n* + .. - f akx

n* = 0 (p < nx < n% < ... < <>

où tous les zéros de P(x) soient contenus dans le cercle unité, on n'a
qu'à reprendre les raisonnements du § précédent.

Si
f(x) = P{x) + a, tf* + .- + <**«?*

on formera donc l'équation

nkf{x)—xf'{x) = Q

qui sera de la forme :

[nkP{x) — xF\x)\ -f a! xn* f- ... + a^x"*-! = 0.

Une transformation homographique permet de constater que tous

les zéros de nkP(x)—xP/(x) ne dépassent pas — *- en module.
nk — p

Dès lors on procède par induction et Ton obtient le résultat suivant:

L'équation :
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a toujours p racines dont le module ne dépasse pas le nombre

nt — p nt — p nk—p *+

où E est module de la racine du plus grand module de Véquation

a0 -^- atx -\- ...-{- apaf = 0.

(Si p > 1 et h > 1 aucune des limites de l'énoncé n'est atteinte).
Ceci est à rapprocher du résultat de M. Van Vleck :

L'équation :

a, + axx 4-... + apx* + a^x^1 -f ... ans« = 0 (a, # 0)
a toujours p racines dont Je module ne dépasse pas la racine positive
de Véquation:

La proposition que nous venons d'obtenir permet d'énoncer un
résultat relatif à la théorie des fonctions entières transcendantes:

Une fonction entière transcendante de la forme

a0 + ax x
n* - f a% a?- -f- . . . (nt < nt < ...)

oo

oè Ja 5̂ ri<? \^ - converge prend, une infinité de fois, toute valeur

(c. à. d. ne possède pas la valeur exceptionnelle de M. P ica rd ) 1 ) .
Soit c une valeur quelconque et m un entier positif arbitraire-

ment grand. Choisissons un indice s assez grand pour que na^>m.
Si M désigne la limite supérieure du module des» racines de l'équation:

— c -f- a0 -\- a, x^ -f-. . -(- as r
M* == 0

et P la valeur du produit infini convergent

*) II résulte des recherches de MM. B o r e l et L i n d e l o f

le cas d'exception de M P i c a r d et même celui de M. B o r e l ne se présentent
pas Notre condition est plus générale II y a lieu aussi de rapprocher cet énoncé
de quelques résultats récents de M. S a x e r .
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une équation de la forme:

4- . . . -|~ akx
n* — 0

aura m racines au moins de module non supérieur à BPy quelle
«jue soit la valeur de k. En faisant augmenter Je indéfiniment oa
-conclut à l'exactitude de l'énoncé.

4* M. V a n V l e c k a démontré, dans le mémoire cité au § l t

la proposition suivante:
L'équation:

1 + apaf
-f-ön^* = O

4i toujours p racines dont le module n'est pas supérieur au nombre

C*?+p et cette limite est d'ailleurs atteinte.
Je me propose de préciser cette proposition :
1° en faisant voir que la limite ne dépend que du nombre des

termes de l'équation, de p et de m et non pas du degré w,
2° en indiquant une limite supérieure moins élevée lorsqu'il

j a des lacunes.
En reprenant notamment avec quelques modifications de détail

la méthode de démonstration du § 25 on obtient l'énoncé suivant:
L'équation:

-f- c2 xn* + ... + ckx
n* = 0

(p < m < qt < . < q8 < p + m < nt < nt < ... < nk)

4i toujours p racines de module non supérieur au nombre:

— çs nt

<(*
ow considère l'équation:

x* + ... + ^^9s + ^^^4"^ ̂  +***+••• + **> = 0
cf. 1© renvoi l) de la p. suivante.
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et la limite est

v 2i g* *i »*
)—Qi

:3(A:-f l)y<ml).

En particulier, si tous les coefficients c, et bt sont nuls on ob-
tient la proposition suivante:

L'équation:

où | a01 = | a,̂ .», | a toujours p racines de modules non supérieurs à un
et elle a aussi toujours p racines de modules non inférieurs à un2)*

La dernière proposition peut d'ailleurs aussi être établie trè»
simplement à l'aide de la règle suivante indiquée par M. C o h n 1 }
dont nous nous servirons encore à plusieurs reprises au cours de*
ce travail. Posons

f(x) = aQ -f axx -f ... -f anx\

f(x) = ân -f- #«-1 oc -f- ... - | - ât x
n~l -\- â0 x

n (ö< désigne le nombre con-
jugué de a4); alors, si | o 0 | < l a n |> l'équation f(x) = 0 a à l'intérieur

*) Les dernières limitations sont indiquées uniquement à cause de leur sim-
plicité et pourraient être facilement améliorées. Il est intéressant que la limite
ne dépende que de p et du nombre h des termes qui suivent a?P+"\

•) Pour p = 1 l'énoncé est banal.
8) Mathematische Zeitschrift t. 13 (1922). Je profite de l'occasion pour faire re-

marquer que la démonstration du lemme du M 4*, § 2, Chapitre I du travail de*
M. Cohn peut être simplifiée: il s'agit de montrer que, si |" > 0 est assez petit
le polynôme q>g(x) = cp(x) — gxy'(x) a autant de zéros à l'intérieur du cercle
unité que le polynôme cp(aî). Soit a un zéro d'ordre v de q>(x) situé sur la péri*
phérie, posons avec M. Cohn qp(a?) = (a? — a)v^(a?), ^(a)r i=0 et

h(x) est une fonction de x et de § qui s'annule pour £ = 0, ,v = a. Pour étudier

les variations des racines de h(,x) = 0 il suffit d'écrire - da* -f- %~r d§ = 0. £ià

y posant £ = 0, x = a et en supprimant le facteur non nul t^(a) il vient i
doc

= fd§f ceci montre immédiatement que, si dÇ > 0 la v-ème racine se trouva
k l'extérieur du cercle unité.
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du cercle unité une racine de plus que l'équation de degré (n—l)t
+

g»/fo) ~ a o / ( ^ ) ^ 0 . gi j 0 o | > |aH | Péquation f(x) = 0 a autant de
x

racines à l'intérieur du cercle unité que l'équation de degré (n — 1):
+

— anf(x) = 0. M. Cohn donne aussi une règle pour le cas
|ao |=|#n | mais elle est plas compliquée et nous n'en aurons pas besoin»

On peut évidemment supposer a0 = ap+m = 1 et se borner à la
première partie de la proposition, la deuxième résultant de la substi-
tution x = —. Posons dans ce but x= qt où g est un nombre fixe
> 1 et d'ailleurs très voisin de l'unité. L'équation dévient:

f{t) = i + «; v + «;+1 f+
l + . . . + dm r + 3*+™ t*- = o,

on est ici dans le premier cas de la règle de M. Cohn indiquée
ci-dessus: f(t) = 0 a autant de racines à l'intérieur du cercle
|*| < 1 que

q>{t) étant un polynôme, donc p au moins; il en résulte que l'équation

1 + avx* + ... -f amxm -f xm+p = 0

a p racines au moins à l'intérieur du cercle \x\ < q; q étant aussi
voisin que l'on veut de l'unité, la proposition est donc démontrée.
Moyennant un changement de variable, on en déduit encore:

L'équation:
a0 - f apx

p -f-... - f an^px
n-p + aBo?B = 0

a p racines de modules non supérieurs à 1/ — H aussi p racines de

modules non inférieurs à ce nombre J)

5. L'équation t r inôme.
Nous commencerons par l'équation

1 -f-#p - j - ax" = 0 (p <Z w, nous supposons aussi p premier avec tt).

*) On peut remarquer que 1/ '— représente la moyenne géométrique die»

nodules de toutes les racines.
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Le premier travail où cette équation ait été étudiée, à notre point de
vue1), semble être celui de M. P. Nekra so f f 2 ) qui a établi que, si

|a| <C ——, l'équation, a toujours p racines de module no

dépassant pas •/ ; il a en outre effectué une division du plan

en n secteurs égaux d'ouverture (qui commencent à l'origine

mais dont la position dépend de l'argument de a) dont chacun contient
une racine de l'équation. Parmi les travaux plus récents, citons celui de
M. Kempne r 8 ) qui, par une méthode nouvelle, délimite également
des secteurs contenant une racine de l'équation4) et avant tout
l'étude approfondie de M. Herg lo tz 5 ) .

En étudiant la correspondance biunivoque établie par l'équation
entre le plan simple des x et la surface de Rie m an n à n feuillet»
étalée sur le plan des a} M. H e r g l o t z divise le plan des x en
2pn régions telles que, la valeur de a étant fixée, on peut indiquer de
suite n d'entre elles contenant chacune une et une seule racine de
Féquation 6). Si on range les racines dans Tordre de module crois-
sant: \x11 << \x21 < ... <C \xn\ et que a varie, cet ordre ne change
pas tant qu'aucune racine ne quitte pas les n régions dont il a été
question, en d'autres termes si \xt\ = \xk\ les racines xx et xk sont
sur les frontières des dites régions II est clair que les limites géo-
métriques de celles des régions qui restent à distance finie donnent
les limites exactes de module de 1. 2,.. , p racines de l'équation.

Nous retrouverons, par une méthode assez différente, les limites
de modules des racines indiquées par M. He rg lo t z ; j'insisterai
en outre un peu plus que ne l'a fait cet auteur sur le problème
de la détermination des secteurs contenant toujours une racine de
l'équation.

l) c. à. d. celui de M. Landau .
*) Recueil de la Société Mathématique de Moscou, Tome 11, Faac. I (1883)

Mathematische Annalen t 29 (1887).
s) Math. Annalen t. 85 (1922) pp. 49—59.
*) Citons aussi une note récente de M. Sergesco (C. K., 2d novembre 1926}

qui traite un problème dont nous ne nous occuperons pas ici.
*) Über die Wurzeln trinomischsr Gleichangen. Leipzig. Berichte B. 74 (16 Jan-

Tier 1922).
•) En supposant que les modales des racines sont tous différents.
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La limite de module de p racines restant à distance finie s'ob-
tient, je crois, le plus rapidement à l'aide du „principe de variation
de l'argument" dont nous nous servirons encore plusieurs fois dans
ce travail. Il est évident que, si x décrit dans le sens direct une

circonférence \x\ = B où R soit très grand, l'argument de — ~̂—

varie toujours dans le sens négatif. Un calcul élémentaire montre

tout de suite que cette propriété se conserve tant que B > 1/

• ! n

€t qu'elle cesse d'être vraie pour R = • / . On voit immédia-
\f n—p

p

I / n 1 1 xp

tement que, si B >> 1/ la courbe décrite par ——— ne peut
^ ' f n — p l xn r

entourer aucun point plus de (n —p) fois dans le sens négatif.
Dès lors il suffit d'écrire l'équation sous la forme :

pour apercevoir qu'elle a toujours p racines de module non supérieur

n-p
Une étude un peu plus approfondie sera nécessaire pour montrer

que cette limite est atteinte et pour indiquer les limites exactes
des modules de 1, 2,..., (p—1) racines.

Posons x — rew a = ce**, étudions les courbes T décrites par
les racines de l'équation lorsque X ne prend que les valeurs dé-
terminées X et À -(- n et ç varie arbitrairement.

Leur équation s'écrit:

sin (À + nd) + rp sin [X -f- (n —p) 6] = 0.

Une courbe T ne coupe donc qu'en un seul point une demi-
droite issue de l'origine, à moins qu'elle ne se confonde avec cette
demi-droite, ce qui exige que l'on ait: X-\-nô = 0 et Â-\-(n—p)0ss=O

p

*) En les seuls points *r = 1/ . <5, m étant une racine j^ème de — 1.
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kn
(mod. n), d'où 0 — —, k eiitier. Les points doubles des courbes JP

«'obtiennent en éliminant a entre 1 -f~ xp -f- axn = 0 et sa dérivée^
p

ils sont x=\ . co, a) désignant une racine jo-ème de — 1 . Si
r n — p

F nfa pas de points doubles, ses branches doivent évidemment ou

bien partir de l'origine et y revenir après avoir passé par un point
d> on bien s'étendre de l'origine à l'infini. Si X est égal à Targn*

. c5, elle contient lament de 6>~B
5 F a le point double x =

demi-droite passant par l'origine et a). Les deux autres branches
Vu y«> issues du point double1), doivent nécessairement aboutir
à l'origine car ç = \a\ commence par augmenter le long de ceé
branches et elles ne peuvent passer par un autre point double, le»
2p nombres ûrn et — co~n étant tous distincts. Elles doivent d'ail-
leurs en aboutissant à l'origine faire des angles égaux à — avec

o(o: autrement on serait en désaccord avec la propriété des F de
n'être rencontrées que par une seule demi-droite issue de l'origine.
En vertu de la même propriété elles doivent à l'origine tourner
leur concavité du côté de la demi-droite OCJ2) et rester constamment

*) Orthogonal e ra ent à la demi-droite.
2) Cette propriété appartient d'ailleurs à tous les segments do P doot les

tangentes à l'origine font un angle moindre que — avec le segment où.
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à l'intérieur de l'angle A de sommet à l'origine, d'ouverture —
n

ayant oio comme bissectrice. Je dis qu'elles restent aussi dans le
p

cercle \x\ < [ / • En effet, autrement il existerait en dehors

de ce cercle ou sur sa périphérie un point de yt ou y, où l'on

aurait — = 0, ceci serait manifestemment en désacord avec laau
l I XP

propriété de l'argument de - w signalée p 567. yu y2 délimitent
ce

une région R qui, étant munie d'une coupure s'étendant du point d>
au point double de F est représentée conformément par l'équation
1 -f- xp -f- ax" = 0 sur le plan des a coupé suivant la demi-droite
de l'argument de c5~".

Nous aboutissons donc a préciser de la façon suivante la pro-
priété établie p. 567:

Construisons p secteurs circulaires de sommets à Vorigine, d?oiï-
2n

verture — , symétriques par rapport aux p segments OÙ) respective-
p

I / fi
ment et limités par les arcs de la citconférence \x\ = 1/ -•

L'équation 1 -f- xp -f- w xn = 0 a toujours une racine au moins dans

chacun de ces secteurs. Dans cet énoncé l'angle — ne peut pas être rem-
p

placé par un plus petit2); il en est de même avec le nombre y •

II est évident aussi que la limite de module de p racines ne
peut être atteinte que si une racine se trouve au point double de J ,
donc pour les p équations suivantes :

n

f-\\ 1 _I ~# I PV1 P' ~n AJ\

c5 est une racine p ème de — 1.

*) Abstraction faite, bien entendu, du point double.
*) Ctest évident.
8) D'après une remarque de M, M o n t e l , le coefficient de a? ne dépend que

àe — et, pour n très grand, il est égal asjmptotiquement à — .
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II est aisé de montrer que pour ces p équations la limite est
effectivement atteinte. Nous aurons évidemment, outre la racine

9

double^ x = •/ — . à (p—1) racines de module moindre que
f n—p

y situées dans {p—1) régions analogues à R. Les autres

racines doivent se trouver sur les branches infinies de ƒ*; or ces

branches ne coupent la circonférence 1̂ 1 = 1/ - qu'en un seul
f n — p

point forcément différent des p points de la forme \l— . o>. On

voit immédiatement qu'en un tel point le module \a\ = Q = —~—

est supérieur à sa valeur dans l'équation (1), il est a fortiori supé-
rieur à cette valeur aux points des branches infinies de P situés

p

à l'intérieur de \x\ < | / _ — . Ainsi donc les racines restantes ontY n-p

effectivement leurs modules supérieurs a 1/ .

On pourrait aussi se poser le problème: indiquer un angle de
sommet origine contenant toujours une racine au moins de l'équation
de quelque façon quon le tourne autour de Vorigine.

Il résulte immédiatement des propriétés établies ci-dessus des-
4n

courbes F qu'en tout cas le secteur d'ouverture angulaire jouit
bien de cette propriété Ceci résulte d'ailleurs aussi des résultats de
M. N e k r a s o f f cités p. 566.

Cherchons maintenant la limite exacte de module de 1,2)#. ,(|?—iy
racines de l'équation. Dans ce but nous étudierons les courbes Sy

1 -4- xv !

trajectoires orthogonales des l\ définies par n
 ! = Co.nst., leur

oc
équation peut s'écrire, en posant maintenant |a| = a:

Q(rf 6) = a*t** — r** — 2cos(p0). rp— 1 = 0.
On trouve g =»a2r2B~1 — ̂ r^"1-poos{p0)r*~~\ En posant
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r = 1 et Q = 0 -$- = 0 il vient:
dr

a*— 2 [1 -f- cos(pô)] == 0, wa1 — p[l -f côs(p0)] = 0.

Ceci entraîne ou bien 2 = ^ ce qui est impossible; ou bien

l-t-cos(p0) = O et a==0.
1 4-srp

Donc l'argument de - —B varie toujours dans le même sens lors-
oc

que x décrit la circonférence | # | = : 1 . On constate facilement,
d'après ce qui précède, qu'il existe une seule courbe 2:20 passant
par les racines doubles. Cette courbe 20 délimite p régions entou-
rant les jD-èmes racines de (— 1) où les courbes 2 entourent aussi
ces racines, une région contenant Porigine où les courbes 2 entou-
rent l'origine et une région extérieure où les courbes 2 entourent
à la fois l'origine et toutes les racines p-èmes de (—1) Quelle que soit
la valeur de |a|, il existe une courbe 2 de la 1-re ou de la 2-ème
catégorie correspondante.

Soit N une racine p-ème de (— 1), BMA un arc d'une courbe 2

3.

quelconque, coupant la circonférence \x\ = t en B et A. (Les cour*

p

bes 2 extérieures à 2Q restent à l'extérieur du cercle \x\ < y !•

Lorsque x décrit la courbe fermée ANBMA, a = —— clé-

crit une courbe fermée A'N'B'MA' de la forme ci-contre. B'M'A'
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est un arc de cercle de centre au point N'. Les angles curviligne»
aux points A' et B' sont aigus1). Si Ton prend N' pour l'origine
l'argument du point décrivant A' N' ou N'B' varie constamment
dans le même sens. Il en résulte immédiatement que la variation
de l'argument de a le long de l'arc BMA dépasse n (cf. la Fig. 4).

Posons

sss ï \ , 2/* SES (mod.

» et p étant premiers entre eux, on constate sans peine que la
suite To, 7\, . . . , Tp_x est une permutation de la suite 0, l,...,(p—l).
Faisons dans l'équation proposée successivement les p substitutions;

x = ekyk où e = ep & = U. !,...,(p—1). Il vient:

(2) l + y ï + «er*yï = O.

La variation de a le long de l'arc BMA dépassant n, il est clair

que i^I^i ^ des équations (2) ont une racine sur cet arc. BMA

étant contenu dans un secteur de centre à l'origine d'ouverture

*) Ils le sont certainement pour les coarbes Z voisines de celles qui sont tan-
gentes à la circonférence | a? ( == 1 et d'autre part ils ne peuvent pas être droite,

9Qcar Ton aurait Q = 0, —— = 0 en un point de cette circonférence.

*) E{x) désigne la partie entière de x.
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—, il s'ensuit que l'équation proposée a E |~) racines de module

inférieur à 1.

Ainsi: La limite exacte de module de Ev~\ racines de Véquation

-est égale à un, elle n'est atteinte que pour 1 -f- oc? = 0.
Il reste à déterminer la limite exacte Rm de module de m ra-

<cines lorsque E l^j < m < p. L'on a 1 < Rm < y

Considérons encore les arcs des courbes 2 symétriques par rap-

çort aux segments Ocô, cS étant une racine p-ème de (— 1), posons
ni

4Ù = e* pour fixer les idées, une circonférence \x\ = R, R > 1, un
arc ANB de cette circonférence et un arc BMA d'une courbe 2,

«cet arc est toujours compris dans le secteur d'ouverture -—, de som-
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met à l'origine, symétrique par rapport à Où. Si la variation de>

l'argument de — a = —-~— le long de Tare BMA est F, on voit
ococ

exactement comme précédemment que Féquation a EyL—j racines

de module ne dépassant pas B. Si donc B = Bm il faut évidemment
pV

qu'il existe un arc BMA de 2 tel que l'on ait ^— = m c. à. d.

u n a r c n'existeF = 2n . et d'autre part que pour R > m

plus1). Ces conditions sont aussi suffisantes. Or, en appelant

l'angle que fait O A avec ON

fournit la relation:

- J un calcul élémentaire-

Supposons F fixé et égal h 2n. ; pour tf> = 0 la formule précé-

dente fournit # = 1 , si tp croît, B commence par croître puis dé-

croît pour s'annuler si tb = ; il est facile de voir qu'il v a unu
r n p i J

seul maximum de la fonction

dans l'intervalle 0 ^ %p ^ — . n. En définitive, il vient :

Si i?(|J

s in m
ntp . n

Psin \{n—p)tp ,n\
L P \

*) Pour ome courbe X déterminée V augmente avec R.
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On peut remarquer encore que, si tp0 correspond au maximum, TOB

aura: cos <Kptp0) = /ô~J^~"~Ti5r—' géométriquement cette relation

signifie que lorsque la limite est atteinte la courbe 2 correspon-
dante coupe orthogonalement la circonférence \x\ = Rm..

Voici maintenant une démonstration d'un caractère moins géo-
métrique du fait que Véquation 1 -f- xp-\- axH = 0 où m tiest pas
un multiple de p a toujours une racine ne dépassant pas en module 1 *)*

Appliquons la règle déjà mentionnée de M. C o h n .
Si \a\~^ 1 la propositiou est évidente, supposons donc |a | <^ 1.

Si f(x) = 1 - f af + axn, f(x) = à - f xn~p - f xn, formons

fx(x) = f(x) - af{x) = 1 — |a | 2 - f *p —

Si n <C 2p l'on a n — p <^ p et la proposition est évidente; si n
il faut supposer \a\ <C 1 — | a |2 j e n continuant d'appliquer la règle
on forme:

Si n < Sp Ton a w — 2p<ip et le théorème est évident; si n
on suppose | a | < ( l — |« |8)2—|«|2 et Ton continue le procédé. On.
obtient généralement des fonctions de la forme:

Je dis que tant que n > kp l'on a J.k > 0 et |5 f c |>^4 f c , ceci étant
exact pour &=J, supposons que ce soit vrai pour (Je — 1), Ton a donc

Puisque n — (&— l)jt> > p Ton trouve:

d'où immédiatement ylft >> 0, Jfc <[ | JB*|. Il existe un entier s tel
•que sp <[ w < (s -f- l jp : nous pousserons au besoin les calculs jus-
qu'à former f,{x) = 4 , -f- .B, xp -\- C. xn ~'py puisque n — sp <Zp et
A,<i \B, Péquation fs{

x) = 0 a bien une racine dans le cercle unité
et Féquation proposée aussi.

l) M. S zeg 5 dans son article de la Math. Zeitschrift t 13 (1922) indique
aux §§ 7 et 9 des régions contenant une racine de l'équation trinôme. Sa méthode
ne semble pas conduire au résultat dont nous nous occupons. Cf. aussi le travail
de M. Fe jé r . Jahresberichte d. deut. Mat. Ver. t. 26 (1917).

3*
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Si n est multiple de p, n = mp, la limite exacte de modale de
m

la plus petite racine est évidemment y 2 ; ainsi donc les limites des
modules des racines peuvent dépendre non seulement des largeurs des
lacunes entre les degrés mais encore des propriétés arithmétiques des
degrés.

Etudions encore l'équation trinôme 1 -|- aaf -)- ̂ p+m = 0, cas par-
ticulier de l'équation considérée par M. Van Vie ck. Nous suppo-
serons p et m premiers entre eux. Si d'abord m^> p nous sommes
dans un cas particulier du théorème de la p. 564: la limite exacte de
module de l , 2 5 . . . , p racines de Véquation est égale à un. Ce résul-
tat peut être obtenu soit à l'aide de la règle de M. Cohn, comme
à la p. 565, soit par une méthode géométrique identique à celle
développée ci-dessous dans le cas m <^ p On peut remarquer que
la racine du plus petit module n'atteint cette limite que dans le
cas de l'équation 1 -f- af+m = 0; en efiet, le produit de modules des
racines est 1, donc toutes les racines doivent être de module 1:
ceci est impossible si a =}= 0.

Si m <C p le résultat est différent:
L'équation l-\-axp-\-af+m = 0 a toujours p racines de module ne

p+m

dépassant pas 1/ et cette limite est effectivement atteinte.

Le „principe de variation de l'argument" permet de montrer
immédiatement, comme à la p. 567. que la limite ne saurait dé-
passer ce nombre et que les p racines de module moindre que

V'— varient continûment lorsque a décrit une droite passant par

l'origine de son plan.
Pour examiner si cette limite peut être atteinte et dans quelles

conditions, nous nous servirons des courbes 2:

Il y a encore une seule courbe 2:29 ayant des points doubles:

étant une racine (p -f- w)-ème de -}~ 1. Leur équation en COOÎ>
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données polaires s'écrit:

Ç(r, 6) = 1 -f- 2rm+' cos(m -f p) 0 -f r2*»*2* — « 2 ^ = 0.

On en déduit immédiatement que les seuls maxima et minima des
rayons vecteurs le long de ces courbes se trouvent dans les di-
rections des racines (p -f- m)-ème de (—1) et de (-J-1). -So partage
le plan en une région intérieure contenant l'origine, située tout

p+m

entière dans le cercle \x\ < • / - • (p H~ m) régions contenant les

racines (p -f- w)-èmes de (— 1) (sur la figure ep+m) et une région
P+m__

extérieure située complètement en dehors du cercle \x\ << \/ .

Il est clair que les courbes 2 contenues dans les (p -f- m) ré-

Fig. 6.

gions peuvent seules nous intéresser; considérons un arc BMA d'une

courbe coupant aux points A et B la circonférence |# |=1/ . Quand on

suit cette circonférence du point double Pau point double Q l'argument

de a = — p varie toujours dans le même sens, on voit

d'ailleurs immédiatement pour des raisons de symétrie que cette

variation est égale à - - j — . 2n. Donc, la variation de cet argument

le long de Tare de cercle ANB est moindre que j— . 2n. La

variation totale le long de la courbe fermée ANBMA étant évi-
demment égale à 2n, il s'ensuit que le long de Parc BMA Pargu*

ment de a varie toujours dans le même sens de plus de -—- . 2n*
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Dès lors on n7a qu'à reprendre les considérations de la p. 572; en
y remplaçant n par p et p par (m -f- p) pour apercevoir que, si la
limite est atteinte les racines ne peuvent être situées sur une telle
courbe- 2. Elles sont donc nécessairement situées sur 20. La varia-

tion de l'argument de a sur l'arc PRQ est exactement T - .p; on

voit comme précédemment que, pour que la limite puisse être at-
teinte, il est nécessaire qu'une racine vienne au point double P ou Q.
S'il en est ainsi, l'équation n'a que (p—1; racines de module

P+m

moindre que \l ^ et une racine double de ce module. Les autres
Y m

racines ont leurs modules supérieurs, car un nombre de la forme
2n

j^—.pk où h est un entier variant de 1 à (p-\-m—1) ne peut
m-\~p r l

pas être un multiple de 2n. La limite n'est atteinte que pour les
(p -f- m) équations suivantes :

f étant une racine (p -f- m)-ème de -f-1.
Il est clair que la détermination de la limite exacte de module

de 1, 2, (p — 1) racines de l'équation par la méthode de M. H erg-
lotz ou bien par la nôtre ne présentera pas de difficultés. Sans
m'arrêter à cette question, je remarque seulement qu'il résulte im-
médiatement du théorème de la p. 564 que l'équation a toujours m
racines de modules non supérieurs à un.

En ce qui concerne le problème de la détermination des angles
ou des secteurs contenant toujours une racine de Féquation. la mé-
thode de M. Nekraso f f (mémoire cité) fournit le résultat suivant:

2nChacun des (p -4- m) angles de sommet' origine, d'ouverture1 ' y ° . 0 3 p-\-m

et symétriques par rapport à la droite joignant l'origine à une des
racines (p -(- m)-ès de (— 1) contient toujours une racine de l'équa-
tion. Dans cet énoncé, l'ouverture angulaire — — ne peut évidem-

p + wt F

ment pas être remplacée par une autre plus petite. Au contraire,
un secteur fini contenant toujours une racine de l'équation devra

être évidemment d^une ouverture angulaire supérieure ou égale à —.
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6. L'équation quadr inome.
L'équation quadrinome

1 + af + a, ** + a.^ = 0 (j> <

^st à ma connaissance beaucoup moins bien étudiée jusqu'à présent
«que l'équation trinôme. D'ailleurs le nombre des différents cas pos-
sibles et la complication du problème sont déjà beaucoup plus con-
sidérables. M. K e m p n e r a appliqué sa méthode, dans le travail
cité au § 5, pour délimiter dans quelques cas les angles contenant
"toujours une racine de l'équation.

Sans prétendre en faire une étude complète, je tâcherai d'indi-
quer les méthodes qui permettent, dans certains cas, de délimiter
-avec une assez grande précision des régions contenant des racines.

La limite supérieure des modules de p racines

Hl—p flf—p '

mûrement atteinte lorsqu'il n'y a pas de lacunes, peut être atteinte
ou non dans le cas où il y a des lacunes. Ainsi, p. ex., elle est
Atteinte pour

1 -f- x + ax x
2 + a2 x*= 0 et 1 + x2-{- ax x* + a2 x

6 = 0,

•ces équations ont alors une racine triple de module E\ elle est aussi
.atteinte pour l'équation

i i \ I 2 —•-""

«dont les quatre racines ont alors le module R\ au contraire pour

'==0

la limite B n'est pas atteinte.
Le théorème général de la p. 555 peut être, dans le cas à&

Téquation quadrinome, précisé de la manière suivante:
Lorsque la limite exacte Q de module de 1, 2, . . . , ( p — 1 ) ou p

racines de l'équation 1 + af -|~ ai #MI -\-a%xn* = 0 (p < nt < nt) esi
atteinte il y a nécessairement trois racines au moins de module Q *)•

f) Les racines comptées avec leurs degrés de multiplicité.
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Supposons qu'il n'y en ait que deux: xu x% et d'abord distinc-
tes. Si

x? x?
xlx xl*

0

on pourra résoudre la système:

+ x\ 4- ax X? + a2 x? = 0
+ A + «1 *% + «2*2* = 0(1)

par rapport aux a, et imprimer à ces variables des petits acrois-
sements tels que l'on aurait | xt | > Q, | x% \ > Q : la limite serait dono
plus grande que Q. Si

X*1 Ot

il faut supposer aussi

= 0

a?
= 0,

car autrement le système (1) fournirait pour at et a2 des valeur»
infinies, l'équation aurait nx racines nulles au moins. L'on a don a

il en résulte que la première équation du système (1) entraîne la.
deuxième, quelles que soient les valeurs de at et a%.

Maintenant fixé p. ex. ax donnons à a2 un acroissement dat>

en posant
f{x) = 1 + x* + ax x

n- + at x**,
on aura:

d'où l'on tire:

Si l'on n'a pas:

on pourrait choisir dœlf dxi% satisfaisant à (2) et tels que E l—M > ( ^
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—- > 0 % l'on aurait donc \xx -f- dxï j > Ç, \xt + dx%\ > Ç, ce

qui est impossible; l'équation (3) doit être vérifiée. Or. on trouve
que, si f(x) = 0

— xf'(x) = nx + (Wl

donc (3) peut s'écrire tout aussi bien sous la forme

Nous pourrons cependant déplacer a2 arbitrairement (dans un
cercle suffisamment petit autour de la valeur primitivement donnée)
et déterminer ax de manière que l'équation

et par conséquent aussi

1 + ^2 + al XlX + «2 #2* = 0

reste constamment vérifiée. On voit donc qu'il serait nécessaire que
(3') subsiste pour toute valeur de a2 voisine de la valeur primiti-
vement donnée, donc la fonction linéaire de a2 figurant au premier
membre de l'inégalité (3') devrait se réduire à une constante néga-
tive. C'est cependant impossible car pour a2 infini cette fonction
a la valeur 1.

Supposons en second lieu que lorsque la limite Q est atteinte
il y ait une racine double x de module Ç, nous aurions les deux
équations:

(pï(x) = n1f(x) — xf/(x)=nl+(n1 — f)xp-\-{nl — ni)atx
n* = 0

q>% (x) = ntf{x) — xf'(x) = nt -f- (nt —p)x* + (»t — n,)at x"* = 0.

Réciproquement d'ailleurs: <px(x) = 0, q>t(x) = 0 entraînent, si #
f(x) = Q et f'(x) = 0. On voit immédiatement qu'en donnant aux
at et at des petits accroissements convenables on aurait une équation
ayant une racine double de module plus grand que Q: la limite
aérait plus grande que Q.

l) R{x) désigne la partie réelle de x.
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Avant d'aborder notre sujet faisons encore quelques remarque»
d7ua caractère général.

Pour que l'équation ait deux racines symétriques par rapport à la
droite joignant l'origine à une racine p-ème de (— 1): ö il faut et
il suffit que Von ait: aloSnx = réel} a2w"2 = réel.

En faisant le ehangemet de variable x = ÙJZ} il vient:

l — zp-\-a1 ù>n*znt -{- at ûn*zn% = 0

la condition est donc assurément suffisante. Elle est aussi nécessaire
car, si Xi,x2 sont les racines symétriques on pourra poser: xl=âz
xt=zo)Zy i étant conjugué de z et l'on aura:

1 JP 5«

1—0"

ax d> =
z zu%

\znizn*

Le rapport des déterminants est évidemment réel.
La condition ax cont = réel, ai â** = réel entraîne évidemment

celle-ci : af = réel, a\ = réel 1).
Il résuite de ce qui précède que si l'équation a deux racines

symétriques par rapport ù la droite joignant Vorigine à (I>, toutes les
racines sont symétriquement disposées par rapport à cette droite.

M. H e r g l o t z a démontré, dans le mémoire cité au § 5, que si
Véquation trinôme 1 -f- xr ~\- a xn = 0 (p<^.n) a deux racines de même
module, Von a nécessairement ap = réel.

Celte propriété ne se généralise pas pour l'équation quadrinome,
du moins dans ce sens que l'équation quadrinome peut avoir trois
racines de même module, sans que Fou ait nécessairement al = réel,
al = réel. Exemple:

(1 + x) (1 + ei0x*) = 1 -f x -f eiex* + ée x*

où 0 réel =$= 0 (mod. n). Il existe cependant une propriété analogue
à celle signalée par M. Herg lo tz :

Si Véquation 1 -|- xp -\~ a, x'H -f- «2
 x"* — 0 ( p < nx <C w2) a '6 racines

de même module dont les ai gunients sont en progression arithmétique
l'on a nécessairement a? = réel, a\ = réel.

') Mais non pas réciproquement
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Soient xtJ x%^xs les 3 racines; en éliminant a1? at il vient

1 - f X\ X? X? 1

1 -f
xi xl*

= 0;

en posant xt = tx1, xs = tx11 t = 1 ceci peut s'écrire:

1 1 1
1 tni tn*

1 h h
i 1 i

donc af est réel; si x\ > 0. on posera x = £2, f étant une racine
j>-ème de 1, si x\ <C 0 ar = d)^, à étant une racine j)-ème de (—1)
€i l'on conclura comme p. 582 que les expressions a, Ç*1, «jÇ"8, éven-
tuellement a1 d)"1, o2 ̂ ^ sont nécessairement réelles; il s'ensuit que
a* et #J sont nécessairement réels.

Nous commencerons par le problème de la détermination du plus
petit cercle de centre origine contenant toujours une racine de
l'équation. Nous avons trouvé au § ô, en employant la règle de
M. Colin, que l'équation 1-\-xv-\-axn=Q (n^=Q mod. p) a toujours
«ne racine dans le cercle unité. En essayant d'étendre cette même
méthode, nous obtiendrons un énoncé analogue:

L'équation 1 -)- xp - j - «1 x"1 + «2x"2 = 0 (p<O^i<in2<^p) « toujours
une racine de module ne dépassant pas un (limite évidemment atteinte
pour ax = at = 0).

Posons
f(x) = 1 + x' + aL^ + a,af",

donc
/(a?) == â2 + â2 a;̂ 111 -f ^B«-* -f- #"*.

Si ! a4 ' ^ 1, la proposition est évidente, on suppose donc at | < 1
et l'on forme

/;(*) = ƒ•(*) — af/(*) = [l— a,1»] — a^*-— - a2 r
w-~'+ af + «i«"f

et l'on poursuit le procédé. Etudions dfabord les exposants de x qui
figurent dans les fonctions fk{x) successives. Nous les écrirons à côté
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des fk(x) correspondantes dans l'ordre croissant sans nous inquiéter,
pour le moment, de la valeur des coefficients. On trouve ainsi:

A 0*0 | 0, nt — nu n2 — p, p, nx

fx(x) \ O, nx — p, % — w2

Si p <C 2nx — w2 on formera f%(x):

ft(x) J 0. w2 — ral5 % — p , . . . ^}, 2nx — n%

ft(x) \ 0 , 2 ^ — n%—p, ...Wj — w2-j-p, 3^i — 2ntJ2nx—nt.

Si p <C 3wx — 2w2 on formera /8^aj):

f9(x) 0 , 3 % — 2n2 — p , . . . , % — w2-4-J°i4% — 3w2, 3nx — 2n%r

. . . et ainsi de suite. Il existe un entier s tel que:

snx — (s— l)n2 ^ . p <C {s — ^)nx — (5 — 2)M8 ,

on poussera alors les calculs jusqu'à former fg_x (x):

0. n2 — nx, (s —2)^,—(s—3)w2—p,.. .5p5 (s—l)nx — (s—

p, sw1 — (s—l)w2, (s— \)nt — (5 — 2)112.

La dernière fonction formée sera f,{x):

f.(x) \0,..,p.

Désignons maintenant par q le plus grand exposant qui figure dan»
chaque fonction fk(x) et posons généralement:

fk(x) = Ak + ...+ Bkx» + ...+ Dkx"*-«>+...+ Ckx*
Ak\=ak, ^Bk = f t . Dk\ = ôkJ Ck\ = yh.

Il faudra distinguer deux cas:

I. — - n'est pas un entier.

On aura:
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En supposant, bien entendu, yt < at [i=l , (s — 1)] l'on constate
-de suite que les At sont tous positifs: car Ax = c^mml— yt^ et

Je dis que Ton a aé << fit (t = 1, 2,. ., s). En effet, si

il vient

A-, (*) = £_,

[ni p ni (»f— »t) ne figurent pas dans les exposants des ft(x):
4 = 1, 2,..., (s — 1)]. L'on a donc D< = A-i A-i, B. = JBM 4 ^
« t=J!=at_i—r?ü; si ai- i<^_i l'on a, a fortiori, a^—f^^p^a^
a. à. d. «,<&$ or évidemment ax < A -

Ainsi donc dans ƒ,(#) le coefficient de la plus haute puissance
de a? c. à. d. de xp est plus grand, en module, que le terme constant.
L'équation f,{x) = 0 a donc nécessairement une racine dans le
«cercle unité et l'équation proposée aussi.

IL __? £_ £5£ un entier m
n2 — »!

Nous aurons maintenant:

snx —{s~\)nt =p < ( s — 1)», — (s— 2)»,.

Dans ce cas l'exposant >̂ figure aussi bien dans /̂ _1(a?) que

dans f,_1(ar): il s'ensuit que le coefficient B, de xp dans /,(a?) n'est
plus égal à Bt_1 A,__t mais à At_1 B^ — C_1 D^_t.

Pour établir la proposition il suffit de faire voir [en supposant,
bien entendu, a{ > yt i= 1, 2,..., (5—1)] que a, < ^8 c. à. d. que
| ^ i .̂-.! — C ^ Z)^ > aLi — yLi. Il suffit d'établir que

a - 1 ^ 1 - y. 1 <U > « t ; - yLi;

nous ferons voir que l'on a généralement:

<4) «,ft — YtôtXti— y? [• = 1, 2,...,(«— 1)].

Pour t = 1 ceci s'écrit:
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ce qui est évident, puisque at < 1. Supposons démontré que:

(4A) af-f-y t<5 t<

et faisons voir que ceci entraîne

tant que (i-(-l) ne dépasse pas (s — 1).

Dans ce but je démontrerai d'abord l'inégalité:

(6) *» .<«.+y, [i = l , 2 , . . . , ( S - l ) ] .

Je m'appuie sur les formules de récurrence!

valables tant que (i-)-l) ne dépasse pas (s—1).
Pour % = 1 (6) s'écrit:

a\ a21 < 1 — I a î * ~f" a i i c. à. d.

ce qui est évident, car | a s | <C î. Supposons établi que ôt<dal-\-yi e t
faisons voir que ceci entraîne dl+1 < a4+1 - j - yt+1 [tant que (i -{- 1^
ne dépasse pas (5 — 1)] En vertu des formules de récurrence l'iné-
galité à établir s'écrit: ôxat <Z af — yf -f- y,^ ou dt(at —yt) < af — yf ou,
puisque y< <C a<9 d, < a, + yt. L'inégalité (6) est donc établie. Pour
établir l'inégalité (4) qui démontre la proposition, substituons dan»
(5) les valeurs (7). il vient: (a; y?)2+a.y.d? <y,<? + atpt(cfi — $)
ou af-\-yî-\-atytâ

2
i-\-atp%yj<^yiô

2
t-\-a^p%-\-2afy^ ce qui peut s'écrire:

M.) < (a? - y?

L'on a par hypothèse af-4~y*4<Cy?+«<ft. d'autre part l'inégalité-
<5< < «i 4" y< entraîne la suivante: ^.(ai — y4) < af — y\ c. à. d.

y?+ «,*.< a? + yA-
Nous aboutissons donc bien à l'inégalité voulue.

Il est clair que, si w1 ou nt est^un multiple de p, la limite exacte-
de module de la plus petite racine est supérieure à un, mais cette-
circonstance peut se présenter même dans le cas où ni nt ni %
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ne sont des multiples de p. Considérons par exemple l'équation
1 -j_ x* _j_ a± XS _J_ a% ̂ 5 = 0;

la limite doit être nécessairement supérieure à un, car si elle était
égale à l'unité, elle serait atteinte pour l'équation 1 -f- x2 = 0. en
contradiction avec le théorème de la p. 579; d'ailleurs, on peut vé-
rifier directement, à l'aide de la règle de M. Cohn que l'équation
1 -f- x2 - j - pxz -f- qx5 = 0 où § <C q <ip <C 1 a toutes ses racines
extérieures au cercle unité.

On peut s'attendre à ce que les énoncés du genre de celui de la
p. 583, étendus aux équations à un nombre quelconque de terme»
et convenablement développés, pourront conduire, au point de vue
de la théorie des fonctions entières, à établir de nouveaux cas
d'impossibilité de l'existence de la valeur exceptionnelle de M. P i-
card où, cette fois-ci, les propriétés arithmétiques des exposant»
entreront en jeu (cf. l'énoncé de la p. 562).

En joignant l'origine aux p racines jo-èmes de (— 1) par de»
segments de droites, et en prolongeant ces segments à l'infini non»
obtenons p demi-droites: L1? L2 , . . . , Lp. Je pose le problème suivant:

Quel est le plus petit angle A formé par deux demi-droites issues
de l'origine, ayant comme bissectrice une droite Lt et contenant toujours
au moins une racine de lf équation 1 + xp - j - ayXHi -f- a2 x"* = 0.

ii • • 3 , 2:rc ƒ . . ,

Nous allons voir que: si w2 ̂  nx A= lamsi donc, tant que
£ n\ \

n2^%ni l'adjonction du terme a2x
n* n'exerce aucune influence sur

la limite correspondante de l'équation trinôme 1 -f- xp -f- axx
nt = O

. . . 2n\
qui est précisément - J.

II est d'abord évident que Ton a dans tous les cas A ^ —:
il suffit de prendre a2 = 0, | a, | très grand et un argument de a%

convenablement choisi, pour démontrer que si w 2 ^ |wj , Ton a aussi
J . ^ : nous aurons besoin d'étudier les courbes F décrites par

les racines de l'équation lorsque ax est fixé et l'argument de a2 reste
constant ou, plus exactement, lorsque cet argument est congru
à A (moà. JI), Â étant constant. Elles sont définies par la relation

* (mod. n) (at fixe).
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On constate immédiatement que, abstraction faite de 0 et oo,
elles n'ont de points doubles que pour des valeurs particulières
de X\ nous nous placerons dans le cas général où elles n'en ont
pas. Le long d'une branche de T\at\ varie constamment dans le
même sens, à moins qu'il ne s'annule ou ne devienne pas infini
A l'origine Ton a évidemment \a%\ — oo. à l'infini | a21 = 0. Par
chacun des nx zéros de l-\-xp-{-axx

Hi il passe évidemment une
branche de F et une telle branche doit nécessairement aboutir des
deux côtés à l'origine. Cependant, dans le voisinage de l'origine

arg
fl -\- x1' -\- axx

n\

se comporte comme celui de n2, il y a donc 2«2 segments de F issus

de l'origine et dont 2ni proviennent des branches passant par zéros
de 1 -[- xp -f- axx

n%. Les *2(w8—nx) autres doivent nécessairement
s'étendre à l'infini. Il n'y a évidemment pas d'autres branches des
courbes F.

En résumé, nous avons donc nx branches finies K1,K2i...JKni issues
de l'origine et y retournant après avoir passé par un zéro 0' de
l-\-xv-\-a1x

n% et 2(w4—w,) branches infinies: M,, i¥25..., Mi{nr_ni) issues
de l'origine et aboutissant à l'infini *). En posant x — rei(p, ax—telu on
obtient facilement l'équation des courbes F en coordonnées polaires,
sous la forme suivante:

(8) sin (/ij^-f-^-fr^sin^—p)(p-{-X]-{-trnism[(n t -

On en déduit une propriété de ces courbes fondamentale pour
nos déductions: une demi-droite issue de Vorigine ne peut couper
Vensemble des courbes F qu'en deux points au plus à moins qu'elle
ne se confonde elle-même avec une branche de F.

cp étant argument de la demi-droite, ce dernier fait exige que
l'on ait w2 cp -\- X = 0 (mod. n\ (w2 --p) (p -f- X = 0 (mod. n) donc

kn , kn2 . _

y -— __̂_ e t x = t ji (mod. 7i), k étant un entier. Les directions

asymptotiques des branches infinies font entre elles les angles tous

égaux à .
5 nt — nx

*) En réalité les Mi ne sont que des * demi-branches «; il nous sera cependant
{ilns commode de conserver la nomenclature du texte.
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H est évident enfin que, dans le voisinage de l'origine, nos cour-
tes se comportent approximativement comme celles qui sont définies
par la relation

—\ = A (mod. ;arg

or ces dernières étaient étudiées dans le § consacré à l'équation
trinôme. On en déduit que les branches dont les tangentes à Vongine

font un angle moindre que — en valeur absolue avec le segment 0«St

<& étant une racine p-ème de (— 1), tournent toujours, dans le voisi-
nage de Vorigine, leur concavité vers ce segment.

2 ji
Pour démontrer que A = — nous supposerons que A est choisi

<ïe manière que F n'aient pas de points doubles (outre 0 et oo)

et que A -.
P

(mod. 7i), k entrer. Ces restrictions ne diminuent

évidemment pas la généralité du résultat.
Si nt ^ 2% la démonstration est très simple.

ni
Soit ca une racine p-ème quelconque de (—1) p. ex. (o = e*

Traçons des demi-droites Du Dt issues de l'origine et faisant des

Fig. 7.

angles f- e (e > 0 arbitrairement petit) avec OLt. Les angles

que font entre eux les segments de F issus de l'origine étant tons

égaux à — les angles Lt OD2 et Dx OL1 contiennent chacun au moins
nt

deux de ces segments; d'ailleurs, en vertu de l'hypothèse faite au sujet
^ie Ay aucun d'eux n'est tangent à OLt. L'on a n% ^ 2ti, ^> 2pf
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donc (- £<— si s est assez petit: il en résulte que les segment*
nt p

en question tournent leur concavité vers Lx. Examinons en parti-
culier les deux segments ONt, ONt les plus rapprochés de Lt (Fig. 1)^

Si ces deux segments se réunissent dans une branche ÜT4, cette branche
est contenue tout entière dans l'angle Dx OD2 : autrement on serait
en contradiction avec la propriété fondamentale des courbes J7, eelie-
de n'être coupée qu'en deux points au plus par une demi-droite^
issue de l'origine, appliquée p. ex. à la tangente OT au segment
ON2 de F* On en déduit que l'équation proposée aurait une racine
dans l'angle D10Di.

Supposons en second lieu qu'un des segments 0Nx, ONt p. ex,
ON% se réunisse en une branche finie K% au segment voisin du côté-

opposé à Lt (Fig. 9). En appliquant la propriété fondamentale aux
tangentes OT ou OT" on constate encore que la branche Kt doit
être contenue tout entière dans l'angle Dx ODt.

Il n'est point possible que le segment 0Nt se réunisse en une-
branche finie Kt à un segment non voisin dans le voisinage de
l'origine, comme l'indique la figure 10 ci-contre ou bien la fig. l l r

ear JT< contiendrait à son intérieur une autre branche finie Ka et
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en considérant la tangente OT à Ks on arrive de nouveau à une
contradiction.

Il ne reste donc plus qu'à examiner l'hypothèse suivant laquelle

les deux segments voisins de Lt : ONt, ONt donnent naissance aux
branches infinies Mt soit M% et Mt. Je dis que ces branches Jfs et
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Mt restent complètement dans l'angle Dt ODtz la supposition con-
traire n'est point compatible avec la propriété fondamentale, comme
le montrent de suite les fig. 12 et 13 ci-contre. Or les deux bran-
ches Mj M% étant voisines dans le voisinage de l'origine, elleâ cor-
respondent visiblement aux valeurs de l'argument de a2 différant
de n\ donc, l'équation considérée a assurément une racine dans PlOD3,
€ étant arbitrairement petit, nous arrivons donc à la conclusion:

A ̂  Max | . — >. donc si w» ̂  2w,, A = —-. On constate de

plus que cette limite ne peut être atteinte si aY et a2 sont finis.
La méthode de démonstration s'étend an cas § nx ^ nt <T 2nx,

Noua allons considérer maintenant les droites OEt, OE2 faisant des
trr

angles -f- e (e >> 0 et arbitrairement petit) avec Lt. L'on a d'après
ni

l'hypothèse 2 . > ^ ^ » ? l'angle E1OEi renferme donc 3 ou

4 segments de F issus de l'origine, qui tournent tous à l'origine leur

concavité vers Lx car (- e < —, si e est assez petrt. S'il y en

avait 4, on voit immédiatement que chacun des angles E^^OL^ et
LtOEt en renfermerait deux; ou raisonnerait exactement comme
dans le cas n2 ^ 2 nt déjà examiné.

Nous supposerons donc qu'il y a 3 segments de I1 issus de l'ori-
gine dans l'angle EXOE^\ d'ailleurs chacun des angles EtOLt et

Î renferme au moins un segment: donc il y en a deux dans
un de ces angles p. ex. LY OE% et un seul dans E1OL1] nous ap-
pelons encore ON%. ONt ceux qui sont les plus rapprochés à Lx.
En raisonnant exactement comme tout à l'heure on voit que ONt

ne peut se réunir pour former des branches Kt finies qu'à des
segments voisins et que, dans ce dernier cas, ces branches Kt seraient
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complètement intérieures à ElOE%% cet angle renfermerait donc une
racine de l'équation. Si ONt donne naissance à une branche infinie
Mi, on voit encore comme précédemment que cette branche Mt doit

rester tout entière dans Fangle Ex 0E2. D'ailleurs Ex OEt >
nt

donc nous savons, d après les résultats relatifs à l'équation trinôme,
que 1 -j-a? -\- ax x

nx a certainement un zéro dans E1OE%. donc une
branche finie K{ y doit pénétrer. Si lerjzéro en question, représenté
par le point 0', se trouve sur une branche finie Kï contenant un

des segments 0P2 ou ONX issus de l'origine et voisins de 0Nt7 la
partie 0P% 0' resp. 0Nt O' de la branche Kt reste entièrement (en.

E.

L /Mi

vertu de la propriété fondamentale appliqué© à 0E2 ou à OEX)
dans Fangle Et0E%,

Or si, lorsque la racine de l'équation parcourt la braoche M4 Far-



M. Biernacki: [694]

gument de a2 reste constamment égal à Â, à l'are OP%O' resp. ONx(y
correspondra visiblement l'argument X - j - n\ de toute façon il y a bien
une racine dans EXOE%*

II ne reste à examiner que le cas où la branche finie Kt passant

par O* ne contient ni 0Nt ni 0Pt: or on se rend compte immé-
diatement, en appliquant la propriété fondamentale à 0Et ou à 0Ely

que les segments 0P2 ou 0A\ doivent donner naissance à une nou-
velle branche infinie Ms et que cette branche Ms doit rester comme Mê

à l'intérieur de EtOEt Or les arguments de a% correspondants aux
branches M% et Ms diffèrent de n de nouveau nous avons une ra-
cine dans ExOEt

La proposition est donc démontrée
Si 2̂ <C f ni nous remplacerions dans les raisonnements de tout

à l'heure l'angle KXOE% par 1 angle Z^OF^ L1OFl et LtOFt étant
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«l'ouverture •= \- e et nous aboutirions au résultat :
2nt *

mais la recherche de la valeur exacte de A paraît plus difficile:

nous verrons d'ailleurs sur un exemple que dans certains cas A^>

Je me bornerai à étudier complètement, par une méthode dif-
férente, l'exemple simple de l'équation

1 -f- x -f- ax x
% -\- at x

4 = 0.

D'après ce qui précède nous avons ici 120° < A ̂  135°. En

Téalité A = are cos (— y Ü = 20O. (A = 125° 15' 52").

On peut évidemment, en posant x = —, étudier, à la place de

Péquation proposée, celle aux inverses:

«2 + «i y + yB -b y1 = °-

Les racines yt, y2> ̂ s? 2/4 ^ e cette équation vérifient les deux re-
lations:

«et réciproquement, à tout système des y< vérifiant (9) et (10) cor-
respond une équation du type étudié. En éliminant y4 entre (9) et
<13) il vient:

*) En supposant toutefois nt >̂ | p
*) II convient aussi de faire remarquer que pour ^ = 1 et p=2 l'on a

"ment, même pour l'équation à un nombre quelconque de termes A ^ ^ ; dans

le cas de l'équation quadrinome ce résultat subsiste, d'après ce qui précède, pour
j i = 3 et p = 4. Peut-être est-il vrai généralement.
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A chaque système de valeurs yl5 y%J yz vérifiant (11) correspond
une équation du type considéré ayant y1} y^ ys comme racines.

Nous allons démontrer successivement:

Traçons symétriquement à l'axe réel deux demi-droites 0Dx,
faisant des angles égaux à 6 où 60° < 0 <C 0O

 a v e c *>axe r^el né-

gatif. Je construirai une équation du type étudié n'ayant aucun»
racine à l'intérieur de l'angle D10D2 ainsi formé. Dans ce but j ^
poserai yx = yt = z, yz = w z et w étant situés respectivement sur
ODX et 0Dt. Pour qu'il existe une équation ayant z comme racine
double et w comme racine simple il faut et il suffit que w et »
vérifient la relation:

(11') (3*2 + ^2) + 2*w -f- 2z + w = 0,
ou en posant z=*—Ze"46, w = — Wé° (Z = |#|, TP=|t0|
les deux relations:

(12) j
(13) \ (6Z1—lT«)oo8Ö+TF — 2 Z — 0
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soient vérifiées. En éliminant entre (12) et (15) successivement Zx

et W* on obtient un système équivalent

(14) ' ^— cos cos — ( <

(15)

j g _ ^ v

2 (— 1 + 2 cos 6 W)
— 12cos0eos202T2 — 2(1—

— 1 + 4 cos 0Z
Dans le plan (W,Z) (14) représente une hyperbole avec les di-

rections asymptotiques: W=0 et Z= — cos20 FF, (15) une hy-

• < • •

g. 20.

TF.perbole avec Jes directions asymptotiques Z = 0 et Z = —~ ^

Or, puisque 0<0o> |cos20|<r^—~ö~z\* On s'assure aisément que
ó COS a U!

'pour ^ F > ^ T. le deuxième membre de (14) reste constamment
r 2cos0 v ;

positif; de même pour Z^> —- le deuxième membre de (15) reste

constamment positif; ainsi donc les hyperboles (14) et (15) se cou-

pent certainement en un point ( W, Z) avec W^> n - _ Z^>-A ,̂
r v 2cos0 4cos07

Ton aura donc (2Z + W) cos 0 > 1 c à d. R (2z -f w)< — 1 x).
La quatrième racine de l'équation y4 se détermine par la re-

lation (9):
yi+y. + yi + y4=»-i,

*) M(%) désigne la partie réelle de x.
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on aura doDC
y, = — i — (2z + H

il s'ensuit M (yé) > 0 ce qui établit visiblement notre assertion.

2° A^260.
Nous poserons maintenant B = 0Q -\- e, e > 0 arbitrairement pe-

tit et nous allons voir que l'équation a nécessairement une racine
dans l'angle DXOD^. Supposons au contraire qu'il existe une équa-
tion de la forme

«s + % y + y8 + y1 = o
qui n'ait aucune racine dans cet angle. La relation (9):

montre, en tout cas, qu'il y a nécessairement une racine dans le de-

p. e.

mi-plan]|fgauche .fîf^XO1). Soit f̂ , une telle racine; s'il y ©a
a plusieurs nous désignerons par yt celle dont l'écart angulaire avec

*) R(x) désigne la partie réelle de x.
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Taxe négatif est le plus petit. En supposant, par exemple
nous poserons

59

Ainsi l'angle EXOE% symétrique par rapport à Taxe réel, d'ouver-
ture 2 d\ ne contient aucune racine à son intérieur.

Considérons encore une autre racine quelconque yt, les deux re-
lations :

«2 4- «i Vi + y? 4- yi = Q, «2 4- ai Vi + yl + y\ = o
permettent de calculer aj et a2, il vient:

«i = — [$ + y2yi 4- yi + yl4-yl^i 4- — + y%
«2 = y\ y% \y\ 4- y% + yl 4- yi y% + yï]-

{Ces relations subsisteot même pour yt=y%). Fixons yx et ramenons ̂ t Ters

8'/

OEt suivant une courbe continue quelconque(Fig. 21 \ en ayant toutefois
soin de faire éviter les racines de l'équation en t:

*) Y(w) = coefficient i dans x.
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et l'origine, en déterminant à chaque instant aY et a2 correspondants,.
at ne sera jamais nul, l'équation n'aura jamais de racine nulle.
Si, au cours de cette opération, une autre racine (;/8 ou yA) vient
sur OE2 ou sur OEX nous nous arrêterons là; en tout cas noua
aboutirons finalement à une équation ayant la racine yx sur OEU

une autre, soit ?/2, sur OE2 ou sur OE1 et aucune à l'intérieur de
l'angle EXOE%. Ceci posé nous déplacerons maintenant simultanément
V\ e t Vi v e r s l'axe imaginaire (Fig. 22), en maintenant leurs module»
constants, en ayant soin que les droites OEX, 0E2 passant toujours
par y1 et y2 restent symétriques par rapport à l'axe réel et en dé-
terminant de nouveau à chaque instant at et a% par les formules
déjà écrites. Or # '>60°, il s'ensuit, en posant \yi\ = Y:

(Ff+ Tl) |cos20'|> Yx F2

+ y\ + yiy*+vi + y*) < o
par conséquent a2 ne peut s'annuler au cours de cette opération et

donc

e"J

Fig. 23.

aucune racine ne peut donc pénétrer dans EtOEt par l'origine. H
4

est cependant nécessaire, d'après la relation y //« = — 1 qu?une ra-
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cine pénètre effectivement dans cet angle avant que OEX et OE%

viennent à coïncider avec Taxe imaginaire. Donc nous aboutirions

nécessairement à un angle ElOE% d'ouverture 26" I 0O <C 0" < ^ 1

{Fig. 23) tel qu'une équation du type considéré aurait sur une de»
demi-droites OE^ OE\ par exemple, deux racines, soit yt et y3 et
sur l'autre OEt une au moins : y% ; ou bien quelle aurait trois raci-
nes yu y2, yt au moins sur OEX par exemple. Nous allons cependant
voir que ceci est impossible. Dans le deuxième cas en effet il est
manifeste que la partie réelle du 1-er membre de l'équation (11):

est négative.
Dans le premier cas posons

•et égalons à zéro la partie réelle du 1-er membre de (11), il vient:

En considérant Y1J Y%\ Yz comme coordonnées rectangulaires dans

l'espace il est aisé de constater que (16) représente (si 60 < 6" << -= \

un ellipsoïde réel passant par l'origine et tangent au plan
Yx-\-Y%-\-Yz=- 0. En examinant les intersections de l'ellipsoïde
avec les plans coordonnés on constate qu'il ne pénètre point dans
l'octant: Y1^>0 Y 2 > 0 Y, >> 0. Ceci établit notre assertion.

En supposant de nouveau n2 ~^-\nx et en désignant par € un
nombre positif arbitrairement petit je dis maintenant qu'il existe on

secteur circulaire fini S de l'angle au centre -f- £, de sommet
ni

à l'origine, symétrique par rapport à la droite joignant une racine
jo-ème de (— 1) : o> à l'origine et contenant toujours une racine de

2n
l'équation. Nous savons en effet que l'angle A' d'ouverture f- e

ni

dont les côtés coïncident avec les rayons frontières du secteur eon-
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tient toujours une racine. Si notre assertion était inexacte, il existe-
rait nécessairement une suite infinie de couples de valeurs

K » a? * = 1 , 2 , . . . )

telle que le module de la racine or\k) de l'équation correspondante^
contenue dans A' augmenterait indéfiniment pour k = oo. De la
suite (a[k). a£}) on pourrait extraire une autre telle que les argu-
ments de a[k) et a(

2
k) tendraient vers des limites déterminées, et que

de même les modules (aî^j, \a£>\ tendraient vers des limites finies
ou augmenteraient indéfiniment. Si a\h\ a^} tendaient vers des limi-
tes finies a15 â2> l'équation l -f- xp -f- âx x

Hi -\- ât x
n* = 0 n'aurait au-

cune racine dans A\ ce qui est impossible. Donc \a(k)\ ou (a^f
augmente indéfiniment. Il est visible que dans ces conditions»
l'équation

= 0

peut s?écrire pour de grandes valeurs de \x\'.

où eik) tend vers 0 pour k infini ou encore

Puisque la racine œ[k) augmente indéfiniment, la dernière équation»

a une solution, on en tire lim '^ = 0. On voit, de plus, que si.

une autre racine x\k) augmentait indéfiniment en module, on au-
x(k) '

rait nécessairement lim —~ = f, Ç étant une racine (nt — Wĵ ème»
JfccsOO XY

de l'unité. D'ailleurs Ç=£= 1. En effet, en posant —~==^ Ton trouver:
x

donc, si tk -> 1 et \œA augmente indéfiniment \a[k)\ tend vers zéro-
top*

et par conséquent |a|4)| aussi, ce qui est impossible. Il en résulte-
que (n%—nt) racines de l'équation au plus augmentent indéfiniment.

*) Je supprime pour simplifier l'écriture des indices k dans "Si > • • •
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en module, les ni autres restent à distance finie; on peut d'ailleurs
supposer (en extrayant au besoin une nouvelle suite partielle)
qu'elles tendent vers des limites déterminées. Ces limites ne peuvent
être que nulles: en effet, si x^ p. ex. tendait vers une limite finie
non nulle et \x{k)\ augmentait indéfiniment, la formule:

montrerait que a[k* tendrait vers une limite finie, donc a£} vers zéro,.
ce qui n'est pas possible. Ainsi donc il est nécessaire de supposer
que n1 racines de l'équation tendent vers zéro. Cependant, dans

le voisinage de l'origine l'équation peut s'écrire : I à cause de la re-,

lation lim $-,=<>) ^ = ~ ^ l

Or, une telle équation a nécessairement une racine dans l'angle
A\ si €k est assez petit. Nous aboutissons donc à une contradiction.

Examinons maintenant dans quelles conditions la limite supé-
rieure Q de module de la racine de l'équation située dans l'angle

A\ d'ouverture \-e pourrait être atteinte?

II existe une suite a[k\ aip telle que la racine du module le plus
petit parmi celles qui sont situées dans A' tend vers un nombre xt

de module Q. On peut supposer que a{k\ aP tendent vers des li-
mites finies ou non. Considérons d'abord le cas où \a^\ ou \aP\
augmente indéfiniment. On voit, exactement comme tout à l'heure,
qu'il n'est pas possible qu'une racine xt de l'équation augmente in-
définiment en module pour k = oo. On peut donc supposer que
toutes les racines tendent vers des limites finies et déterminées.

La formule (17) ou la formule analogue

où xly :r2 sont des racines quelconques de l'équation montrent d'ail-
leurs que les limites différentes de zéro sont toutes distinctes: au-
trement on verrait, en y divisant les numérateurs et les dénomina-
teurs par (x2 — xx) que a[k) et af} tendent vers des limites finies;
pour la même raison le nombre de ces limites ne peut pas dépasser
(»t — nx)i donc nt racines de l'équation tendent vers zéro. Enfin en



64? M. Bie rnack i : 46041

formant d'après (17) et (18) le quotient —, en y supprimant au nu-
ax

mérateur et au dénominateur le facteur commun (xt — xx) et en
supposant que | xx | est très voisin de Q et | x% | très petit l'on cons-

u l s . «
tate que lim —— = 1. Dès lors l'équation peut s'écrire dans le

voisinage de l'origine sous la forme xn' = —r~—— et Ton aboutit
%

alors, comme à la p. 603, à une contradiction. Il faut donc supposer
que a[ky, a£) tendent vers des limites finies a,, ât et il est clair que
l'équation

1 -f- xp -f- âx x
Ui + â2 x"* = 0

réalise la limite de module Q. Cette équation que j'écrirai:

f(x) = 1 -|- xv -f- a, xni -f- a2 x
n* = 0

a nécessairement deux racines de module Q, dans A'. Dans le cas
contraire, en effet, on pourrait en choisissant convenablement un
accroissement de ax par exemple et en déterminant l'accroissement
correspondant dxx de xx (| x^ | = Q) par la formule

ff(xl)dx1 H- x\"dax = 0

faire en sorte que le point x1-\-dxl reste en A' et que \xx-\-dxx\>Q*
Mais il y a plus, l'équation doit avoir au moins 3 racines de module Q.

Supposons le contraire, et d'abord que les deux racines xx et xt

de module Q soient distinctes. Les formules (17), (18) montrent alors
immédiatement qu'il est nécessaire de supposer xl*~~n% = x^~nt; a, et at

étant finis, on en déduit

Si xt et xt ne sont pas sur les frontières de A' on n'a qu'à rai*
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sonner comme pp. 580—581 pour aboutir à une contradiction. Si
«une des racines xt et a?2, xt par exemple serait sur la frontière de
A\ observons que l'on déduit de (19):

a?

«qull existe une équation trinôme de la forme l -\~x? -{-ba?1 —

A'

ayant des racines xx et a;,. D'ailleurs

«i c est assez petit et |fl -f- «î | = 11 + a£|, donc a?x et a?2 devraiôat
e situées toutes les deux sur la frontière de A'.
En se rappelant la disposition des courbes F relatives à l'équa-

1 -f- af -f- baf1 = 0, définies par la relation1 'arg b ssa X (mod n%
4e celles notamment fpour lesquelles X — arg (ûr*1) et dont une
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P

branche a le point double # = [/ — l — . 6* on constate aisémerii
fn_—p

qu'aucune de ces branches ne coupera les frontières de Pangle-
A! si £ > 0 est assez petit (si — -4-~ < 1. Il en résulte im-

F \ n_ 2 >h—pl
médiatement que les régions hachurées et les régions laissées e»
blanc de l'angle A' sur la figure 26 ci-contre correspondent à deux
demi-plans complémentaires du plan des è, donc x_ et x% ne peuvent
pas être racines d'une même équation de la forme 1 -}- af -f- bxnt = (L
Si l'équation avait une racine double de module Q il n'y a qu'k
répéter le raisonnement de la p. 581

En m'appuyant sur les résultats qui viennent d'être obtenus j e
vais démontrer maintenant que le nombre Q ne peut pas dépasser

n_—p n%—p
e > O étant arbitrairement petit nous aboutissons donc à Pénoneé-
suivant qui constitue évidemment une précision du théorème général
de la p. 547:

Considérons les p secteurs circulaires, dont chacun contient une racine
p-ème (o de (—1) et qui sont limités d'une part par la circonférence-

y

la;I = 1 / — . -— et d'autre part par les 2» demi-droites issues
1 1 f n_ — p nt — p r r r

de Vorigine et faisant des angles égaux à - avec des segments joi-

gnant Vorigine aux p racines a>. Si n2^ §»1? Véquation

1 - j - xp —[— ax x*x -f- a^x"* = 0

[n_) a toujours mie racine au moins dans chacun de ces secteurs*
p

T-V * f , . n • I / ni n%

Bans cet énoncé m — m 1/ — * — ne peuvent pas être rem~
Wi V nt —p nt —p

placés par des nombres plus petits *).
l) Cf. l'énoncé analogue relatif à l'équation trinôme p. 569. Notre énoncé

n'est évidemment nullement en contradiction avec le fait que la limite de modale
p

ée p racines peut être inférieure à I / L _ ?.—

r ni~P n%—p
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Pour qu'il existe une équation du type étudié ayant 3 nombres
donnés ar1? o?2, xt comme racines il faut et il suffit que ceux-ci
vérifient la relation

A = = 0 .x\ x?
1 + X\ Xf X?

Nous donnerons à cette condition une forme un peu différente;

dans ce but posons — = t et calculons le coefficient a2 par les>

équations:

1 + *ï + <*!*? + «*£? = 0 et 1 + 2? + %^ + atx? = 0.
Il vient ainsi:

(20) ..XP==r^Tsl - [^z
Si a?t =}= #s la fonction de £ qui figure au second membre doit

prendre la même valeur pour deux valeurs différentes de t: t% et tz.
Réciproquement, si q)(t2) = <p(t$) on pourra construire une équation

ayant des racines xx, xt = , «, = .

Etudions maintenant la variation de (p{t) lorsque t = eie parcourt

dans le sens direct l'are 0 ^ 0 ^ \-s de la circonférence | 2 | = 1 .

Je dis que:

si

dans l'intervalle O < ô < 2n -f- e.
nn

Nous avons d'après (20):

9 arg <p{t) _ 9 arg p - -«%-* - 1)1 p arg ( f - - l

On voit immédiatement que le premier terme du 2e membre de

(21) a la valeur constante ~_£^ (On suppose bien entendu qu©
Lé

t n'annule pas f*""1— 1); nous allons voir que le maximum de la
5*
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valeur absolue du deuxième terme du 2e membre de (21) est, dans

le cas où il est négatif, moindre que - ^ - -. Remarquons d'abord

que, dans l'intervalle O ^ J 0 ^ — le module de tp{t) = —— -

va constamment en décroissant, c'est évident dans l'intervalle

2n
car |f* — 1 | y décroît et (F1-* — 1| croît; dans O < 0 < ;

il faut faire voir que - 9 log i—j^—i < ~ 9 log [- ^ î- c. à. d.

que ^eotgl-~-l <- J-^-^-cotgr r/ V, ceci résulte de ce que

a; cotg a? est décroissante dans l'intervalle o ̂ . x ^ ^ .

D'autre part Ton a toujours - i ? | ^ * L = * \ Pour ^ = o ^ ( o ) = - ^ -

et la tangente à la courbe décrite par tp(t) fait un angle droit avec ox:

lorsque 6 décrit l'intervalle O ^ 0 ^ J — iip(t) décrit donc un arc

restant à l'intérieur du cercle x I <T — et aboutissant à l'ori*

gine pour 6=—, la tangente fait alors l'angle n . — avec l'axe po-
sitif. On peut remarquer encore que Parc en question est .convexe.
En effet

( f i y [ p r ' - w i

et 'd'autre part

H suffit donc de faire voir que
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que

lp^- • (P+ni) sin % T F (»i — P) sin n%l~V) > 0.
Z l A l J

B1D

Le premier facteur est assurément positif dans l'intervalle

O < 0 < — , d'autre part (?L+J^ g < 2**; si ^l^LÉU^n \e crochet

est manifestemment positif ; on voit qu'il en est de même si --^-T < ?r

s in a?en remarquant que décroît dans l'intervalle (o, JT).

Nous supposons d'abord nt > 2p. Alors l'arc décrit par V(0

lorsque Ö parcourt l'intervalle o ̂  ö ̂  — reste toujours dans le

premier quadrant. D'autre part (— a%) reste dans le secteur infini R

limité par la circonférence x\=- -̂r̂  -, l'axe positif et la
(Wi— p)(fh -P)

demi-droite qui fait l'angle — j -f- e\ (moindre que ^ en valeur

absolue) avec l'axe réel positif (fig. 27).

Pour t = 0 tp (t) vient au point A d'affixe —-—. Si Ton avait
nt—p

1 nt—p * nt—p

(affixe du point B) l'on aurait

Pour toute autre ^position de (—2%) dans E et de ip(t) sur l'arc

AMON cette quantité est plus grande que *_£?. Si M désigne

le point où la tangente à la courbe C décrite par tp(t) est horizon-
tale, il est clair que la quantité étudiée ne peut pas être négative
que si le point P d'affixe ip(t) se trouve sur l'arc AM de C. Ap-
pelons Q le point dont l'affixe est 1 - xf), a l'angle de la normale PN
en P à la courbe C avec PQ, fi l'angle de PN avec PV, prolonge-
ment de OP, q> l'argument de [ip(t) + a%].
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On constate aisément que si ^ < C 0 les angles a, fi sont aigus

et a > fi (PV et PQ sont du même côté par rapport à PN) et

T \

Fi* 27.

Ion trouve de suite:
p ^ OA p

Si nt ^ 2p la démonstration précédente est insuffisante, car la
tangente à l'origine à la courbe C fait un angle obtus avec l'axe
positif et l'ouverture angulaire du secteur R peut également sur-̂

passer —. Si t augmente de dt, tp(t) décrit l'arc ds = \tp'(t)dt\. Il

dsest clair que \dq>\ est moindre ou égal à -=-, <î étant la plus petite

distance de P à un point de la circonférence \x\ =

ainsi donc
d0|^= ô

^~ï~- pour t = €w

—p n%—v.
et il suffira donc de démontrer que

*) Si nt > 2p cette inégalité n'est pas toujours vérifiée.
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Pour 0=5*0 on trouve précisément

â \~ 2

i l faut donc démontrer l'inégalité:

En y substituant la valeur

nx—p n,—p
i l vient

fl—n, (»!— p

S l n ^ - ^ (»,—|>) (», —1») ! sin -L_

2
II faut montrer que H{&) *^.H(o) = j — — — ^ Dans ce but remar-
•quons d'abord que H(6) est une fonction décroissante de M, ; il
suffit donc de poser w, = p et d'établir que

—pnx—p»! cos(wi—p)B-\-p{ni—p)co$«1ô - n^n^—p)coapd

Or
„ (2n\ 2n\ 2n\

1 ^ > ^ ^

part, si pour une valeur de 0 la fraction Ht(6) est maximum,
ou minimum, elle est égale au quotient des dérivées du numérateur
•et du dénominateur-

*! Il est clair que le résultat final s'étend à l'intervalle — < 0 < \- ef si >#

•est assez petit, à cause des majorations de la p. 610,
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sm
~J (ff\ • *J3L (fi\ ——

8 i n

sin I (»h—
J

M%(0) est une fonction décroissante de 0 dans l'intervalle o ^ 0 ^ — f

il suffit de remarquer pour cela que

£>log

sm-

9 log sm
= | ootg ( ^ ) - ( « , - , ) o o t g ^ - p ) 9 < 0

car
a r̂ et x cotg a? décroît dans l'intervalle

n. Or Ht(o) = Hl(o)) notre assertion est donc établie.»

Supposons pour un instant que Q
| 7 nx n* Lorsque la.

limite est atteinte il y a 3 racines a?15 ar2, a?8 de module Ç et contenues-
dans le secteur S. Si xx = a;, = #, on trouve directement

_____ ^

y nj—p'n,—p%
II n7est pas possible non plus qu'il y ait une racine double §"

car nous pourrions, en prenant au besoin la solution symétrique par
rapport à la droite joignant & à l'origine poser xt = x% = f, la-
courbe décrite par q>(t) lorsque t parcourt l'intervalle t = e**

o ̂  8 ̂  1- e aurait un rebroussement ce qui n'est pas possible»

II y a donc 3 ou davantage racines distinctes xx, xt1 x5 de mo-
dule Q. xt et x% correspondent aux points d'intersection de la-
courbe Z décrite par (p(t) avec elle même. Cependant la condition*

^ 0 entraîne, quelle que soit la manière dont les branches-

de X, en nombre quelconque, se coupent ou se touchent en un point
Jf, le fait suivant:
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Maintenant xx fixé, diminuons un peu |a s | de manière que la
quantité a2x? (cf. formule (20) de la p. 607) qui a été représentée
par le point M le soit maintenant par un point M' situé sur la
demi-droite passant par l'origine et M et tel que OM' < OM. A la
nouvelle valeur de a, x? l'équation a2oc?=<p(t) fera correspondre un
certain nombre de solutions en t voisines des solutions primitives (en
nombre égal au nombre des branches de Z se coupant en M) mais elle»
seront toutes de module << 1. En d'autres termes, on pourrait cons-
truire une équation ayant les racines xt telles que | # i | = Ç, l^sl^Ç*
1̂ 3i > Q (éventuellement |a?4| > Ç, |a?B| > Q ...). Un nouveau dé-
placement des paramètres a±, a, suffirait pour que Ton ait :
\x\ | > Q<> \xt\ > QJ \x*\ > Q c e 4ui e s t impossible. On a donc bien:

o<: |7 Ul rh

II est bien évident que dans l'énoncé de la p. 606 l'angle —

ne peut pas être remplacé par un plus petit : on n'a qu'à poser

p. ex. o. = 0 a , = . _ e > 0 et très petit.

P

Pour voir qu'il en est de même avec le nombre •/—-—.———
f nx—p nt—p

considérons l'équation particulière qui a la racine triple

X =

elle s'écrit:

(22) , s3-i s? ' » »«!
i-» xp i y ^ ~ p ) p (w«—pï*^,__p(^i—y)p (wi—y)y

 ; i f l

(«H— nl)nlp nt* w"1 (n. — %)w f^w^ w-

<Si d'abord ns ^ 2w, considérons les courbes l 7 décrites par les
racines de l'équation lorsque ax reste fixé et arg(aj) = >l (mod. fi\
X est fixe et choisi de manière qu'elles aient un point triple, qui est
précisément la racine triple de l'équation (22). En supposant, pour

fixer les idées d> = epj une discussion facile montre que les bran-
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ehes de ees courbes situées dans l'angle limité par les demi-droites

q)=z et ç> = 1 ont la forme de la figure 28 *); eu

particulier la demi-droite q> = — appartient à P. 0' désignent les

racines de 1 -f- xp -f- at x
n% = 0 où Oj a la même valeur que danë

(22). D'ailleurs — ^ — et Pon constate immédiatement, que dans le

secteur circulaire d'ouverture — indiqué sur la figure, l'équation

p

(22} n'a que la racine triple x = \/ — . — — . ëp.
v ' * *• W 71 K) 7% 'M

Si nt > 2nx il paraît plus commode d'envisager les courbes Tr

décrites par les racines de l'équation lorsque a2 reste fixe et que
l'on a: a r g ^ } ^ ^ (mod n\ p étant fixe et choisi de manière qu'el-
les aient comme point triple la racine triple de l'équation (22). La
disposition des branches de ces courbes situées dans l'angle compris

entre les demi-droites q> = et q> = 1 est indiquée sur
P ^i JP ^i

la fig. 29 ci-contre.
Les points O' désignent maintenant les racines de 1 -\-xp-\- a%xn* = 0

où at a la même valeur que dans l'équation (22), Les angles MOA
et MOB sont égaux à —. Pour justifier notre assertion, il suffit de

*) Sar la figure on suppose n% >
dans le cas n% ̂  2p.

; la discussion reste à peu près la mem»
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faire voir que le secteur OAMB ne contient d'autres branches de

T' que celles qui sont dessinées. Or les T' possèdent comme les F
la propriété de n'être rencontrées qu'en deux points au plus par
toute demi-droite issue de l'origine; nous allons voir qu'aucune bran-
che ne coupe pas l'arc de cercle A MB (sauf au point M) II est
impossible qu'il y ait d'autres branches dans OAMB, car elles de-
vraient être fermées ou bien pénétrer et ressortir par OA ou QB,
ce qui ne peut avoir lieu *)

II reste donc à faire voir que F' ne coupe pas les arcs AM et
j MB pour fixer les idées.
L'équation des courbes F' s'écrit, en posant

x = rëv, ax =te1^, a% = çe= çea

En posant

n9> = - + ^ r = p nt -p

4) Si P' avait des points doubles autres que M dans OAMB on pourrait les
faire disparaître en déplaçant infiniment peu at, a, et on aboutirait encore à une
contradiction.
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on obtient pour nos courbes F' particulières :

Or nous allons voir que F{tp) > 0 dans l'intervalle 0 < # ^ —•

Considérons d'abord l'intervalle 0 < tp <C ̂  , nous écrirons:
j(ws — nx)

i f ™^u
l «h —

thpl w p », —w, J

Puisque nx — p < na — Wj et décroît dans l'intervalle

les deux crochets sont certainement positifs.

(23)

Je dis que dans l'intervalle ^~z r ^ V ' ^ — l'on a:

- sin

il en résulte manifestemment que i^(#) > 0 dans cet intervalle.

Pour tp = o 7 ~ ~ — x l'inégalité (23) vient d'être établie. Pour

1/, = ^ (23) se réduit à: — ^ - sin ( ^ ) > - ^ — ou

nx—p \ nt

Si % ̂  2p on utilisera la première forme de l'inégalité: puisque

?— ̂  ^ il suffira d'établir que —-—. —. ̂ — > — - — ce qui se vé-
«! 2 ^ n1—p n nx f^ — n^

rifie immédiatement.

Si nt < 2p, —-—^— < -5, on utilisera la deuxième forme de

Tinégalité: il suffira de faire voir que
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M* 2 (n1—p)n p
%—p * n' nx nt—n,

ce que Ton constate de suite.
Jl reste à constater que l'inégalité (23) subsiste pour une valeur

tp =ztff0 rendant T(tp) minimum dans l'intervalle ^ r <C tp <C —*

Or

*——- T'(ip) = — (n, — p) c o s n ^ - f nacos^—p)tf>;n\

on en déduit que T' (tp) > 0 si tp ̂  — donc
J(Wj p)

n n
<^<

EB posant pour abréger —-— = mt, —-—=m f et cos (% tpê) = —

(0 < <5 < 1), il vient

= - A et

les radicaux étant pris avec le signe -}~- On constate immédiate-

tement que K(ô) décroît dans l'intervalle (0<C^<Cl/—^r 1̂ et
^ v \ r wî —1 /

croît dans l'intervalle f l / — - s — ~ < ( ) < l L il suffit donc d*établir

que

ce que Ton vérifie sans difficulté.

Lorsque nt < f nt nous n'obtiendrons plus des résultats aussi
précis, faute surtout de la connaissance de la valeur exacte de
l'angle A.

Je vais montrer cependant que la méthode qui vient d'être ex-
posée peut encore nous renseigner sur la situation des zéros dans
des cas étendus.

Si n2 > f p l'on a A ^ — <; —, les p angles A n'empiètent

donc certainement pas les uns sur les autres. La démonstration des
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pp. 602—603 subsiste gans modification et montre qu'il y a p sec-
teurs finis $, d'ouverture angulaire A1 = A -f- e contenant toujours
une racine de l'équation. Il n'y a encore rien à changer dans la
démonstration des pp. 603—605 jusqu'à la conclusion que a?t et x%

doivent être tous les deux sur la frontière de A' (en bas de la p. 60ô)-
A partir de ce point il n'y a qu'à remarquer que x^~nx = srg*"""1, on

devrait donc avoir* A' — — , k étant entier positif, or actuel-
n%—Wj ' r

lement 1̂ ^ h ^ < — < •

En supposant dorénavant n2 ̂  4p, je montrerai que le rayon

de p secteurs 5 ne saurait dépasser I/—-—: -—-—. A la place de

l'expression (20) de la p. 607 nous allons considérer l'expression:

(20') _ « i a S ï . = L-__f • *

dont Tétude est d'ailleurs parfaitement analogue à celle de l'ex-

pression (20). Nous envisageons maintenant l'intervalle 0 ^ 6 ̂  — r

n%

t =^ew. L'argument de ^i(^) = -^^ *• croît sans cesse dans cet in-

tervalle 1), le module décroît dans l'intervalle 0 << d << - jusqu'à 0,
nt

croît de 0 à oo dans < 0 <C , décroît pour <C Ö < —
w, nt—p r nt—p w2

jusqu'à 0. On s'assure ensuite que la pente de la tangente à la
courbe Cx décrite par tf>x(t) varie d'une façon monotone dans l'inter-
valle 0 < 6 <C ——-. Pour Ö = 0 la tangente a la direction de l'axe

n2—P
imaginaire, pour 0 = - elle fait l'angle aigu ~ . n avec l'axe po~

sitif. Pour 0 = — — la courbe Cx s'éloigne indéfiniment dans la
i?2—p

direction faisant l'angle aigu ——— . n avec l'axe négatif. La bran-

*) En faisant bien entendu abstraction des racines de **> — 1 = 0 et
.*-. i —- o où il saute brusquement de n.
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che de C, correspondante à l'intervalle — < B <T se trouve

toute entière entre Taxe réel négatif et la demi-droite passant par

l'origine et faisant l'angle ———. n avec cet axe, car autrement on

serait en désaccord avec le fait que l'argument de tpx(t) croît sans

cesse. Dans l'intervalle ^ 6 ̂  — la courbe Cx a un point

d'inflexion et un seul. Le coefficient angulaire de la tangente com-
mence, par décroître, puis il croît. La branche correspondante de
Ct se trouve toute entière dans l'angle formé par deux demi-droites

passant par l'origine et faisant respectivement des angles —^—.n

et - " . n avec Taxe positif. Pour 0 = — , Ct aboutit à l'origine, la

tangente y fait l'angle — . n avec Taxe positif.
Nous pouvons supposer d'autre part que le point d'affixe (—xf)

se trouve dans le secteur infini B limité par la circonférence

\x\ = —. —, l'axe positif et la demi-droite qui fait l'angle
1 ] nx—p »1— p r ^

— (o "I" £) a v e c c e t a x e (*S* 3®)'
Nous allons établir maintenant que l'on a dans l'intervalle con-

sidéré ? a r | f ^ > 0. En posant %px{t) = J*^—^ [l su f f i t d e

trer que l'on a:

99 ^

Soient r, /""', f" les arcs de la courbe Ct correspondants respec-
tivement aux intervalles

n% nt nt—p nt—p ^ nt

l9 Sur F le raisonnement est identique à celui des pp. 608—010
où on remplace nt par nt.

2» Sur r on a constamment jgg.frxW + *T] > Q
du
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En effet P constitue avec f et la demi-droite L parallèle à l'axe
imaginaire (marquée en pointillé sur la fig. 30) une courbe con-
vexe 2 limitant un domaine A. Si un point de R est dans A on

'Fig. 80.

ne peut mener par ce point aucune tangente à 2; s'il est en dehors
de A on voit d'après la figure que les deux tangentes à 2 touchent
cette courbe au point à l'infini et en un point de ƒ". Il suffit donc

que l'inégalité 3 arg [«>,
96

2n
>> O ait lieu pour 9 = — c. à. d. si

tp^t) = 0, ce que Ion constate immédiatement.
3° Sur ƒ"" considérons le point S' où la tangente est parallèle

à la direction asymptotique et les deux points R et T où elle est
parallèle à l'axe des x. On constate immédiatement que la tangente
à ƒ"" sur la partie qui s'étend du point T à l'infini ne peut pas
rencontrer la région i?5 il en est encore de même sur Tare con-
vexe OS'R qui peut être complété (comme l'indique le pointillé)
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de manière à contenir la région R à son intérieur; sur tous ces arcs de fr

on a donc visiblement ^ arg [*/;,(£) -f- x(\ > 0. Il reste à examiner
du

le segment 22T de f" 1). Soient P et Q les points d'affixes ^ ( Ê )
«et (—#ï), nous avons d'après la figure 30

OP OP NO _ 1 n2—y TÏ_ n8—p

nt—p
Dès lors on n'a qu'à reprendre les raisonnements des pp. 609—610:

-i • ±9\ \d<P O Poos a v .n%—p p n2—p a

il vient2) 37f) = ^yî ^ o < o - o = A - H suffit donc
} \d6 \ PQ COB(} 2 2p 2 4

«de faire voir que 2
 A < * *> c* a* ̂ * n«+P<^2wi> o r

il suffit donc de constater que ^2 H~ i9 < § Ms c- &. d. w2 > 3p. On
achève la démonstration comme aux pp. 612—613.

Enfin le raisonnement des pp. 613—614 s'applique et montre que le
p

nombre 1/ —. —-— ne peut pas être remplacé par un plus petit.

En définitive nous avons l'énoncé suivant (cf. l'énoncé de la p. 606):
Si ^ ^ f ^ u maisn^^^p chacun des p secteurs circulaires con-

tenant une racine p-ème to de (—1) et qui sont limités d'une part par la
p

irconférence I x \ = 1/ —. — et d'autre part par les 2p demi-
1 r ni—P n2—P r r r

droites issues de Vorigine et faisant des angles égaux à -— avec des

segments joignant l'origine aux p racines co contient toujours une ra-
vine de l'équation 1 + xp - j - ai x

ni -f- a% x** = 0. Dans cet énoncé le
p

€trcon

I / % n*
y nx—pn%—pnombre 1/ . — ne peut pas être remplacé par un plus petit.
Y nx—p nt—p r r r F r

f) Dans certains cas ce segment peut ne pas exister. Sar RT la tangente

dirigée fait un angle compris entre — et n avec J'axe positif: autrement elle se-

rait verticale en un point de RT ce qui est impossible car - i~__i i < 0 et
du

o
90 *
>) cf. de nouveau la fig. 27.
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CHAPITRE II.

Les polynômes niuitiraleiits.

1. M. Montel a introduit la notion de fonction p-valente. Une
fonction f(x) est dite p-valente dans un domaine D si elle ne prendr

dans ce domaine, aucune valeur plus de p fois et s'il existe des-
valeurs qu'elle y prend effectivement p fois. Si l'équation f(x) — a = O
a une racine multiple d'ordre s en un point de D la valeur a est
considérée comme prise 5 fois en ce point. Nous nous proposons-
d'établir quelques propositions permettant de délimiter des régions-
où les polynômes de degré n ne sont que ̂ -valents (l ^p <Z n) e. h. à.
se comportent, à un certain point de vue, comme les polynômes de
degré p seulement. Une des propositions les plus remarquables de
ce genre a été donnée par M. K a k e y a 1 ) . L'on sait que si une
fonction est univalente daus D sa dérivée ne s'y annule pas, mais
cette condition n'est pas suffisante. Toutefois, si la dérivée d'un po-
lynôme de degré n ne s'annule pas dans un cercle de rayon Mr

M. K a k e y a a établi que le polynôme est univalent dans le cercle

concentrique de rayon R. sin — (ce rayon est d'ailleurs le plua

grand possible si n > 1).
Nous donnerons au Chapitre III une proposition tout à fait ana-

logue à celle-ci; pour le moment nous allons résoudre quelques ea*
particuliers du problème suivant: sachant qu'un polynôme de degré n
ne prend, dans un domaine D, que p fois une valeur particulière a —
éventuellement dans certaines conditions déterminées — délimiter
des régions intérieures à D où le polynôme est nécessairement
p- valent.

2. Nous obtiendrons un résultat de cette nature comme consé-
quence simple de la proposition suivante:

P(x) étant un polynôme de degré p dont tous les zéros ne dépas-
sent pas en module P , Q(x) un polynôme de degré q(q~>p) dont tou&
les zéros ne dépassent pas en module Q, Véquation P(x)-^-aQ(x) = u

1) On zéros of a poiynomial and its derivatives. The Tohoku Math. Journal
Tome 11 (1917) p. 5 et sniv. M. Szegö a démontré d'une façon différente cette
proposition. Mathematische Zeitschrift t. 13 (1922).
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a toujours p racines dont le module ne dépasse pas Max 1 Ç, - ' ^ \
{ q—p >

et cette limite supérieure est atteinte.

Remarque. * Le même nombre ^ " - est aussi, d'après

M. Wal s h, la limite supérieure des modules des zéros de la dé-
P(x)

rivée de la fraction rationnelle: -jè\' ^ e n o m ^ r e n e dépend que

du rapport (i = —, dont il est une fonction décroissante tendant

vers P pour \i tendant vers oo.
Démonstration. Faisons voir d'abord que l'expression

' i—p f

est effectivement une limite supérieure des modules de p racines de
Féquation P(x) -(- aQ(x) = 0. Posons à cet effet

Supposons que x décrive une circonférence \x\ = R
dans le sens direct, on posera donc x — Rée. Le maximum de
9

{P()} lorsque les at varient dans les cercles | a é | ^ JP , x res-
tant fixe, est visiblement atteint lorsque les p points a, se confon-
dent au point de la circonférence | a{ \ = P le plus rapproché du

point d'affixe x et sa valeur est alors -=£-——. De même on trouve

9aisément que le minimum de (arg ()(#)) est atteint lorsque les q

points $ se confondent au point de la circonférence \fjt\ = Q le
plus éloigné du point d'affixe x.

[En désignant par A le point d'affixe x, par O l'origine et
par M le point d'affixe /? avec \§\ = B, en posant enfin l'angle
MO A = q) Ton trouve



M. Biernacki: [624]

et cette expression décroît sans cesse, lorsque eosç> décroît. H faut
donc que M vienne en M'. Si on fait varier maintenant B dans l'in-

— A

Fig. 31.

tervalle O ̂  B ^ Q Ton constate immédiatement que c'est la va-
leur B = Q qui donne le minimum]. Ce minimum est donc égal

qR Si donc qR pRf c. à. d. R > 2i
q—p

pon a tou-

jours ^ arg{ ) ! \ <C 0. Par conséquent, si x décrit la circonfé-

Fîg. 32.

renée |a?| = 2£ dans le sens direct, l'argument de -~~ décroît sans

cesse et le point ayant pour affixe cette expression entoure (q—p)
fois l'origine dans le sens négatif. $ est dès lors évident qu'un

point quelconque, d'affixe a, ne peut pas être entouré par
<?(*)

plas

de (q—p) fois dans le sens négatif. Notre équation peut cepen-
dant s'écrire:



[625] Equations algébriques 85

Si x décrit la circonférence x\ = R dans le sens direct l'argument
de Q(x) augmente de 2nq, celui du crochet diminue au plus de
(q—p).2n, donc l'argument du 1er membre augmente de 2np au
moins.

Ceci établit la proposition. Lorsque Q^ (on a ! d'ail-
ï— P \

leurs toujours P<C 1 la limite supérieure Q est évidem-

ment aussi la limite exacte.

Il reste à établir que, si Q<P ~^^ la limite ^ ~ ^ " g est
q — p q—p

effectivement atteinte. Il résulte de la démonstration précédente que
ceci ne peut avoir lieu que si tous les points a{ sont concentrés en
un seul point de la circonférence \x\ = P et tous les points <̂ con-
centrés au point diamétralement opposé de la circonférence | # | = Q,
L'on peut donc se borner à considérer Péquation

{x -f- PY + a(x— <?)« = 01).
Nous allons voir que la limite n'est atteinte que pour une valeur

unique de a et que la racine de module maximum est en même
temps une racine double de Péquation. Etudions à cet effet la dis-

|^_l_p|p
position des courbes: ~— = a (a = constante).

En posant x=réd et L = r2-|-2jPcos0-f-P2, il/=r2—2Çeos0-f<)8

leur équation s'écrit:

Pour obtenir les extrêma des rayons vecteurs de ces courbes il faut

y joindre l'équation = 0. En éliminant a2 entre S = 0 et

—— = 0 il vient :

9L 9M
= 0 ou r. sin 0 . [pPM + qQL] = 099

M
Or L, M sont les carrés des distances du point x au point Q

et au point (—P) respectivement, donc L ^ 0, M^O et d'ailleurs
on ne peut pas avoir à la fois L = 0, M = 0. Le crochet est done

J) Nous faisons abstraction des équations qui se déduisent de celle-ci par
des rotations sar le point œ.
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toujours positif. Les extrêma sont donc déterminés par l'équation
sin 0 = 0 c. à. d. se trouvent sur l'axe réel. Les points doubles de
nos courbes s'obtiennent en éliminant a entre l'équation proposée
(oc-\-P)p-\- a(x—Q)q = 0 et sa dérivée. On obtient ainsi la valeur

pQ + qP
unique: x = — -—-*—±—.

q — p
II existe donc une seule courbe ayant

un point double, nous l'appelons JP. Puisque sur le segment (—P, Q)
a croît sans cesse, une courbe quelconque coupe ce segment en un
seul point.

La règle de D e s c a r t e s permet d'affirmer de plus que nos
courbes coupent aussi en un seul point le segment (Ç, + oo) tandis
que le segment (— oo, — P) est coupé en 2 ou en 0 points. On
obtient ainsi la disposition des courbes indiquée approximativement

ig. 33.

sur la figure ci-contre (qui correspondrait au cas P = 4 $«=5



1627] Equations algébriques 87

II est facile de constater que R = ON < OM. Car soit N' le
point symétrique de N par rapport à l'origine (0N'^> Q). La valeur

-de a au point Ar est rp—j-7^, celle au point N' est / plus
(ii - j - y)

(J? /v , plus
(it — y)

grande que la précédente. Donc N' est plus près de Q que M. Il
s'ensuit que, lorsqu'un point T décrit la branche de la courbe F
4jui va de A7 à M, le rayon vecteur 0 T croît sans cesse. Si noua
donnons maintenant au paramètre a la valeur a0 correspondante au
point double N c. à. d. si nous considérons l'équation:

on voit bien que toutes les racines sont sur F. La variation de
(x 1 P)p

l'argument de g- est de p.2ji lorsque x décrit la branche

NHKN (dans le sens de la flèche) et de —(q — p) . 2n lorsque a?
décrit la partie restante de F. Puisque le rayon vecteur O T varie
d'une façon monotone lorsque T décrit F ne traversant pas l'axe
réel, l'équation (1) a (p— 1) racines de modules inférieurs à JK, une
racine double de module 7t*, tandis que toutes les autres racines
ont leur module plus grand. C'est d'ailleurs (à des rotations autour
<de l'origine près) la seule équation du type P(x) - j - aQ{x) = 0 réa-
lisant le maximum de module du p-ème zéro: en effet, si \x\ = B

9argl(x + Pr\ < 0

«i x n'est pas négatif, donc aucun point d'affixe a =}= a0 ne peut
(x -f- P)p

pas être entouré par —̂ - plus de (q—p) fois dans le sens

négatif.

3. En revenant à Tordre d'idées du § 1 nous allons maintenant
-démontrer la proposition suivante:

Supposons qu'un polynôme de degré n s'annule p fois ( I^ j3<w)
•à l'origine et qu'il ne s'annule plus en aucun autre point du cercle
\x\ <C 1- Le polynôme est nécessairement p-valent dans le cercle

D'ailleurs, les polynômes xp{x -J- ée)n~p (6 réel arbitraire) qui su*
tisfont aux conditions de l'énoncé ne sont plus p-valents dans aucun
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cercle \x\<^ — -\-£ quelque petit que soit e > 0. Tous les autres

polynômes de la classe considérée sont p-valents dans un cercle de

centre origine et de rayon supérieur à — 1).

Notre polynôme est de la forme

/7/vA r P - i - n r ^ 1 —i— _L- n 'T* •

on aura en outre

~ = 1 +<*P+iX-\-*" + anXn~P4z0 Pour 1*1 < L

En posant x = — on en déduit que le polynôme:

... -f apny""'-1 + y*-*
a tous ses zéros inférieurs ou égaux à 1 en module. Considérons
maintenant les équations de la forme

(2) an+ an_,y + ... + ap+1y
n~^ + y -*+ « f = 0

a étant quelconque. Pour obtenir la limite supérieure de module de-
(n—p) racines de cette équation, il faut appliquer le théorème du
§ 2j en posant p — n — p, q = w, P = 1, Ç = 0. Il s'ensuit que-
Téquation (2) a toujours (n—p) racines de modules ne dépassant

pas —. Donc l'équation aux inverses af-\-aF+ix
p+1-\~...~(-an«"-f-«=0*

a toujours (n — p) racines de modules supérieurs ou égaux à —r

donc p au plus de module moindre que - et ceci démontre la pro-
position. En se reportant au polynôme réalisant la limite supérieure
de p zéros de P(x)-\-aQ(x) = 0 on trouve que le polynôme

xp(x-\- l)n"p prend au moins (p + 1) fo*8 la valeur: (—l)p±-± f^-—

dans tout cercle de centre origine et de rayon Supérieur à —.

J) Je n'ai établi primitivement cette proposition que dans le cas p = 1. M. Mon-
te 1 mfa suggéré de la généraliser. Pour p = l l'énoncé se trouve aussi, sons»
*forme différente, dans le travail de M. Al ex an der. Annals of Mathematics, 2*

t. 17 (1915).
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4. Si en particulier p=\ on obtient un énoncé présentant quel-
que analogie avec le théorème de M. K a k e y a signalé au § 1. Il est
à remarquer que la condition de M. K a k e y a (non annulation de
la dérivée) donne un rayon d'univalence plus grand que la nôtre
(univalence par rapport à une valeur particulière). Je me borne
à signaler le problème de déterminer le rayon d'univalence lorsqu'on
suppose les deux conditions remplies à la fois 1).

Il ne sera peut-être pas inutile d'exprimer la proposition du §
précédent sous la forme suivante : un polynôme de degré n qui
prend p fois (l ^.p <^n) la valeur b en un point a et qui prend
d'autre part (p -|- 1) fois une valeur c dans le cercle \x— a\ <C R

1%
reprend nécessairement la valeur b en un point du cercle \x—a|<-.i2.

En particulier, un polynôme de degré n qui prend la valeur b en
un point a et dont la dérivée s'annule en un point du cercle
\x — a\ <i R reprend nécessairement cette valeur b en un point du
cercle \x — a\ < n B

La dernière conclusion peut être facilement retrouvée par des
considérations toutes différentes et d'ailleurs connues: L a g u e r r e
a en effet démontré 2) que tout cercle passant par les points x et

Yl f iX )

X- v } f(x) étant un polynôme de degré/a, „sépare" les zéros
/ (x)

de f{x) c. à. d. que, ou bien il y a au moins un zéro à l'intérieur
et au moins un zéro à l'extérieur du cercle, ou bien tous les zéros
sont sur la circonférence même. Récemment M. v. Nagy 3 ) a re-
marqué que si § est le point du cercle \x—a\ <C R tel que ƒ•'(£) = (),
on trouve, en appliquant la proposition précédente au polynôme

f[x\ }j
g{x) = — et au point x = § que tout cercle passant par

X — CL

f (§={=a) et § + ( n — 1 ) (I — a) contient à son intérieur un point
où le polynôme reprend la valeur b qu'il a au point a. On nfa qu'à

*) En tout cas, on constate facilement que ce rayon est supérieur (et non
pas égal) au rayon de M. Kakeya et, d'autre part, qu'il tend vers zéro pour n
augmentant indéfiniment.

•) Oeuvres. Tome I, pp. 133—436. Cette proposition n'est qu'un cas parti-
culier.

8) Inséré comme exercice dans le livre de Pó lya et Szegö: „Aufgaben uad
Lehr8àtze aus der Analysis". Tome II, Livre 5. Exerc 115.
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prendre, en particulier, le cercle ayant le segment [£, g-^-(n—1) (f—a)]
comme diamètre pour retrouver notre proposition.

5. On pourrait maintenant se poser le problème suivant: Un
polynôme de degré n ne prend, dans un cercle de rayon R, que p
fois ( l ^ p « < r c ) la valeur qu'il a au centre. Dans quel cercle con-
centrique est-il nécessairement ^-valent?

Pour p = 1, le problème vient d'être résolu ; pour p = n — 1
il a été résolu par M. Szegö sous une forme différente1): Si n est

/? /?
pair, le rayon cherché est alors ; si n est impair, c'est .

2

La recherche de la limite exacte dans le cas général semblant con-
duire à des calculs assez compliqués, il ne sera peut-être pas in-
utile d'indiquer un procédé qui permet d'obtenir rapidement tout
au moins une limite inférieure du rayon du cercle cherché.

En supposant que le cercle dont il s'agit est le cercle \x\ <C 1 et la
valeur que le polynôme ne prend que p fois est la valeur 0, l'on,
peut écrire

f(x) = at x + a2x
2 -f- ... + anx*.

L'équation
ai ~f~ atx 4~ • • • "4" an %n~x = 0

n'a donc que (p — 1) racines dans le cercle \x\ < 1, elle en a donc
(n—p) dans le domaine \x\^l.

Donc l'équation aux inverses:

an+an_} y + ... + ^ ^ = 0
a (n—p) racines de module ne dépassant pas 1 et (p—1) de mo-
dule supérieur. On peut donc écrire:

an+ a^y + ... + a,y^ = P(y). «(y),
P(y) étant un polynôme de degré {n—p) dont tous les zéros sont
dans le cercle \y\ ^ 1 et R(y) un polynôme de degré {p — 1). Nous
allons voir que, dans ces conditions, l'équation

*) Mathematische Zeitschrift, Tome 13 (1922). The'orèm© 12'. Plas exactement
M. Szegö résout un problème légèrement différent, un polynôme de degré n
prend, au plus, (n—1) fois dans le cercle \x\<^R «a valeur au centre. Dans
quel cercle est-il (n — l)-valent?
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a toujours (n—p) racines qui ne dépassent pas en module un
nombre fixe K qui ne dépend que de n et de p. En revenant à la
variable x on en conclut que l'équation f(x) -f- b = 0 a toujours

{n—p) racines de module supérieur ou égal à _ donc p au plus
il

de module inférieur à ^r, ce nombre ^r résout donc le problème
IV. IV.

posé au début. Nous allons déterminer une limite supérieure du
nombre K.

Supposons pour un moment (je remplace maintenant la variable
y par x) que les zéros de R(x) [au nombre de (p — 1)] se divisent
en un groupe de s zéros de module ne dépassant pas i ( 0 ^ 5 ^ p — 1 )
et un groupe de (p — 1 — s) zéros tous supérieurs à un nombre
R > Â. Soit S(x) le polynôme de degré s qui a les s zéros du pre-
mier groupe, appelons au a2... ap__1__8 les zéros du deuxième groupe.
L'équation étudiée : P(x) B{x) -\- bxn = 0 peut s'écrire sous la forme
suivante :

Supposons maintenant que x = Rew décrive la circonférence
|a?j = R dans le sens direct, x étant fixé; quelle est la valeur maxi-

mum de ^ {arg (p(x)}?

On voit comme au § 2 que les zéros de P(x) et de S(x) doi-
vent être tous concentrés aux points des circonférences \x\ = 1 et
\x\ = X respectivement qui sont les plus rapprochés du point d'af-
fixe x. Quant au produit

p—l-8

l'on peut remarquer que - décrit la circonférence de rayon -g»

dans le sens négatif et que J <[ -̂  , donc l'on a toujours

3
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L'on voit donc que;

9 , . . (n — p)R sR t , , - v

X étant fixé, si R est assez grand le deuxième membre de la
dernière inégalité est négatif et dans ce cas, on constate immédia-
tement, comme tout-à-l'heure, que l'équation proposée a, quel que
soit è, au moins (n— p -f- 5) donc a fortiori au moins (n—p) racines
de module non supérieur à R.

Ceci posé, cherchons d'abord une valeur simple de R (R^> X}
pour laquelle on aura sûrement:

sR .

L'on constate sans peine que Ton peut prendre p. ex.

# X * + l ) > l + n-f-l — p.

Supposons d'abord que 5 = 0: on trouve alors directement la
valeur de R que nous appellerons Ro= n - j - l —p. Si donc le cercle
\x\ <^ RQ ne contient pas (n —p) racines de l'équation proposée
il faut que l'un au moins des zéros de R(x) soit inférieur ou égal
à RQ en module. Supposons donc que 5 = 1 et X = i?0. Si le cercle
\œ\ <C Rx où R^ = 2RQ -{- n -\- 1 —p ne contient pas (n —~ p) racines
de l'équation proposée, il faut que deux au moins des zéros de R(x)
soient inférieurs ou égaux à Rx en module, nous posons donc s = 2
X = R± et nous obtenons le rayon R2 = SRt -)- n -\- 1 —p. Nous con-
tinuons le procédé: Si le cercle \x\ <C i^_2 ne contient pas (n—p)
racines de l'équation étudiée il faut que (p — 1) c. à. d. tous les zé-
ros de R(x) soient inférieurs ou égaux à Rp_2

 e n module, dans ce
dernier cas nous aboutissons au nombre

Ainsi nous sommes certains que l'équation proposée a toujours (n—-p)
racines de module ne dépassant pas Rp__x. On aura Rt ^ R\ en
posant: # ; = 3I?0, R'2= 4R[, R'z = bR'2%..., R*^ = (p +1) B'^

Puisque R0=n + l-p il vient R^1 = <!L±l=l&iP+J)lm

En définitive, nous aboutissons à la proposition suivante:
Si un polynôme de degré n ne prend, dans un cercle de rayon Bf
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que p fois la valeur qu'il a au centre du cercle il est nécessairement
2

au plus p-valent dans le cercle concentrique de rayon -——, N,, ——, — N » R*

Assurément cette limite est (si p > 1) notablement trop petite1):
il paraît même vraisemblable que la limite exacte est (comme dans
le cas particulier étudié au § 3) une fonction croissante de p.

6. Passons à des problèmes d'un type différent. Supposons que les
polynômes P^x), P2(x),..., Pk(x) soient respectivement pup2y..^pk-ya\enta
dans un domaine; que peut-on-dire au sujet du nombre des fois qu'une
valeur arbitraire peut être prise dans ce domaine, ou dans une de
ses parties, par un autre polynôme „fonction" des polynômes P^x)?*).

On peut établir la proposition suivante:
Considérons k polynômes Px(x) de la forme Pt(x) = btx

p* -f- atx
n*

( 0 < p , ^ w , ) i = 1,2,..., k et supposons que chaque polynôme P,(x)
soit pavaient dans le cercle \x\<^R. Le produit P^ip^.P^x) Ph(x)
est (Pi + p% -\- -. + fk)-valent dans le même cercle.

Pour qu'un polynôme de la forme: x -j-• axn soit univalent

dans le cercle \x\ < 1 il faut et il suffit que Ton ait | a | ^ —.

C'est nécessaire8) puisque la dérivée 1 -f- naxn~1 a ses zéros moin-

dres à 1 en module si | a |>—. Cela est suffisant, puisque

ixr-\-axl)—te + aaS) = (xt — *,) [1 + a(«r1 + *r*'*, + ... + «T1)]
et si l'on suppose |a?,| < 1, \x2\ < 1, xx =}= xt, | « | ^ — il vient

le crochet ne peut donc pas s'annuler.
Cette remarque peut être généralisée: pour qu'un polynôme de

la forme xp-\- axn (p < n) soit p-valent dans le cercle \x\ < 1 il

faut et il suffit que l'on ait | a \ ̂  — *).

l) Cependant la limite exacte doit être inférieure à — . R.

•) On doit mentionner ici le „thëorème de composition* des deux polynômes
univalents de M. Szegö. Loc. cit. Théorème 21.

s) Cela est nécessaire même dans le cas général: x-\- a2as2-J-... -f- &*&*-
4) Cette condition exprime que les zéros du polynôme dérivé, autres que 0»

ont leur module ^ 1.
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La propriété d'être p-valent peut, en effet, être exprimée sou»
la forme suivante: L'équation af-\-axn = b doit avoir, quel que
soit bj (n—p) racines de module supérieur ou égal à 1. En posant

x = — ceci revient à dire que l'équation a -\- y"~* = bi/n a (n—p}

racines de module ne dépassant pas 1; en divisant par a et en po-

sant t — —^ l'on voit que ceci équivaut à ce que Téquatioa

1 -f- tn~p -f- b tn = 0 ait toujours (quel que soit b) (n—p) racines de

modules ne dépassant pas . Or, on sait *) que la limite (atteinte)

VU
des modules des (n—p) racines de la dernière équation est égale

Donc il faut et il suffit que Ton ait:»

1 ^

Cela posé, considérons le produit des k polynômes de la forme:

xn -)- a4a?
n< (0 <ZPi ^ w< i = 1, 2,..., k) où \at\ ̂  — *) qui sont done

respectivement ^-valents dans le cercle | # | < 1 . En posant x =ré*
nous allons étudier la variation de l'argument de ce produit lors-
que x décrit la circonférence \x\ = 1 dans le sens direct. Nous-

§pouvons écrire:

de arg

D'après une formule générale:

;arg
r 9r

i) Cf. Chapitre I.
*) Cette condition eet naturellement inutile si pt— nt.
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Evaluons le minimum de la dernière expression lorsque x parcourt
la circonférence \x\ = 1. Nous ponvons évidemment supposer, pour
fixer les idées:

«« Pi

La dernière expression s'écrit:

r_ 2(ni — pi) [^"j-^^1 — Rf*r-pt-i- eosfa —p,) 0]
2 * r2(n,-^) _|_ E2 _ 2Rrni-*i cos (nt —

En y posant r = 1 FOB trouve :

O< — ff <) [ 1 — R cos (n, — pt) 0}

Le minimum de cette expression, lorsque 0 varie, est atteint pour

cos(w4 — p^ 0 = — 1, il est donc égal à — ~ — ~ , puisque R^ —;
Ii 1 pt

ce minimum est ^ —— = —*pt. On en conclut donc, d'après

Pi
la formule de la page 634:

ft

Tearg 11(x* + a>x"] >2^~2P'==()-
t=i t*i »«=i

Ainsi donc, lorsque x décrit la circonférence \x\ = 1 dans 1©
sens direct l'argument du produit ne va jamais en décroissant.
D'ailleurs, après le tour complet, cet argument augmente de
(pt -\-P2 -(-••• -f- PÔ - ̂ n% U es^ clair qu'aucun point du plan ne
peut pas être entouré par la courbe décrite par le produit plus de
(Pi "4" P% ~4~ • • • H~ i5*) ^ s dans le sens positif; le théorème est donc
démontré.

7. La proposition précédente est sans doute susceptible de gé-
néralisations. Cependant le théorème général suivant: le produit
des k polynômes xPi -f- ap<+laf*+i -f- ... -|- «n<̂ ?n< (0<Cp<^?v7 i=l52,...,fe)
respectivement grvaleûts ( p 4 ^ 2 * ^ w « ) dans le cercle \x\ <C 1,
(c'est à dire que le nombre de fois qu'une valeur peut être prise
dans le cercle \x\ <C 1 pourrait être supérieur au nombre relatif
à un cercle très petit de centre x = 0) est (qx -f- q% -f- ... + &)-valent
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dans le même cercle, est certainement inexact, comme le montre
l'exemple simple:

Le polynôme af1 -f- x**~x est au plus (2p — 2)-valent dans le cercle
\x\ < 1, tandis que Px(x) P2(x) = xp + x7p n'est (2p —- l)-valent que

dans le cercle | x \ < -^— *).

La question reste posée, de savoir si l'énoncé pourrait subsister
dans le cas particulier qi-=pi (i = 1, 2,..., k).

CHAPITRE III.

Les zéros de la dérirée.

1. Les zéros d'un polynôme ou les zéros et les pôles d'une frac-
tion rationnelle déterminant ceux de ses dérivées on a, il y a long-
temps, déjà établi plusieurs théorèmes exprimant directement cette
dépendance. Abstraction faite du théorème de R o 11 e, le premier
résultat général de ce genre semble être celui publié par Ch. L u-
cas2) : les zéros de la dérivée d'un polynôme sont des positions
d'équilibre dans le champ de masses égales, placées aux zéros du
polynôme et répulsives (ou attractives) en raison inverse de la di-
stance.

Récemment, M. Walsb a repris ces considérations mécaniques
et a obtenu plusieurs propositions concernant les dérivées des poly-
nômes et des fractions rationnelles8).

Je ne citerai qu'un cas extrêmement particulier de ses résultats:
P(x)Si tous les zéros, en nombre p, d'une fraction rationnelle ^ }

ainsi que tous ses q(q^> p) pôles sont contenus dans le cercle
tous les zéros de la dérivée sont contenus dans le cercle

?: cette limite est d'ailleurs atteinte pour une fraction

convenable,

*) Cf. 1© Chapitre I.
*) C. R. t. 67 (1868) et t. 106 (1888). Le théorème s© trouve aussi, sans dé-

monstration, dans les oeuvres posthumes de G au s s. Oeuvres t. S p. 112 et t. 8
P. 82.

*) American Math. Soc. Trans. t. 22, 1921.
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Je vais montrer comment cette limite s'abaisse lorsque P(x) et
4}{x\ au îieu'd'être indépendants, sont liés par certaines relations fonc-
tionnelles. Ces propositions particulières nous serviront comme lem-
mes pour en établir d'autres, d'un caractère plus général.

2. Lemme. Q(x) étant un polynôme de degré n dont tous les zé-
ros sont contenus dans le cercle \x\ ^ 1, tous les zéros de la dérivée

-de la fraction : —:—- sont contenus dans le cercle:
Q(x) + xQ'(x)

si n est

\x\ ^ j-p! — si n est impair.

O s limites ne sont atteintes que pour les polynômes l).

Q(x) = Lr2 — 2 y ' ^-f-11 lorsque n est pair,

lorsque n est impair.
Remarques. Tous les zéros du numérateur Q'{x) sont contenus dans

le cercle \x\ ^ 1, en vertu de la proposition de Lucas . On voit
immédiatement qu'il en est de même des zéros du dénominateur, il
«uffit pour cela de remarquer que ce dénominateur est la dérivée
de xQ(x) et d'appliquer le tnéorème de Lucas 2 ) . Dès lors, on
peut appliquer le théorème de M. Wal s h, en posant p = (rt—l^q=ny

on obtient ainsi la limite (2n — 1). Nous allons voir que la limite
exacte est beaucoup plus petite, qu'elle décroît régulièrement lors-
que n croît, en tendant vers 1 pour n infini.

Démonstration.
L'équation qui donne les zéros de la dérivée s'écrit:

Q{x) Q"(x) — 2 Q12(x) = 0 ou (si \x\ > 1)

*) Je fais abstraction de ceux qui 8*011 déduisent par des rotations autour àm
l'origine

*) Je dois cette remarque à M. M on tel.
7



98 M. Biernacki: [638|

= o ' e n p o s a n t t o u j o a r s

1
X i

il vient:

n 1

J£uA-
»-i J

uJuk = 0 c.à.d.

(la deuxième somme est étendue à toutes les combinaisons deux à deux:
des indices 1, 2, ...,w). On peut supposer, sans nuire à la généralité,.

x positif, 1 homographie u = — — fait correspondre alors au cercle*
oc zoc

\z\ <C 1 un cercle C symétrique par rapport à Taxe réel, le coupant

£. 34.

aux

w x * - l
cher le minimum de module de la forme

xpoints —p-- et -r, de centre d = _ *" « et de rayon
r x-\-l x — 1 ' x* — 1 J

L Wi SOnt dans C. Nous sommes donc conduits à cher*

F=

lorsque les ut parcourent C. Il est évident que, si x est très grand
F ne peut s'annuler; il est évident aussi que le minimum que nom
cherchons n'est sûrement pas atteint lorsque tous les u{ se confondent
en un seul point u car alors
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(on peut poser a ; ^ ^ , car si x > |/2 l'angle a de la fig. 34 est
inférieur à 40° et F ne peut s'annuler).

Pour faire les calculs plus commodément, nous introduirons en-
core les variables vt par la substitution ut = vx -f- d Les vt varient
donc dans le cercle: \v\ ̂  E La forme F devient:

Le premier résultat que nous obtenons est le suivant: Les vf

doivent se reunir en 3 points au plus Supposons uniquement que
notre système de valeurs des vt corresponde au contour de la ré-
gion décrite par F lorsque les vi décrivent \v\ ̂ R (x restant fixe).
Les vt doivent se trouver évidemment sur la circonférence \v\ = R.
Faisons varier p ex. vJU dans son voisinage, intérieur à \v\ = Bf

en maintenant fixes les autres v% (certains de ces v% peuvent d'ail-

Fig 35.

leurs occuper la même position que vx). En désignant par ôv et
ÔF les déplacements normaux resp. au cercle C et au contour de

9Fla région décrite par F l'on a ÔF= —ôvx *). En appliquant la

même remarque aux vt occupant d'autres positions nous avons done

(9F s \ 19F .

9F \ / 9F \ ( dl
n j a r g ( j r ^

9F
*) On constate facilement que les _— ne s'annulent pas

0V
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9191En y substituant les valeurs des — et en posant pour abréger:

=. . . = arg { i ^ - f
il vient
(1) argtofo + s)}
En remarquant que

\s\^(n+l)d — nR (d>R)
posons encore \s\ = fiR {fi > 1). Etudions la variation de
X = arg [/K -̂f-s)] lorsque s reste fixe, par exemple positif, et que v
décrit la circonférence \v\ = R. En posant v = Re?d, on a:

—— \viv -4- ĉ  i 2

9ë~ 2 ' \v(v-\-s)\*~~~l— 2 p cos 6-{-!**'

Le dénominateur de la dernière fraction est toujours positif
1/ 2\(car fi > 1), le numérateur ne s'annule que pour eosO = -ô(j*-|—).

L'expression — (î H 1 n;a qu'un seul minimum pour [i = ^ 2 , elle

est égale à 1 pour /A, = 1 et fi = 2. Si donc fi ^ 2 on a constam-

ment ^ , ^ 0 et l'égalité (1) n'est possible que si tous les vx se con-

fondent : cas déjà exclu. Il faut donc supposer 1 < fi << 2, lorsque
9Â

6 varie de —^ à -(-^i ^ change deux fois de signe et Â(d) qui,
c'a

pendant ce temps, augmente de 2JT, varie de la façon indiquée sur la
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fig. 36 1). Il en résulte immédiatement l'impossibilité des égalités (1)
de la page précédente lorsque les vt ne se réunissent pas en 3 po-
sitions seulement. Il suffit donc d'étudier la forme à 3 variables:

Ol + n2 + % = »)•
3

En utilisant la notation introduite: 5 = ^nivi -f- (w + l )d il vient:

Avant de poursuivre notre recherche, remarquons que Ton peut
déduire immédiatement de cette expression de F une limite supé-
rieure des zéros de la dérivée de la fraction, limite déjà assez ap-
prochée: en effet, puisque \vt\ =z Ry \s\ = fiR et F = 0 on a:
(n -f- l)d* ^ (n -\- f*2)R2, en se rappelant que fi <; 2 et que

x 1
d = —-—-, R = —-—-, on trouve

X2 1 X% 1

Nous distinguerons maintenant deux cas, suivant que n est pair
ou impair.

I. n pair.

Nous supposerons dorénavant que les nt figurant dans l'expres-
sion de F ne sont pas nécessairement des entiers, mais que ces
quantités peuvent prendre toutes les valeurs satisfaisant aux condi-
tions : nx ^ 0, n2 ̂  0, nz ^ 0 nx -f- n2 -f- w3 = n et nous chercherons
le minimum de module de la forme F ainsi généralisée, que nous
appellerons Fj lorsque les vx parcourent le cercle | v J ̂  R et les
nt les valeurs indiquées ci-dessus. Nous allons voir que, dans ces
conditions, les v% doivent se réunir en 2 points. Nous avons d'abord,

1) La courbe de la fig. 36 est symétrique par rapport aux droites 0 = 0 ©i

Â^n. On a cos0t = ^( ê* + - J; cosê= ^ .
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<Taprès ce qui précède:

(2)
(mod. n).

Supposons, pour fixer les idées, les variables nx et n± indépendantes.
Si notre assertion était inexacte, tous les nt seraient =j= 0 et |.F| se-
rait aussi minimum par rapport aux variables nx ou n% seules.

Si w1? par exemple, décrit le segment 0 < nx <^n — n% F décrit
un arc de courbe et Ton doit avoir

/ 2F
P'autre part dF = { ̂

\ 9nt

= vAvx -4- 2s):
Qfii *

(3)

arg F -f- — (mod. n).

5ws ;
on aura donc, puisque

- (mod. n).

Soit Ai le point d'affixe y4(V|-{-$), Bt celui d'affixe vi{vi

F%g. 37 .

la distance Ai£( = \svt\ = ls\R = pR* est indépendante de l'indice L
D'après (2) Alf At, At se trouvent sur une même droite passant par
l'origine et d'après (3) B l t B t , B5 se trouvent sur une droite perpen-
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•diculaire à celle-ci. Marquons encore dans le plan le point d'affixe

Fig. 38.

{—s) et posons <J< = \vi -f- *|, 9>« = j \. L'angle que fait la

direction OAi (fig. 37) avec A%Bi = &rgl ( *-—-> est aussi égajl

k (p^ Nous avons:

OM= OAt-\- A%M= E\vt-\-s\ -f- ^^.cosç?, = Bôt

D'autre part (fig. 38) R*= d?+ IA?R* — 2fiRôt cos ?>i5 donc

csette quantité doit être indépendante de Pindice i (i = 13 2,3).
En se reportant à la courbe qui représente la variation de l'ar-

gument de X = a,rg{v(v -f- s)} dessinée sur les fig. 36 et 39 [sur la
£g. 39 on désigne par 6 la différence entre les argumenta de v et
-de (— s), le point N correspond au cas où ces deux arguments sont
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les mêmes] et en remarquant que la fonction

n'a qu'un seul minimum qui correspond à la valeur ô = âo = -
yi

h laquelle correspond 0O cos0O = — I/* -\—il on constate immé-
diatement l'impossibilité de la relation H(ôx) = H(ôt) = H(êsy
à moins que l'argument X n'ait pas la valeur qui correspond au»
point N. Mais dans ce dernier cas nous trouvons, si âx p. ex. cor-
respond à 0 = 0, d2 à ( + 0 ) et ô3 à (—0): ôx =B(f4,— l)r

Ô2 = ôz = R. Donc H(ôx) = 2R{2fi—1) et H(ô%) = H(ôs) = # ( ^ + 2 ) .
On devrait donc avoir 2(2/* — 1) = ^ 2 + 2 c. à. d. /* = 2. Or / * < £
(p. 640).

Il est donc bien démontré que les vtae réunissent en deux points seu-
lement1). En considérant toujours nx et % comme variables indépendan-
tes nous définirons la fonction (P(wl, n2) de la façon suivante: <&(nx. nt) —
= min. | ^ | [le minimum de |J^| lorsque nx et /?2 restent fixes et que les-
Vi parcourent le cercle | i> |^if | . On peut envisager ^{nu nt) comme-
définie dans le triangle : nx ^ 0, n2 ^ 0 nx -\- n2 ^ n et Ton poser

comme auparavant, nt = n — w1 —n%. Ceci posé je dis que si <£(%, w2)>
est maximum ou minimum par rapport à nx Von a n1 = n$1 si elle-
est maximum ou minimum par rapport à nt l'on a n%= ns

 2).
Considérons, par exemple, le premier cas. Puisque \

on doit avoir aussi -'—- = 0 (on considère maintenant dans F lem-
9nx

 v

y4 comme fixés) et ceci entraîne, DOUS l'avons Vu, l'égalité entre le-
1er et le 3ème membre de l'égalité (3) de la p. 642 et partant la-
relation H(ôx) = H(ôs). Supposons, en premier lieu, que l'argument
X n'ait pas la valeur correspondante au point Ar de la fig. 39, mais»
qu'il soit, par exemple plus petit. Les abscisses 9X, 6Z correspondan-
tes aux ôly ôs doivent être disposées comme l'indique cette figure^

*) On pourrait, dans le cas de n pair, achever les calculs plus rapidement
il partir de ce point. Je préfère introduire la discussion qui suit, car elle sera,
utile à l'étude du cas plus difficile où n est impair.

*) On suppose ici nl resp. n% à l'intérieur de Tintervalle dans lequel ces va»—
liables varient. On suppose aussi 0 (nt, w2) ]> 0.
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(car si â2 correspond à la 3e abscisse possible B2 on a nécessaire-

ment H(â2) > H^), H(ât) > H(ôz): en effet H(ô) est une fonction

paire de 9 et H(ô) n'a qu'un seul minimum au point ô = ôQ). La rela-

tion H(ôt) = H(ôz) peut s'écrire aussi: ôl <58 = ô% (ô0 = —?--=—i.

Ecrivons maintenant que l'argument X est le même au point vx

Fig. 40.

situé à la distance àx de (—s) qu'au point vz, situé k la distance

i — a r g ^ ^ + s ) } ^ Ö! - 9>!+arg(—«)+arg(s) « o8-ç>t+arg(—s)+arg(«).

Donc cos(Ö!—gp1) = cos(08 — ç>8). D'autre part, puisque \s\ = Bfi
nous avons généralement:

et en outre: sin q)t : sin Ö, = R : (5̂ , ces formules nous permettent
d'exprimer

cos {Bi — (pi) = cos Bi cos q>% -|- sin öf sin q>i =

— COS ÇP, COS ft - f (1 — COS2 ft) . ^ - ^
sm Ui

en fonction de (Jf. On trouve ainsi:

En écrivant que la dernière expression ne change pas lorsqu'on

y substitue d8 = —-s à la place d e (5, on about i t finalement

à l'équation

= 0
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<jui montre que ât = d0? donc ôz = ~- = ôo= ôt, vx et vz doivent

se confondre. Mais alors on pourrait faire varier arbitrairement nx

Bans changer la valeur de |JP| et les conditions qui expriment que
| F\ est minimum ou maximum seraient toujours remplies : on ne
serait donc pas en présence d'un véritable minimum ou maximum.

Il nous reste à supposer que l'argument X ait la valeur cor-
respondant au point y de la fig. 39. // est alors nécessaire de sup-
poser s positif. Remarquons d'abord que, puisque cos 0 = —- et

il > 1, l'angle 6 c. à. d. la différence entre les arguments de v% et
(—s) ou de (—s) et de v1 est moindre que 60°. Il en résulte que
l'hypothèse R(s) ̂  0 l) se trouve écartée immédiatement, en vertu

Fig. 41.

la définition de s: s = Jj? ntvt + («+l)c? car le

Wig. 42.

*) R{x) désigne la partie réelle de x, l(x) le coefficient de t dans m.
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membre de cette égalité se trouve dans les régions marquées ci-
contre à la fig. 41. Supposons donc R(s) > 0 et, par exemple,
l(s) >> 0, appelons a l'argument de 5. En projetant la relation

3

s = ^ . nxvt -f- (n 4- 1) d sur la droite OL perpendiculaire à Os7

il vient:

(4) (w3 — nx) R sin § -\- (n -f- 1) cÊ sin a = 0.

jjP| étant minimum par rapport aux variables v{ on a d'autre part
(p. 639):

arg>=arg Â-\- rc=

Douleurs (p*. 641)

F-s* =2, "'^ — (» + 1) d3.

Projetons cette relation sur la droite OM perpendiculaire à Os*,

Fig. 43.

il vient:

(5) K — nt) sin2ô. 2?2-f (t* + l)rf2sin2<r = 0.

Si ws = Wj Tégalité (4) fournit: a = 0. Si nt 4= ws u n e compa-

raison de (4) et de (5) donne: cos § = cos a donc, puisque d'^>Rf

ê <C <*• Dans ce cas cependant on constate immédiatement sur la
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figure 42 que l(j£Vv«) < 0 et l'égalité s =£ n,v% + (n

est encore impossible. Donc s est positif. Mais alors la formule qui
vient d'être écrite montre immédiatement que nt = nz car autre-

Fig 44.

ment la partie imaginaire du 2erae membre ne serait pas nulle.
L'assertion de la p. 644 est donc démontrée.

Revenons au problème de la recherche du minimum de \F\. Nous
avons vu que les vi se réunissent en deux points On peut donc
supposer p. ex. n2 = 0 ; d'autre part nous devons avoir un mini-
mum par rapport à nlf donc nx = ns = n étant supposé pair
nous obtenons en même temps le minimum cherché de la forme
primitive \F\. En revenant aux variables ut nous obtenons:
4JF = n(n-\-2){u\-\- u()-{- 2n9uxu9; ux = d — fi cos § -f- iRsinQ,

Fig. 45.

=îZ,; calculons $:
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u (n 4- 1) d
d où - = cos0 = l Ox p , en substituant cette valeur on trouve
finalement:

ra-t-21

d'où immédiatement (puisque - = x\ la limite cherchée:

II. n impair.

Le calcul précédent montre que la limite cherchée est inférieure

:— .̂ Nous allons étudier la fonction ^(n^n^ déjà dé-+ 1à

finie (p. 644) dans le triangle où nx et n% varient
ni ~h wa ̂  W5 s u r ^a fi?- 4^i n = = ^)-

Menons les droites AE : % = w2, CD :nx — nB BF: n2 = nr On

M

r
Fi*. 46.

voit tout de suite que changer un point N en son symétrique N' par
rapport à AE revient à échanger nt et n,, ce qui ne change pas
la valeur de #(%, w,). De même, changer N' en N" (PN' = PN")
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revient à échanger n% et ns et changer Ar// en N'" (QX" = QN'"}
revient à échanger nx et ns. Nous pouvons donc nous borner à con-
sidérer le triangle FCH. D'après le résultat précédent les points F
ou E fournissent le minimum absolu de (P^ , nt). On voit doncr

en considérant le segment FE que la ligne HC est le lieu de ma-
ximum de <P(wl7 n2), par rapport à la variable w3. Les seuls points
qui puissent fournir le minimum cherché sont donc situés sur les
segments CF et FH. On voit cependant que les valeurs de (P(^1,w2)
sur FH sont plus grandes que celles sur FK (en comparant le»
points de la même ordonnée): il suffit donc de considérer le seg-
ment AC ou à cause de symétrie AF. Le point F étant le seul sur
AC où ^{nx, nt) est minimum par rapport à n2 c'est évidemment
le point E (ou R') qui donne la solution cherchée1).

En résumé, il suffit de considérer le cas : nt = 0, n% =

n - f i > 1 i n
n% = —L— c. a. d. la forme:

F= (»—1) i4 + (n 4- 3) tf| + 2 (ii — l)t^% s (n—

En posant:
Lt = Yn— 1 (ut -f- ut) -

Ton a F= Lx. L2. Si ^ s'annule, Lx ou L2 doit s'annuler, il suffit
donc de chercher le minimum de \LA\ et |L2|.

Lorsque ux et uz décrivent le cercle O, Lx et L2 décrivent de»
régions symétriques par rapport à l'axe réel. Il suffit donc de s'oc-
cuper, par exemple, de

Lx = (J^T=T -f 2i) u, + YtT^Ï . w2.

On voit sans peine que, lorsque u3 décrit le cercle C de centre
x = dy y = 0 et de rayon J?, l'expression (^1 — 1 -f- 2i)uz décrit UB
cercle de centre x = \n— 1 rf, ̂  = 2d et de rayon \n + 3. i?; lors-

J) Noos avons supposé implicitement que 0(nXJnt) et ses dérivées partielles
sont continues» Or la deuxième propriété pourrait ne pas subsister le long de cer-
taines lignes du plan (nïyn2). 11 n'est cependant pas difficile de compléter la dé-
monstration en remarquant que l'assertion de la p. t>44 n'exige nullement, en c©
qui concerne le minimum, Phypothèse de l'existence des dérivées de la fonction
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que u2 décrit C, [/n~^T nt décrit un cercle de centre x = )fn— I df

y = 0 et de rayon \n — 1 . R. Il est donc clair que Lx décrit un
cercle de centre x= £ = 2 J/n — 1 d, y = t] = 2d et de rayon
ç = (\n -f- 3 -f- \n — l) . B. Le minimum de | Lx | est égal à

X 1
ou, en remplaçant d et R par leurs valeurs d = ——-, i? = t ^ à.

yH^s + ]fn — i
Cette expression ne peut s'annuler tant que x

2fa
3. Nous établirons encore un autre lemme dont Ténoncé et la

démonstration ressemblent beaucoup aux précédents :
P(x) étant un polynôme de degré n} dont tous les zéros sont con-

tenus dans le cercle \x\^.l, tous les zéros de la dérivée de la fraction
P' (x)
=:, x sont contenus dans le cercle:
P(x)

\x\ ^ |/2 si n est pair,

\x\^,- ^j~~—X__ # |/2 si n est impair.

Ces limites ne sont atteintes (en faisant abstraction des rotations
autour de Vorigine) que pour les polynômes:

P{x) = (x2 — ̂ 2x -f- 1)"5 lorsque n est pair.

lorsque n est impair.

Je me bornerai à signaler, dans le canevas de la démonstration
du théorème précédent, les particularités propres au problème con-
sidéré. L'équation qui donne les zéros est:

P(x)P"{x)—P'*(z) = O.
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on trouve la forme G =

En nous rappelant que sin a = — (cf. la fig. 47), on constate

Fig. 47.

immédiatement que, si x > ^2 a < 45° et 6r ne peut s'annuler.
jSi w est pair tout calcul est inutile: l'annulation de G sera ob-

tenue, de toute évidence, lorsque x devient égal à \2\ il faut pour
cela que la moitié des ux occupe le point de contact M et la moitié
restante le point de contact iV. On trouve ainsi l'exemple cité dans
l'énoncé.

Le cas de n impair est plus délicat. Il faut alors reprendre les
considérations de la p. 639 et suivantes Dans l'équation (1) de la

p. 640 il y a lieu de remplacer s par dld^>0^ on a donc ici

fi = -=• = x L il en est de même dans les équations (2) de la p. 642 Les

considérations des pp. 646—648 (démonstration du fait que s est
positif) deviennent évidemment inutiles. La conclusion de la p. 644:
si <P(wj, nt) est maximum ou minimum par rapport à nx l'on
a nx = n% etc. résulte ici simplement de ce que arg G = arg à%

c. à. d. G > 0. Or G = nxi%-{- nt u\ + w8 u\(u% > 0 et uz =ût).
La forme qui correspond à l'expression de F écrite p. 650 est ioi:
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on la décompose en facteurs linéaires: G = Lx . L% où

Lx = \n — Iw2 + i)/n + 1 uzt L* = \n — ! ut — Wn H~~ 1 Ms-

En écrivant que Lx ou L2 s'annule on trouve la limite donnée dans
l'énoncé.

4. Remarque. La proposition bien connue de G r â c e sur les
équations apolaires peut s'énoncer sous la forme suivante *): Consi-
dérons l'équation F(xl, #2...., xn) = 0, F étant symétrique et linéaire par
rapport à chaque variable séparément c. à. d. une combinaison linéaire
des fonctions symétriques élémentaires de x1, x2,..., xn. Si les points
d'affixes xx, x2^..., xn, vérifiant F—Q appartiennent à un domaine
circulaire C (c. à. çl. soit l'intérieur d'un cercle, soit l'extérieur d'un
cercle, soit un demi-plan), il existe aussi une solution de la forme
x1 = x2 = ... = xn = ty t appartenant aussi à C. L'étude des para-
graphes précédents nous a montré que cette proposition ne subsiste
pas lorsque l'expression symétrique est quadratique par rapport aux
variables. Cependant, dans les exemples considérés

F=

il existait une solution de la forme xx = xt = = . . . = xt = ty

xi+l = xi+2 ==. . . = xn = v, t et v appartenant à C. On peut se
demander si ce fait ne correspond pas à une proposition générale.
L'exemple de l'équation

(x^yj^z^xy + yz-^-zx) — bxyz-\- 5 = 0

qui a un système de solutions x = l, y = &, z = (b'1 où co est une
racine cubique non réelle de 1 et qui n'a pas de système de so-
lutions de la forme: x = y = t1 z — v, | * | ^ 1 , | v | ^ l montre qu'il
n'en est rien. Il est cependant probable que la propriété signalée
subsiste pour des classes étendues d'expressions symétriques qua-
dratiques.

*) Kakeya . On algebric équations having the roots of limited magnitude.
Proc. of the phys. math. Society of Japan. Série 3. t. 3 (1921).

Wal s h. On the location of the roots of certain types of polynomials. Trans,
Amer. Math. Society t. 24 (1922).

8



114 M. Biernacki: [654{

5. M. Szegö a établi le résultat suivant1):
Si tous les zéros d'un polynôme P(x) de degré n sont contenue

dans le cercle | a ? | ^ l , tous les zéros de P(x)-\-aP'(x) sont contenus
ou bien dans ce même cercle ou bien dans le cercle \x-\-na\^l.

En utilisant la même méthode, c. à, d. en appliquant le théorème^
de G r â c e sur les équations apolaires, MM. K a k e y a et W a 1 s h
ont généralisé ce résultat 2 j , en démontrant la proposition suivante:

Si tous les zéros d'un polynôme P(x) de degré n sont contenus
dans le cercle \x\ ^ 1, tous les zéros du polynôme

R(x) = P(x) + a, P'ix) + ... -f arP"(x)

sont contenus ou bien dans le même cercle, ou bien dans les r cercles-
(?!, Ca , . . . , Cr, tous de rayon 1, et dont les a/fixes des centres sont
les racines de Véquation:

xr -f- naxx
r-x -f- n(n —l)a2x

r~* + . . . + n(n —1)... (n — r + l)ar = 0-

Ils y ont ajouté le complément suivant 3):
Chaque région connexe composée de k cercles C< et extérieure au

cercle \ x \ ̂  1 et aux (r — k) cercles 0, restants contient exactement
k zéros de R(x); chaque région connexe composée du cercle \x\^.l
et de k(k^O) cercles Q, extérieure aux (r—k) cercles Of restants, en
contient exactement (n — r -f- k).

Nous pouvons déduire de ce résultat:
B(x) a toujours (n—r) zéros dont le module ne dépasse pas (2r-|-l)4)~

Le cas particulier du polynôme P(x)-\-aPir)(x) semble intéres-
sant. Nous constatons tout de suite:

P(x)-\-a P{r) (x) a toujours (n — r) zéros de module ne dépassant pas 3.

Cependant le nombre 3 ne donne pas la limite exacte. Je me-
propose de déterminer la limite exacte dans le cas le plus simple
du polynôme P(x) -\- aP'{x). Nous obtiendrons le résultat suivant:

Si tous les zéros d'un polynôme P(x) de degré n sont contenus
dans un cercle de rayon R, tous les zéros dû un polynôme de la forme
P(x) -\- aPf(x)} à l'exception d'un seul au plus, sont contenus dans le

i) Math. Zeitsehrift t. 13 (1922).
») Dans les travaux cités p. 653.
8) Pour l'obtenir on fait coïncider les racines de P(x) = 0.
*) Car chaque région connexe composée du cercle | a? I ̂  1 et d© k cercle*

C4 est située dans le cercle \xI^
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cercle concentrique au précédent et de rayon:

\2R si n est pair.

Hn est impair.

La limite n'est atteinte que dans les cas suivants 1) ;

z I/o
P(œ) = (x* — V2x+iy a = —±— si n est pair,

a — —

6. En éliminant a entre l'équation P(x) -f- aP'(x) = 0 et sa
dérivée P^(^) + aP" (^) = 0 on obtient l'équation déjà étudiée au
§ 3: P(x)P"(x)—P'*(x) = 0. Nous avons vu que, si tous les
zéros de P(x) sont contenus dans le cercle \x\ ̂  1, tous les zéros
de P(x)P"(x) — P'2(x) sont contenus dans les cercles: | # K ^

si n est pair, | # K — i t i — l t ^ ^ si n est impair, et que
L 2\n J

d'ailleurs ces limites sont effectivement atteintes.
(Remarquons que la limite indiquée pour le cas de n impair est

plus petite que \2\ si n croît de 3 à l'infini, elle croît régulièrement

à partir de ^-ÏT^— et tend vers \% pour n infini).
|/3

La limite que nous cherchons ne peut évidemment pas être plus
petite que ces nombres. Il nous reste à voir qu'elle ne peut pas
être plus grande non plus. Lorsque la limite supérieure du module
<je (n— i) zéros de l'équation proposée est atteinte, il y a évidem-
ment au moins deux zéros xx et x% qui ont ce module. En suppo-
sant xx 4= xi nous aboutirons à une contradiction; ceci suffit pour
établir notre assertion.

*) On suppose que le cercle ait été réduit au cercle # | ^ 1 et l'on fait
abstraction des rotations autour de l'origine et des multiplications par des cons~
tantes réelles.

8*
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Je dis d'abord que, si l'on désigne par aly a2, an les zéros
de P{oc) tous ces zéros doivent être situés sur la périphérie
du cercle unité. L'équation proposée peut s'écrire en effet:

d'où en retranchant

y\_± L_l = o.
jmd [xt — at x% — at\

'En supposant xt=^=x% et en divisant la dernière équation par (xt—xt)
il vient:

<—1 X 1 — at)(x%~ a,)
Supposons p. ex. ax à l'intérieur du cercle unité Nous pouvons

considérer E = 0 comme une relation entre at et #,, par exemple.
Elle établit une correspondance biunivoque entre certains voisinages
(éventuellement à plusieurs feuillets) de xt et de ax. Par un dépla-
cement convenable de ax nous pourrions augmenter le module de xly

sans changer celui de x2. Par un déplacement ultérieur des a< nous
pourrions ensuite faire sortir x2 aussi en dehors du cercle C défini
primitivement par la relation \x\ = \xx | == \x^\\ en choisissant con-
venablement a on pourrait alors construire une équation du type
considéré ayant deux zéros en dehors de 6. Cela est cependant
impossible par hypothèse.

Ceci posé, nous allons distinguer deux cas:

1° Le nombre £ = x~^ — a son module >> 1.

2° Ce nombre est de module ^ 1. Nous supposerons d'ailleurs,
ceci ne restreint évidemment pas la généralité du résultat, qoe £2^0

Remarquons d'abord que le premier cas seul peut se présenter
lorsque le degré n du polynôme P(x) est pair. En effet, il faut sup-
poser alors l^il = \xt\ = E > ]/2. Si Ç ^ 1 xt et x2 devraient se
trouver respectivement dans deux régions Rx et i?2 marquées sur
la fig. 48. En désignant généralement par I(x) le coefficient de i
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dans le nombre complexe x on aurait donc I(xt)^> 1, I{xx)<i— 1.

Fig. 48.

Ceci entraîne visiblement (puisque |a,| = l) II ) < 0 ©I
\x% — ccj

0. L'égalité:jl serait impos-

sible.
1° Soit donc d'abord £ > 1 . En difiérentiant Téquation j& =

nous obtenons:

3 E 9 E

on constate sans peine que toutes les dérivées de E sont finies et

que 7r— ne s'annule que si at = 0, cas que nous avons déjà exclu.

Je dis qu'il est nécessaire de supposer:

3E\ ( 9E\ ( 9E

et aussi:
9E 9E
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En effet, si p. ex arglax - — j =|= arg (G^T:—I on pourrait trou-

ver des déplacements da^ da2 dirigés vers l'intérieur du cercle
0 fp 0 JP

unité, satisfaisant à la relation: -^—dax - j - —da t=O, nous aurions
donc une équation avec \xx\ = \x2\ = i? et un at à Vintérieur du cercle
unité, ce que nous savons impossible. De même si

9E\ , / 9E\

on pourrait déplacer xx et x% vers l'extérieur du cercle \x\ = i?,
sans changer les a,. Enfin la relation d'E u 1 e r :

i gç

''Jee, — '
1 = 1

/ 9E\ ( 9E\ ( 9E\montre que arg xx -=— = arg \xt — ) == arg at\ 9xl) \ 9x%] \
0 TP O TP

(L'une des quantités xx -z—, xt -— peut s'annuler mais non les
deux à la fois).

En effectuant les calculs, on trouve:

V

et d'autre part

On doit visiblement avoir
9E SE

ceci s'écrit:

arg ^ À (mod. 7i).

arg

Or (xx — xt) est purement imaginaire, donc :
l **
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C'est ici que nous aboutissons à une contradiction car les quan-
tités entre crochets ont toutes leur argument égal à A, tandis que

les multiplicateurs ^ ont tous leur partie réelle positive, puis-
ée— ai

que £ >> 1. Ainsi l'hypothèse x1 =|= %% ©st inadmissible.
2° Lorsque le degré n est impair il y a lieu d'envisager aussi

le cas f ^ 1, nous pouvons d'ailleurs toujours supposer que xA =

Posons x% = Re*?, xx = Re~lv q> > 0, :d'où f == i^cos q> et at=^d.

Je dis que / ( ) <T / ( 1: cette inégalité rend évidemment

impossible que Ton ait à la fois:

»
_ l |-a = 0 et V - i

L'inégalité en question s'écrit:

sin $ — i?sin q> sin 6 - j - R sin <p

ou, les dénominateurs étant positifs, en tenant compte de ce que
sin q> > 0: fi2 -f- 1 — 2 ^ cos ö cos (p — 2 sin2ö > 0 c à, d. en posant
cos 8 = t: 21% — 2R cos ç>. ̂  -f- R2 — 1 > 0. Le discriminant de ce
trinôme en t est égal à f2 -f 2 — 2i?2, si £ ̂  1 et R > | / | il est

négatif. Or, on vérifie sans peine que —-p~— > y —.

Remarque. Si Ton savait d'avance que, lorsque la limite est at-
teinte, les zéros de P(x) sont réunis en deux points seulement du
-cercle unité, la démonstration s'achèverait très rapidement à l'aide
<lu théorème de Grâce . L'équation proposée s'écrit en effet dans

«e cas: -£-^---^ = a ( | « | < 1 , (|/3[< 1, p + q = n). En dé-

«ignant par xt et xt les deux racines de cette équation du 2è0M>

4egré: [x1\ = \x%\=R^ on en tire:
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d'oùj en éliminant ai

x i

L'équation obtenue est symétrique et bilinéaire par rapport à xx

et a?2, donc, d'après le théorème de Grâce , elle a une solution de
la forme: xx=xt=^zy \z\~^ R\ il est donc possible de construire
une équation du type considéré ayant une racine double de mo-
dule > i 2 .

Cette méthode de démonstration semble pouvoir difficilement
s'étendre au cas général.

7. Le théorème bien connu de L u c a s :
„Si un cercle contient tous les n zéros d'un polynôme, il contient

aussi les (n— 1) zéros de sa dérivée" a été généralisé comme suit1):
„Si un cercle de rayon i? contient p zéros d'un polynôme de

degré n, un cercle concentrique de rayon tp(n, p). B contient au
moins (p — 1) zéros de la dérivée".

M. K a k e y a a d'ailleurs calculé, dans le travail cité, la valeur

exacte de tp (n, 2) = *).
sm —

n
Je me propose d'étudier en détail le cas p = n — 1. En rem-

plaçant, pour la commodité des notations, n par (n -f- 1), désignons-
n

par P{x) = mm {x — a,) un polynôme dont tous les n zéros a, sont

J) Kakeya. „On zéros of a polynomial and its derîvatives". The Tohokœ
Math. Journal t. 11 (1917).

*) Ce résultat a été auparavant signalé comme probable par M. A l e x a n d e r
dans les Annals of Mathematica, 2e série t. 17 (1915). On en trouvera une démons-
tration nouvelle dans le travail de M. Szegö: ,,Bemerkungen zu einem Satz von
I. H. Grâce". Math. Zeitschrift t. 13 (1922). M. Kakeya a aussi indiqué un©
méthode, d'ailleurs fort compliquée, pour le calcul de t̂ (w, p) dans tous les cas»
Signalons aussi dans cet ordre d'idées un résultat récent de M. Se rgesco : La
dérivée d'un polynôme de 3e degré s'annnlant aux points 0 et 1 a un zéro de mo-
dule non supérieur à T7= et un zéro de module non inférieur à ce nombre. Dan»

un exemple particulier les deux zéros ont leur module égal à T7=«
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contenus dans le cercle unité. Il s'agira d'étudier l'équation:

( 1)

a étant quelconque et, en particulier, de donner des renseignements
sur la limite supérieure de module de ses (n — 1) zéros.

La proposition de Grâce donne immédiatement quelques indi-
cations: en effet, l'équation en question, mise sous forme entière,
est symétrique et linéaire par rapport aux at, donc pour obtenir la
région de la variabilité des racines il suffit d'y poser a1=a2=...= an=a»

II vient ainsi:
Les racines de (1) sont situées ou bien dans le cercle unité ou bien

n 1
dans le cercle T de centre —r—r-. a et de rayon —;—-. Si le cercle

n-\- 1 J n + 1
T est extérieur au cercle unité il contient une seule racine de (%), les
(n — 1) autres sont contenues dans le cercle unité.

2
On en déduit immédiatement l'inégalité: t̂ (w, n — 1 ) ^ 1 -|—*

Cependant, nous verrons que, en réalité, tp(n, n — l ) ^ | / l H — •

Si n est impair, on a même exactement tp(n,n — l ) = l / l - | — ;

si n est pair

il est d'ailleurs très probable que dans ce cas

Reprenons l'équation

+
x — at x — a

*=iOn voit d'abord immédiatement, comme à la p. 656, qu'on peut se
borner au cas où tous les at sont sur la périphérie du cercle unité:
nous poserons donc at = et0ij Si réel. L'équation ne change pas si Ton
fait tourner a?, a et les a, d'un même angle, on peut donc supposer,
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sans nuire à la généralité, que a est positif. L'équation peut d'ail-
leurs s'écrire: xP'(x) + P(x) — aP'(x) = 0.

Tous les zéros de xP'{x) -f- P(x) sont contenus dans le cercle
unité: ceci résulte de l'énoncé de la p. 661, où Ton fait a = 0 *).
Si on laisse fixes les at et que Pon fasse parcourir à a, l'axe posi-
tif, de 0 à l'infini, les racines de l'équation décrivent des courbes
qui commencent aux n racines de xP' (x) -f- P(x) = 0 et dont [n — 1)
branches aboutissent aux racines de ƒ*'(#)=(), la dernière par contre
s'éloigne à l'infini. Pour obtenir leurs équations en coordonnées po-
laires, écrivons la proposée sous la forme:

1
a = 0.

En posant

il vient

••S

En posant x-=rei<p et en égalant à zéro le coefficient de i, on en tire:

r sin œ — sin 0,

II est bien clair, d'après l'énoncé de la p. 661, que toutes le»

Fig. 49.

0a Men du théorème de Lacas appliqué au polynôme xP(atf).
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branches de la courbe T= 0 se trouvent, soit dans le cercle unité,
2

soit dans la bande infinie d'épaisseur ———- qui s'étend à droite
de ce cercle, symétriquement par rapport à l'axe positif. Je dis qu'il

9 T
existe un nombre Kn tel que, si \x\ > Kn, on a toujours — 4=0,

o (p
l 9T \

en un point de la courbe T=0 (nous verrons plus loin que — > OL
9 T 9 T 9T

tandis que, si I x I = Kn1 ^~ peut s'annuler. Si Pon a ^- = 0, -— = 0
9q> 9q> 9r

l'équation a une racine double au point considéré: nous verrons que
cela est impossible si | x | dépasse une certaine limite, ne dépen-

9 T
dant que de n. Supposons — =(= 0, alors au point considéré M de

dr
la courbe T= 0. -y— = 0 . Ecrivons l'équation étudiée sous la forme:

dq> ^
x P' (x) -4- P(x)

v ,"* - = a. On voit que x=relv décrivant la circonférence
P (x) ^

jo;| = r tangente au point M à la branche considérée de T=0 on
devrait y avoir

P'{x)

Or, tous les zéros de x P'(x) -\- P(x) et de P'(x) sont contenus
9 fi

dans le cercle unité; on trouve donc n - arg{x P\x) -\- P(x)}^ { t
 3)

^ J l donc

Or

II est d'ailleurs clair que la limite des modules de (n — i) ra-
cines que nous cherchons ne peut pas dépasser Kn: il suffit d'appli-
quer „le principe de variation de l'argument1* exposé en détail
dans Fétude de l'équation P(x) + aQ (x) = 0 (Chap. IL § 2). Cher-

*) Cff pour le détail des calculs le § 2 du Chapitre II.
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chons maintenant dans quelles conditions îa limite Kn pourrait être
atteinte. On constate que:

1° Ou bien on devrait avoir au point simple M de la courbe
T=0 un „maximum maximorumu: aucun changement des 0< ne
pouvant augmenter la distance 03/,

2° Ou bien la limite serait atteinte en un point multiple de la
courbe T=0.

3° Ou enfin elle serait atteinte lorsqu'un „maximum" cesse de

l'être en devenant un point d'inflexion avec -T- = 0.
dq)

11 est facile de voir que le cas 1° ne peut pas se présenter si
1. On devrait avoir, en effet, = 0 et =}=0. En déplaçant

o (p d f

les Oi nous obtenons d'autre part -r-̂ - = —^rjrr e* l'on aurait aussi
ad f dl

Posons pour abréger

(p — 0, = p(, r* -f-1— 2r cos fp€= D4 (D ,>0 si r > 1),

il vient donc:

T=Sr sm <p -\-J£ ^ = 0

et»)

— cosô, _
Â — = 0 '

d'où:

l 1

La dernière égalité est évidemment impossible si r>>l, car
et les Dt > 0.

*) On s'appuie sur la relation ^~- -f- ^ ^r-^ ^ 05 évidente géométriquement^
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Supposons en second lieu que la limite Kn soit atteinte en un
point multiple de la courbe T=0: l'équation proposée aurait une
racine double en ce point, qui vérifierait le** relations:

xP'(x) -f P(x) — aP'(x) = 0, xP"(x) + 2P'(x) — aP"{x) = 0,

d'où, en éliminant a; J?(x)P"(x) — 2P'*{x) = 0. Nous avons déjà
étudié au § 2 cette équation; nous avons vu que toutes ses racines

ne dépassent point en module •/1H ITT s* n es* Pa*r e^

. . . ...
si n est impair et que d ailleurs ces limites peu-

vent être effectivement atteintes.
Il reste à examiner la circonstance 3° de la p. 664. Il paraît

difficile d'établir directement qu'elle ne puisse pas se présenter l).
Elargissons notre problème primitif en remplaçant l'équation étudiée
par la suivante:

Pi^ ^ *SP*
 = n 2)- ^ n s a 8 8 u r e d'abord aisément que toutes les

* i

propriétés établies jusqu'ici subsistent pour cette équation plus géné-
rale. La courbe

M , , w* r sin q> — sin 0< ^

Ion pose maintenant

i
est toujours comprise, soit dans le cercle unité, soit dans une bande

2
infinie d'épaisseur -—rT'- donc, si U | > 1 , on a en un point der n-f-l
cette courbe cos q> > à > 0, <5 étant fixe. En s'appuyant sur ce fait

*) D'ailleurs dans certains problèmes analogues elle se présente effectivement.
2) On peut interpréter les pt comme des masses de points attirants placés

aux racines a, de F{x) = 0»
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oT
on constate sans peine que -— >> 0 si r est assez grand, quelle que

a (p

soit la distribution des St dans l'intervalle 0 ^ ô i ^ 2 ^ . Il existe
donc toujours un nombre Kn(ply pt^...^pu) jouissant des propriétés
du nombre Kn de la p. 663. On constate immédiatement que la
circonstance 1° de la p. 664 ne se présente pas. Quant aux racine»
doubles, il résulte de nos démonstrations antérieures du § 2 qu'elle»
sont, quels que soient les pty inférieures à 1/ 1 —( -.—- en module.
Ce maximum est d'ailleurs atteint p. ex. en posant

Je me propose de déterminer la valeur maximum de K
soit K, pour toutes les valeurs des pi dans le triangle :

Nous allons voir que ce maximum K est égal à

Si la limite K était supérieure à 1/1 -| — c'est que, d'après
f n - j - 1

ce qui précède, elle serait atteinte, pour un système convenable
des pt, dans les circonstances décrites sous 3° p. 664; c. à. d. que
la courbe T = 0 aurait un point d'inflexion x = refv avec -;— = O

r d<p
et r = K. En posant pour abréger

•ir— V ^ ( r ~ eos#<) w _

= i

et en écrivant que T = 0 ^— = 0, il vient

T= ( F + r8) sing) -f TFcosç) = 0

En éliminant sinqp et coŝ p on aboutit à la condition:

*) On a
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nécessaire et suffisante pour qu'il existe une solution du système

T = 0 —̂ = 0. D'après ce qui précède U 4= 0 quels que soient les

ipt réels et les p, du triangle: pt^Q, ^ pt=n sir est assez grand»

D'ailleurs si T = 0, ~— = rT
8 , = . Or nous avons vu que^—

si r est assez grand, en outre cosqp>0, $ > 0 , F > 0 donc aussi
H^> 0. Si r = Z on doit avoir H == Q pour un système conve-
nable de valeurs de tply t/>2, ..., ipn, Px^p^-'^Pn, cette fonction con-
tinue et dérivable tant que r > 1 doit donc présenter un minimum
aussi bien par rapport aux variables ipt que par rapport aux pi

 l).
On aura donc

(2) M = M = =ÎÊ. = x

En remarquant que

on.voit que les équations (2) seront de la forme

( j(r«4-l) cosy,—2r\

)̂ J e suppose dans ce qui suit que (ptipt,..., pn) représente un point tf i-
n

térieur du triangle ^ Pi = », j?i ^ 0 ; s'il nfen était pas ainsi on n'aurait qu*à
i-i

considérer le triangle à un nombre moindre de dimensions et à raisonner comme
dans le texte.
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A% JB, C, D ne dépendant pas de l'indice i, quant aux équations (3)
elles pourront s'écrire :

En multipliant (2') par DJ et en posant cos tpt = x< sin %pi = y on
obtient, en considérant A, B, 0, />, i comme des constantes, l'équation
d'une conique. Les xpt correspondent aux points d'intersection de la
conique avec la circonférence x"2 -f- */2 = 1. Les équations (3') expri-
ment que de plus la conique est tangente à la circonférence
x2 -f- y2 = 1 aux points correspondants aux tpt, II en résulte immé-
diatement que les tpt et donc aussi les racines de P{x) = 0 doivent
se réunir en deux points au plus.

Le cas où elles seraient réunies en un seul point s'élimine im-
médiatement, on trouve d'ailleurs que dans ce cas les courbes
T= 0 sont des droites parallèles à ()x\ nous supposerons donc
qu'elles se réunissent en deux points distincts. L'équation proposée
prend la forme :

(1') _J?L_ + _P! 1 !_==( )
v x—ax x—a2 ' x — a

(|«i| = K l = U <*i = eidi, Pi > 0, p 2 > 0, P l -f p2 = n).

On peut mettre dans ce cas l'équation des courbes ^ = 0 sotis
la forme suivante :

+ (p2 + 1) cos (<p + OJ] + cos (8t + 02),
— n r cos <p -{- Pi cos ö2 -f~ p 2 cos Ö!

i sin 2ç? — r [(px - |- 1) sin (ç> -f" 02) "f"

~H (jp« + 1) sin (y - |- öx)] - j - s^ n (̂
— wr sin q> -\- p , sin $2 - |- p2 sin Öj

En supposant que r > 1 et en posant cos ç? = a?, sin q> = y nous
obtiendrons une équation de la forme:

(n + l)r«(p1 sin 0t + p 2 sin ôt) (** — yt) —
— 2(w -f- l)^2(Pi cos 0t - j - ps cos Qx )xy -f- un terme linéaire en #, y = 0#
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Le discriminant A de cette conique est:
A = — (n + l)2H[(Pl cos 02 -fjp2 cos 0J* + (^ sin 02 + p 2 sin 0^*]

il est donc négatif, à moins que Ton ait
px cos 02 -\- p2 cos 0! = 0 et p1 sin 02 -|- p2 sin 0t = 0

auquel cas la conique se réduit à utie droite. Si A << 0, la conique
représente soit une hyperbole équilatère, soit un système de deux
droites non parallèles. En aucun cas elle n'a de point d'intersection
triple avec la circonférence x% + y2 = 1. Ainsi notre hypothèse,
d'après laquelle la courbe T = 0 présente en un point de la circon-

dr
férence x\ = K l'inflexion avec -7— = 0 est inadmissible.

dcp-V*Donc K = | / l - f -=—.
Remarquons encore que, si Ton savait a priori que, lorsque la

limite est atteinte, les zéros de P,(x) se réunissent en deux point»
on pourrait appliquer le théorème de Grâce à l'équation (1'), de
la manière indiquée pp. 659 —660 et obtenir immédiatement, en se
servant du résultat du § 2 de ce Chapitre, les limites de l'énoncé.
En résumé nous obtenons le résultat suivant:

Si les (n — 1) zéros d'un polynôme de degré n sont contenus dans
un cercle de rayon R. le polynôme dérivé a au moins (n — 2) zéros

dans le cercle concentrique de rayon 1/̂  JL —{— . R.

Si n est impair, celte limite nest atteinte l) que pour le polynôme:

ix* — 2 1/ — - j — x - j - 1 J 2 I x — —-—--—- J dont la dérivée a (n — 3)
\ f n -\-1 j \ n 1 / ^

zéros de module 1 et la racine double x = 1/ 1 -\—.

Si n est pair, la limite exacte est inférieure à y 1 -|— et supé-

rieure ou égale à f ~~JL^±— . Si l'on suppose que, lorsqu'elle
2yn — 1

«st atteinte, l'équation considérée ait une racine double, elle serait
égale précisément à — - T L L ^ ' e t n e s e r ait atteinte *) que

pour les polynômes:

*) Je suppose que. le cercle est le cercle unité et je fais abstraction de»
rotations et des multiplications par des constantes réelles.

9
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I \n — 1 J L V(n — l)(n — A

l n(Yn^2 + Yn +
L 2{n —l)fV=l2{n

dont la dérivée a {n — 3) zéros de module 1 et une racine double

\
Si l'on a des renseignement supplémentaires au sujet des zéro*

de P(pc) contenus dans le cercle | x | ̂  1, on peut obtenir des limi-
tations plus précises. En voici un exemple:

Si (n — 1) zéros d'un polynôme de degré n sont les sommets-
d'un polygone régulier de (n — l) côtés, inscrit dans le cercle-
| # | = 1? le polynôme dérivé a (n — 2) zéros de modules ne dépassant

»—i
\ ln 2

pas 1/ . On aboutit en effet à une équation de la forme:

qui a toujours (n — 2) racines de modules non supérieurs à \n — 2 +
8. Nous étudierons maintenant les limites supérieures des zéros-

des dérivées des fractions rationnelles, en nous bornant d'ailleurs*
à quelques cas simples; nous utiliserons dans cette étude les résul-
tats de M. W a l s h x).

P(x)
Considérons d'abord la fraction -.———, où a est quelconque».

(x — a)1 ^ i r

et P(x) un polynôme de degré n^s dont tous les zéros sont con-
tenus dans le cercle unité. Les zéros de la dérivée sont les racines-
de l'équation:
(1) (x-<fr*[{x — a)P'(x)—8P{x)] = 0.

Si, au lieu d'un pôle unique d'ordre s, la fraction avait s pôleŝ
très rapprochés les uns des autres, la dérivée aurait évidemment
(s—1) zéros dans le voisinage immédiat des s pôles. Il paraît donc
naturel de considérer, dans (1), le pôle a comme une racine (s— l)-ple-
de la dérivée. En adoptant désormais cette convention, on établit
la proposition suivante:

i) Transactions of the American Math. Society t. 22 (1921).
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P(x)Si s^n<^2sj la dérivée de la fraction j ~- a toujours (s — 1^
{x — ay

zéros de modules non supérieurs à 1
Si n^2s, elle a toujours s zéros de modules non supérieurs à 1.

Dans les deux cas, les nombres respectifs (s — 1) et s ne peuvent pas
être remplacés par des nombres plus grands.

D'après M. Wal s h, les zéros de la dérivée (différents de a)
sont contenus, ou bien dans le cercle unité, ou bien dans le cercle
_ , x na _ s
JT de centre et de rayonn — s •* n — s

Nous distinguons maintenant trois cas:

1° s < n < 25.
Si \a\ ̂  1, la proposition est évidente; d'autre part, si \a\ > lf

le cercle JT est complètement extérieur au cercle unité, donc ee
dernier contient (n — 1) zéros de la dérivée.

Pour voir que le nombre (s— 1) ne peut pas être remplacé par
un nombre plus grand, posons P(x) = xn — 1 et a = 0, il vient
(x — a) P'(x) — s P(x) = (n — s)xn -f- s. Le module des racines de la

=[/ •
f n — i

dérivée différentes de 0 est donc = 1 / > 1.
f n — s

2° n = s.
Si | a | ^ l , la proposition est évidente, supposons donc \a\ > 1.

L'équation qui donne les zéros de la dérivée autres que a s'écrit
ici: xP'(x) — 7iP{x)-~ aP'{x) = 0. Je dis que cette équation, de
degré {n — 1), a ses (n — 1) racines dans le cercle unité 1). Supposons

en effet le contraire : on aurait x rs/W = a a v e c M > U \a\ > ! •
r \x)

Or x p~—ï est le „point dérivé" de a? de Laguer re qui a établi
P (x)

que chaque cercle passant par x et x — 7̂-r~~ sépare les zéros de

P{x). En contruisant un cercle convenable on aboutirait donc à la
conclusion que P(JC) a un zéro de module plus grand que un. Voici
encore une autre démonstration qui m'a été indiquée par M. Mon*
tel : notre équation peut s'écrire

*) Cest évidemment une généralisation du théorème de L a c a s .
9*
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P(x) jéïx—at x—a'

at étant les zéros de P(x). Or, si \x\ > 1 on a d'après M. Walsh:

^ • • w JU l * | *AJ %Jb

donc a = a et \a\ ^ 1 contrairement à l'hypothèse. On a donc bien

3° n > 2s.
Si \a\ > 1, le cercle J7 est complètement extérieur au cercle

unité, ce dernier contient donc {n — 1) zéros de la dérivée. Suppo-
sons donc | a | ^ l , O ^ a ^ l pour fixer les idées. Ceci entraîne
immédiatement l'existence de (s — 1) zéros de la dérivée, tous égaux
à a, dans le cercle unité; faisons voir que q)(x) = (x—à) P\x)—sP(x)
y a aussi un zéro: nous aurons donc bien, en tout, s zéros au moins
dans le cercle unité. Si notre assertion était inexacte, tous les zéros
de <p(x) devraient être situés à l'intérieur d'un polygone convexe,

Fig. 60.

ABCDMLAj inscrit dans le cercle J1, M et A désignant les points
d'intersection de T avec \x\ = 1, L le milieu du segment AM. Les
zéros des dérivées successives de (p{oc) devraient donc être aussi
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situés à l'intérieur ou sur les côtés du polygone, le côté ML A
étant cependant exclu.

Or, (pis)(x) = (x — a)P{t+1)(x): on devrait donc avoir: a^> OL.

En effectuant le calcul on trouve cependant : OL = \ ' ' — 1
r 2 (n — s) a

d'où a ̂  OL
II reste à établir que le nombre s ne peut pas être remplacé

par un plus grand.
Il nous sera commode d'employer le langage de la mécanique : si

Ton suppose que l'on a placé aux zéros de P(x) les masses attirantes,
en raison inverse de la distance, toutes égales, et au pôle a une
masse s fois plus grande et répulsive suivant la même loi, les zéros
de la dérivée de . -^—^ sont des points d'équilibre. Supposons les

zéros de P(x) tous réels et distincts, mais très rapprochés les uns
des autres et que le pôle a n'est pas réel, p. ex. que sa partie ima-
ginaire est positive.

L'interprétation mécanique ci-dessus montre immédiatement

Fig. 61.

qu'il n'y a aucun zéro de la dérivée dans la bande infinie mar-
quée sur la fig. 51 ni sur ses frontières, sauf au point a qui compte
comme une racine (s—l)-ple de la dérivée.

Il est clair d'autre part qu'il y a (n—1) zéros de la dérivée dans
le voisinage immédiat des n zéros de P(x). Comme le nombre total
des zéros de la dérivée est (n-\-s—1), on constate qu'il n'y en a qu'un
seul dans la partie du plan située au-dessus de la bande. Dès lors
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il est clair que l'on peut tracer un cercle contenant tous les zéros
de P(x) et ne contenant en tout que s zéros de la dérivée.

Nous avons eu l'occasion de constater, à plusieurs reprises, que
lorsque les zéros des équations contenant des paramètres atteignent
le maximum de leurs modules, on est en présence de racines doubles *).
H en est ainsi pour Péquation P(x)-\-aQ(x) = 0, P{x)-\-aP'(x) = 0,
xPf(x) -\- P(x) -f- aPf (x) = 0 (du moins si le degré du polynôme
P(x) est impair), 1 -\-xp-{-axn = Q. Dans le cas de l'équation traitée
par M. M o n t e 1

1 -f x -f- axx^ -f-... -f- akx
n* = 0

on a une racine (k-\- l)-ple.
En est-il toujours ainsi, ou du moins peut-on affirmer qu'il en

soit ainsi dans „la plupart" des cas?
L/énoncé de la p. 671 nous permet de répondre par la négative-

P(x)Reprenons en effet la fraction ^— _̂? e i l supposant que le degré

n de polynôme P(x) soit ^ 2 . L'équation qui donne les zéros de
la dérivée s'écrit:

(2) xP'{x) — P(x) — aP'(x) = 0.

En supposant que tous les zéros de P(x) sont contenus dans le
cercle unité, il est bien clair que (2) a (n — 1) zéros restant à dis-
tance finie. Or, nous avons vu qu'un seul zéro de la dérivée reste
constamment dans le cercle unité, donc les limites supérieures de module
de 2, 3, . . . , (n—1) zéros sont certainement supérieures à 1; on peut

2
ajouter qu'elles sont inférieures à 1 -| — -̂: c'est une conséquence
immédiate des résultats de M. Walsh. Or, supposons que (2) ait
une racine double; en éliminant a entre les deux équations:

xF(x) — P{x) — aP'(x) = 0

on obtient: P(x) P"(x) = 0 . Donc il n'y a jamais de racine double
en dehors du cercle unité.

*) Plus précisément, nous supposons qu'il s'agit de déterminer le plus petit
cercle de centre origine contenant toujours m racines de l'équation si m est 1©
nombre maximum des racines qui restent toujours à distance finie.
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(II est remarquable que ce résultat ne se généralise pas si Fou
«considère, au lieu des masses égales, des masses quelconques placées

.aux zéros de P(x): en d'autres termes, l'équation V =
x — at x

\ a,| ̂  1, pt ̂  0, ^ pt = n peut avoir des racines doubles exté-

rieures au cercle unité. Exemple: n = 3, ax = 1, at = a3 = — 1,

pt=i, p t=|>8=4, a = f(f/ïü-f 1). La racine double est i i

En comparant ce résultat à celui qui vient d'être rappelé à pro-
pos de l'équation xP' (oc) -\- P(x) -)- aP'' (x) = 0 nous constatons
-qu'un simple changement de signe peut entraîner des modifications
profondes dans la manière dont le maximum du module est atteint
par les racines.

D'ailleurs il est aisé de former des exemples précis dans les-
quels la limite est atteinte lorsqu'il y a plusieurs racines de même

2
module et distinctes. Soit fi un nombre fixe compris entre 1 et JJ=Z

-et considérons l'équation

1 — 3@x + 3p*x2 -f ax* = 0,

4x étant un paramètre variable. On constate immédiatement que les
<leux racines de 1—3fix + 3{$2x2 = 0 et les racines doubles de
l'équation sont moindres que 1 en module. L'équation a d'ailleurs
-évidemment deux racines restant à distance finie, quel que soit a.
Or, si l'on prend a = — [/?3 +- (fi2 — l)3/i] (a < 0), l'équation corres-
pondante a deux racines de modules supérieurs à 1.

Quand on a des renseignements supplémentaires au sujet des
:zéros de P(oc) (situés dans le cercle unité) on peut obtenir des

P(x)limitations meilleures pour les zéros de la dérivée de L_L_(x~~a)'
Supposons p ex. que s = 1. n^2 et que les zéros de P(x) soient

*) Ceci explique pourquoi la méthode employée pour le calcul de ip(n, n—1)
aie peut pas fournir la limite exacte de module de (ft — 1) zéros de la dérivée àm

P(x)ia fraction — ^ - .
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les sommets d'un polygone régulier inscrit dans le cercle unité;,
on trouve alors facilement que la dérivée a toujours (n— 1) zéro»
dans ce cercle.

La recherche de la limite exacte de module de 2, 3 , . . . (w — 1}
zéros dans le cas général paraît difficile. L'étude précédente nou^
permet seulement d'affirmer que (je suppose pour fixer les idées-
* = 1):

1° Ces limites sont supérieures à 1 et ne dépassent pas-

n — 1
2° Lorsqu'elles sont atteintes il y a deux racines de même

module ou davantage, mais elles sont toutes distinctes.
3° Lorsqu'elles sont atteintes, les zéros de P(x) se confondent

certainement en un nombre déterminé de points, mais ce nombre
ne peut pas être inférieur à 3: en supposant en effet que les zéros
de P(x) se confondent en deux points seulement on pourrait re-
prendre la méthode indiquée pp. 659 — 660. L'application du théo-
rème de Grâce combiné avec le résultat de la p. 674 conduirait
alors à la conclusion que la limite cherchée est égale à l'unité.

9. Il est clair que les propositions du § 8 doivent pouvoir
s'étendre, du moins en partie, lorsqu'on remplace le pôle unique a
d'ordre s par 5 pôles. On peut s'attendre p. ex. à ce qu'il existe de^
énoncés du genre suivant: „Si tous les zéros du polynôme P(x) de
degré n sont contenus dans le cercle unité et si n^2s* la dérivée

P(x)
de la fraction —~^-~ a touiours s zéros dans le cercle unité44^

(x—öfj )...(#—a,)

Je me bornerai à l'étude de quelques cas très particuliers.
Si P(x) est un poli/nome du 2e degré dont tous les zéros sont

P(x)
contenus dans le cercle unité, la dérivée de la fraction -— ^-——jx
a un zéro dans ce cercle.

l) On pourrait ajouter qu'elles ne dépassent pas le maximum de module de»
tous les zéros de

PiiPi — *) , V M*

«ù | c i | | ^ l et les Pi parcourent tout le triangle: p4 ̂  0, ^ pi = n.
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(gr* /»J ( fJQ \y\

Car on peut considérer la fraction ~~ J- ou, en retran-

chant une constante, une fraction de la forme -= ou enfin —:
P(x) x — c

on est ramené à la proposition déjà démontrée.
Si P(x) est un polynôme du 3e degré dont tous les zéros sont de

P(x)
module un, la dérivée de la fraction , ;——-—; a un zéro

(x — a){x — b)(x— c)
de module inférieur ou égal à un.

On voit comme tout à l'heure qu'il suffit de démontrer la même
P(x)proposition relativement à la fraction — L^L__^ m Remarquons

(x — a) (x — 6) ^
aussi que la limite (finie) de module de deux zéros de la dérivée de
7 ^ ^ TT est ^ V2 (p. 671). Je dis qu'il suffira d'établir la
(x — a)(x — 6) r r ' ^
proposition dans le cas particulier P(x) = x3 — 1.

Considérons à cet effet un système de la forme :

\ uu u + At{uxut + Î^US + u2 «,) + B%{ux - j - u% -\- u%) + C2 = 0
(Bt 4= B2).

Si ut1u2,uz sont les racines de l'équation:
(1) x*+ax* + px + y = 0.
T équivaut au système:

On en conclut que la condition nécessaire et suffisante pour que
les racines d'une équation du 3e degré vérifient (T) est que cette
équation puisse être ramenée à la forme :

(2) 0{x, §) = [Bt — B,) (* — a,) (a: — «,) (x - u8) =
— M{x) + p N{x) 5 [(B2 - Bx)x* + (C2 - Ct)x* + Ct Bt - Bl Ct] +

+ fi [(At —Ax)x* + (B% — Bt)x +BtAx — A% Bx) = 0
fi étant arbitraire.

Si (T7) a un système de solutions de la forme:

(2) a une racine double x=-t pour une valeur convenable fi^stfi^ de fi.
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On a donc

M'(f) + (l.N'(f

M. Biernacki

M{t) + fi) N{t) —

) = 0 et par conséquent

M'{t) N'it)

'•

0;

[678J

II s'ensuit que l'équation:

v $>(x,fi) N(x) (At—At)c

a la racine x = t quelle que soit la valeur de fi.
Réciproquement d'ailleurs, si une équation de la forme (4) a, pour

une valeur fi = fix de /?, une racine t de module inférieur à un,
il existe une valeur fi = fi2 pour laquelle (2) a une racine double,
donc (T) a un système de solutions de la forme (3).

Soit (Û une racine cubique de l'unité et supposons établi que
l'équation

i i * I *

x — 1 x — aï x—cD2 x — a' x—b'

ait une racine de module inférieur à M , quelles que soient les va-
leurs de a' et de b''; considérons une équation de la forme:

fx — ut x—a x — b

où
|U t \ = 1 (i = 1, 2, 3) et Wj =|= M2Î ux 4

Nous pouvons choisir A1, At ? J5 t, J52 de manière que le 2e mem*

bre de (4) soit identique à — | — ^ e t ensuite CX1C% do

manière que les u{ vérifient (T) x). Il existe une transformation homo-

graphique du cercle unité en lui-même: x = ^ ^ , telle que ulf
° r ^ r -\- SX *

utJ M3 correspondent aux 1, d), à>2. En substituant dans (T) lea

*) On peut supposer B%=t=Bt si a et b n'ont pas des valeurs particulières;
cette restriction ne nuit pas à la généralité du résultat.
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valeurs ut = ^-~^-4 on obtient un système (T') en %«, u«% tu de
r -f- SM, J v

la même forme que (T7). (On peut supposer que les coefficients du
produit ulu^u'z dans les équations de (T') ne sont pas nuls). Il est
clair que la propriété de (T) qui consiste à posséder un système
de solutions de la forme (3) se conserve dans cette transformation.
Les valeurs u[= 1, u2 = a), u% = OJ2 satisfont à ( Tf). D'après notre
hypothèse Péquation analogue à (4) mais dérivant du système trans-
formé {T') a, pour une valeur particulière de /?, une racine de
module inférieur à un. Il s'ensuit, d'après la remarque déjà faite,
que {T') a un système de solutions de la forme (3). Il en sera
donc de même avec (T). Donc, Péquation (4) aura, quel que soit /?,
une racine de module inférieur à un. Il résulte cependant de notre
choix des constantes At, B^ Ct que .Péquation considérée:

s
1 1 , 1

f x — Ut x — a x — h

est bien de la forme (4).
Il reste à établir la proposition pour P(x) = x* — 1. Nous nous

servirons dans ce but de la règle de M. Cohn *). L'équation qui donne
les zéros- de la dérivée s'écrit:

f(x) = x' + 2ax* + bx2*+ 2x + a = 0.

Si | a | < l Péquation a évidemment une racine de module infé-
rieur à 1 ; si | o j ^ l posons x = qt, q est un nombre fixe
et appliquons la règle 2).

L 2aq*f 4- bqH* + 2 ^ - f a

a autant de zéros de module inférieur à 1 que

ip{t) = à<p{t) — q*i(t) = 2r/'[|aj2 - gt]ft + ... + |a|* —

Il est clair que, si q est suffisamment voisin de 1, tf?(t) a mil
zéro de module inférieur à un, donc f(x) aura bien .un zéro de
module inférieur à </.

*) Mathematische ZeitsChrift t 13 (1922). L'application de la règle de M. Cohn
dès le début conduit à des calculs à peu près inextricables.

2; Cf. Chapitre I pp. 564—565.
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P(x)
Considérons maintenant une fraction ' P(x) et Q(x) étant de

(J(x)
degré n et s respectivement, n > s. Nous supposerons que tous le»
zéros de P{x) sont contenus dans le cercle unité.

Si Q(x) = x' + C^_tx'~l + ... -|- Co, les zéros de la dérivée sont
donnés par l'équation:

as-* [* P' (x) — s P(x)] + C_t x-* [x P' (x) — (8—l )P(x)] +
H- C(6)

La méthode de l'homographie montre immédiatement que, si ri
tous les zéros des polynômes:

xP\x) — sP(x\ xP'(x) — (s ~- l)P(x\.... xP'{x) — P{x\ P'{x)

sont contenus dans le cercle unité. Au contraire, si s < w < 2s, on
trouve, en posant P(x) = xn— 1, que les zéros de xP'{x) — sP(x)

ont leur module égal à 1/ -—— > 1.
° y n — s

Nous allons prouver la proposition suivante:
P(x)

Si la dérivée de la fraction 7JV-T OÙ P(X) est un poli/nome de

degré n dont tous les zéros sont contenus dans le cercle unité et Q(x)
un polynôme de degré s < n a une racine (s-\-\)-ple^ celle-ci est né-
cessairement plus petite ou égale à un en module *).

En dérivant s fois l'équation (5) et en éliminant 6r
O5 C lv .^C^_x

on obtient un déterminant qui est. on le voit facilement, un poly-
nôme de degré (n --I)(s+1). Je dis qu'il se réduit, à une constante
près, à [P(x)Y . P('+1)(,r); ceci établit évidemment la proposition.

Effectuons l'élimination d'une manière un peu différente.
Posons

et ensuite:

x —at x—pi

Dans le cas particulier 8 = 1 cette proposition a été déjà démontrée p. 674.
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l'équation considérée pourra s'écrire:

et les équations obtenues en la dérivant:

Les wt satisfont à une équation de la forme:

W'+ bt W-i + ... -f b^W + b. = 0

et les M<, en vertu des égalités écrites, à une équation de la forme:

Les formules de Newton, appliquées successivement aux deux
équations donnent:

<M-i + M . + ••• + h*<*i = 0

On en tire : d?,+1 == 0. Or

la somme étant étendue à toutes les combinaisons (s-f-1) à (s-f-l)

des Ui. Ceci est égal, à un facteur près, à ~—-i—i.

Ainsi donc, le déterminant provenant de Félimination des cons-
tantes de l'équation (5) était bien de la forme:

En tenant compte de son degré on voit qu'il est de la forme:
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10. La méthode suivie au § 9 (pp. 677—679) semble indiquer
que le lemme suivant pourra, peut-être, faciliter les démonstrations
des théorèmes analogues à ceux de ce paragraphe.

Etant donnés n points distincts1) sur la périphérie d'un cercle, il
existe toujours ufle transformation conforme du cercle en lui-même
telle que le centre de gravité des transformés des points considérés
occupe une position arbitrairement choisie à l'intérieur du cercle.

Soient xux2j ...^ xn les affixes des points considérés; étudions
le lieu décrit par le centre de gravité § des transformés, lorsqu'on
effectue l'ensemble de toutes les transformations possibles du cercle
en lui-même. On peut supposer quil s'agisse du cercle unité.

1° Je dis d'abord que ce lieu est nécessairement mie couronne
circulaire de centre origine et dont le plus grand rayon est égal à un 2).

Supposons xly x21..., xn numérotés dans l'ordre où ils g e trouvent

sur la circonférence et soit £0 leur centre de gravité. Choisissons
sur l'arc xnxx qui ne contient pas d'autre point xt. un point quel-
conque y. Il existe une suite continue des transformations hyperbo-
liques maintenant fixes xn et y et déplaçant xl vers xn dans le sens
indiqué sur la fig. 52, à une distance inférieure à e de ce point.
Pendant ce temps, les points x2ixs, xn^x se déplacent nécessaire-
ment dans le même sens que xl: autrement, il existerait entre xx

et xn__x un troisième point invariant z Le centre de gravité £ décrit
une courbe continue y qui aboutit évidemment aussi près que Von
veut du point xn. En effectuant encore des rotations autour de l'ori-
gine on voit bien que toute la couronne comprise entre les circon-

*) Si les points ne sont pas distincts la proposition cesse d'être exacte.
2) Je dois cette remarque à M. Nikodym.
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férenees ja?| = | | 0 | et \x\ = 1 peut être recouverte par le centre
de gravité.

Le théorème est évident pour n = 2 et n — 3; nous procéderons
donc par induction, en le supposant déjà établi pour (n — 1).

La couronne dont nous avons établi Fexistenee, comprise entre
les circonférences \x\ = 1 et \x\ = r (0 ^ r < 1), est évidemment
„ouverte" du côté de la circonférence \x\ = 1.

2° Je dis qu'elle est, au contraire, „fermée11 du côté de la circon-
férence (ou point) \x\ = r c. à. d. qu'il existe des transformations ra-
menant le centre de gravité § en des points de la périphérie \x\ = r.

La forme générale des transformations est :

x' = eli < 1, 0 réel.
l—âx'

Choisissons une suite de points: §l5 § t , . . . , fà,... tendant vers un

Fig. 53

point M de la circonférence \x\ = r et soit x' = eie*. -z ~— on
1 (Zk OC

brièvement (ak, 8k) la transformation ramenant le centre de gravité
en £fc. De la suite (a17 Oi), (at, ö2), ••, (a*, Ö»),... on peut extraire
une autre telle que ak et 6k tendent, pour k = oo5 vers des limites
déterminées, soit a et 6 ( | a \ ̂  1 ).

Si \a\ <C 1. il est clair que la transformation (a, 0) ramène le
centre de gravité au point M. Je dis que le cas: | a \ = 1 ne peut
pas se présenter. En effet, la proposition étant établie pour {n — 1),
il existe une transformation telle que x[-(-...-\-x'u^1 = 0 , on a alors

' 1
. Or, si a\ = 1, a?=J=a et que ak—

:>a on trouve
n

x'
= n

? donc

que
x — a

1 —• a
l—âx : — aé{
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Si donc aucun des points xt ne coïncide pas avec a, £fc tendrait
évidemment pour k infini vers — aew, en contradiction avec

^* n'
Si l'un des points xt coïncide avec a toutes les n expressions

i — ( i = l , 2,..., 7i) tendraient pour k infini vers —aew saufé ,
1 — akxt

peut-être une seule, donc %k tendrait vers un nombre de module
2 1 2

^ 1 . Ce n'est cependant pas possible car — <T 1 si w >> 3.
^ n r r r n n

3° Faisons voir que r = 0 1).
Supposons r>0. Il existe une transformation telle que le centre

de gravité des n transformés soit: &[, x^..., x'n occupe une posi-
tion M sur la périphérie | x | = r.

Effectuons maintenant une nouvelle transformation infinitésimale:
„ x' — da

x" = = —
1 —dax1

ou
x" sss x' -f- (x'2da — da) -f- termes de degrés supérieurs en da, da.

On en déduit:
- j - termes de degrés supérieurs en da, da.

En posant

le crochet peut s'écrire: iq-z l\da. En supposant d'abord que

<n

c. à. d. | q | < 1 on constate immédiatement que si cia décrit ua
petit cercle autour de l'origine, le crochet tourne aussi autour de

*) Dans le cas particulier n = 4 on peut le démontrer directement on peu
plus simplement.
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l'origine: en choisissant convenablement l'argument de da Ton aurait
donc | f' | < r, ce qui n'est pas possible.

Il faudrait donc supposer

Ceci exige cependant que tous les points x\% soient confondus c. à. d,
que tous les points x\ soient confondus en deux positions au plus.
Ce n'est pas possible car les points x\ sont tous distincts et n > 2.

Notre démonstration s'étend facilement au cas où tous les points
Xi sont intérieurs au cercle unité.

Il est d'abord évident que le lieu des f est une couronne cir-
culaire; on ne voit plus immédiatement que son rayon extérieur est
égal à un. Cependant la troisième et la deuxième parties de notre
démonstration s'étendent immédiatement au cas actuel, dans la deu-
xième partie il devient même superflu de faire appel au principe
de l'induction.

Le cas où les points considérés a?1? xi%..., xn sont en partie à Vin-
térieur, en partie sur la périphérie du cercle unité paraît un peu plus
compliqué.

Si n = 2 le lieu des £ est évidemment le cercle unité „troué"
à l'origine.

Si n >> 2, ce lieu est toujours une couronne circulaire; la troi-
sième partie de notre démonstration montre que c'est nécessairement
une couronne „ouverte"; enfin en faisant de nouveau appel à l'in-
duction les raisonnements de la deuxième partie montrent que c'est

2
un cercle ouvert: \x\ < Ç où 1 ^ Q ̂  1. une discussion plus
approfondie serait nécessaire pour compléter l'énoncé dans ce cas.

De toute façon nous obtenons l'énoncé suivant:
. Si lféquation x*-\-a1x

n~1-\-...-{-aH=0(n>2) a p racines de modules
moindres que R et n — p racines de module R *) il existe toujours

une transformation de la forme: x = —.—-= telle que les racines de

Véquation transformée: yf*4"%yw~1 + - + a« = ° satisfont aux mêmes
conditions et que a\ = 0.

*) Les racines sont supposées toutes distinctes.
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