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ETUDES SUR L’EQUATION FONCTIONNELLE D’ABEL
DANS LE CAS DES FONCTIONS REELLES.

Par R. Tambs Lyche (Trondhjem, Norvége).

Estratto del tomo LI (1927) dei Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.
Adunauza del 9 gennaio 1927.

Introduction.

1. Remarques préliminaires. — L’¢quation fonctionnelle d’ABEL *) a la forme

(1) 2 (f(x)) = 9(x) + ¢

ol f(x) est une fonction donnée, ¢ une constante et p(x) la fonction cherchée. ABEL
montre qu’étant connue une solution de Iéquation aux différences finies

(2) b+ D =/(R)

on trouve la solution générale de I'¢quation (1) en posant x = ¢ (3); en effet, 'équa-
tion (1) se réduira 4 la forme

P+ 1) =0(x)+¢
avec @ (3) = 9[}(z)]. Comme exemple il traite le cas ol f(x) = x" et donne la
solution-
__loglog x log log x
px) = log n + Q( log n )

en désignant par Q(x) une fonction quelconque admettant la période 1.
De plus le mémoire d’ABEL contient la remarque qu’on peut réduire 4 la méme
forme I'équation beaucoup plus générale

o (f(x) = F(p(x)

1y N. H. Asev, Détermination d'une fonc'ion au moyen d'une dquation qui ne contient qu'une seule
variable [Oeuvres complites, édition de L. SvLow et S. Lig, Christiania et Leipzig 1881; t. 2, p. 36-391

Rend, Circ. Matem. Palerme, t. LI (1927), — Stampato il 2§ marzo 1297,
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ot f(x) et F(x) sont des fonctions données. C’est ce dernier fait qui donne 4 Pétude
de Dléquation (1) un intérét considérable et qui, depuis ABEL, a provoqué un grand
nombre de travaux sur cette équation.

Or on remarquera tout d’abord, qu’en général la solution de I'équation aux diffé-
rences finies (2) est aussi difficile que celle de I'équation (1) elleméme. Ce sont des
problemes ¢équivalents, et les différents auteurs ont traité, tantdt sous la forme de
Péquation (1), tantdt sous la forme de I'¢quation (2), le probleme en question. Seule-
ment dans le cas des fonctions réelles I'équation (2) est immédiatement résoluble: en
choisissant pour ¢ (z) une fonction quelconque dans un intervalle de longucur 1,
Péquation (2) méme permet de trouver la valeur de () pour z quelconque plus
grand; mais cela ne fournit, en général, aucune solution de [I'équation (1) proposée;
on voit, par exemple, que la solution, donnée par ABeL dans le cas de f(x) = x"
sera en défaut pour x < 1. Le probleme sc presentera donc de deux maniéres com-
pletement différentes selon que les fonctions 4 considérer sont des fonctions réelles ou
des fonctions analytiques. C’est sous ce dernier point de vue que se sont placés tous
les auteurs qui ont traité, depuis ABEL, I'¢quation en question. Et, puisque je me suis
propos¢, de traiter sculement le cas des fonctions réelles, je peux me borner ici 4
citer quelques-uns des plus importants travaux qui ont paru sur l'¢quation d’ABEL et
qui donnent la solution de cette équation sous des conditions plus ou moins générales.
Citons d’abord les travaux fondamentaux de M. G. Koenics *); puis A. KorkiNE °),
L. Leau #), P. Fatou °), G. VaLiron °).

Quant au cas des fonctions réelles, j’ai déjd remarqué que le probleme est d’une
toute autre nature. Formellement la méthode indiqué par ABeL donne immédiatement
la solution de ’équation; mais il reste 4 chercher les conditions pour qu’elle soit
valable.

2. L'équation d’ABEL dans le cas des fonctions réelles. — En nous plagant dans le
cas ou toutes les fonctions a considérer sont réelles, le premier probleme qui se preé-
sente est de trouver les conditions dans lesquelles I’¢quation (1) admet une solution.

?) G. KoENIGS, Recherches sur les intégrales de certaines équations fonctionnelles [Annales de I'Ecole
Normale, 3° série, t. 1 (1884), suppl. p. 141]. Nouvelles recherches sur les équations fonctionnelles [An-
nales de PEcole Normale, 3¢ série, t. 2 (1885), p. 385-404].

3) A. KoRKINE, Sur un probléme dinterpolation [Bulletin des sciences mathématiques, 2°¢ série,
t. 6 (1882), p. 228-242].

4) L. Leau, Etudes sur les équations fonctionnelles & une ou plusiewrs variables [Annales de la Fa-
culté des sciences de Toulouse, t. 11 (1897), p. 1-110].

5) P. Fatou, Sur les equations fonctionnelles [Bulletin de la société mathématique de France,
t. 47 (1919), p. 161-271 et t. 48 (1920), p. 33-94 et p. 208-314].

©) G. VALIRON, Sur les solutions de U'équation fonctionnelle &’AvEL. [Bulletin des sciences mathéma-
tiques, t. 48 (1924), p. 260-265].
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Il est d’abord évident qu’il n’en soit pas toujours ainsi. En considérant, p. ex,
P’équation

w(i) =¢®+5

x
on voit qu'elle ne peut pas admettre de solution que si ¢ = o. En posant, d’autre
2]
XX ]
part, f(x) = x40 ol %, B, vy, & sont des constantes données, on trouve par la

1x 49

méthode d’ABEL une solution de la forme

(O —p)x—8
(O —p)x— 8|’

p(x) =

P

1

log
log \

ol p, et o, sont les deux racines de I’équation

o — (- Dp + 25—y =o.

En supposant cs%4o0 et o et o réelles et distinctes on a ainsi une fonction satisfaisant
4 I’équation en question et qui est en outre continue partout, sauf au deux points qui
la rendent infinie. Mais dans le cas ol ¢, et p, sont imaginaires cette solution devient
illusoire, et il semble trés difficile d’en trouver une autre; cela s’explique par le fait
que dans ce cas toute solution s’il en existe, doit étre totalement discontinue.

Avant d’aller plus loin, il faut préciser le probléme; il faut tout d’abord préciser
ce que 'on entend par une «solution » de I'équation proposée.

Mettons une fois pour toutes de coté le cas ot la constante ¢ a la valeur zéro.
Remarquons pour cela que toute solution de I’équation

P(f() =9 (x) +¢
fournit immédiatement une solution de I’¢quation correspondante §(f(x)) = ¢(x); en

effet, si ¢ (x) est unc solution de la premiére et Q(x) une fonction quelconque
S L . I .

admettant 'unit¢ pour période, la fonction o (x) = Q(T‘Po(") sera une solution

de la seconde. L’inverse n’est certainement pas vrai; on peut p. ex. donner des solu-

. , . I . , .

tions de I'¢quation cp(?) = o(x) 4 ¢ pour ¢ = o, tandis que I’équation n’a pas

de solution pour ¢ =% o. Cette réservation faite, nous pouvons nous débarrasser de la
constante ¢, en la supposant toujours ¢gale 4 1. En effer, Péquation (1) se réduira
par la simple substitution o (x) = ¢ (x) 2 la forme

(3) p(f@) =9 + 1.

Cela pos¢, soit E un ensemble quelconque de nombres réels et supposons la
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fonction f(x) définie pour toute valeur de x appartenant & E et seulement pour ces
valeurs de x. Désignons, pour abréger, par f(E) l'ensemble des nombres réels f(x)
pour tous les x appartenant a E.

Définition. — En désignant par € un ensemble de nombres réels qui contient les
points de E et de f(E) une fonction o(x) définie dans & s’appelle solution de I'équation
(3) si cette équation est remplie pour toute valeur de x appartenant a E.

Alors le .premier probléeme aura la forme:

Etant donnée une fonction réelle f(x) définie dans un ensemble E, quelle est la
condition nécessaire et suffisante pour que Iéquation (3) admette une solution?

J’ai trouvé une réponse 4 ce probleme 7) en faisant usage, pour la démonstra-
tion, du célebre théoreme de Zermero. Or M. KuraTowski °) a remarqué qu’on peut
éviter emploi de ce théoréme, mais en admettant Axiome du Choix. Il ne semble
pas qu’on puisse résoudre le probléme ainsi pos¢ dans toute sa généralité, sans entrer
ainsi dans les hypothéses de la théorie des ensembles. En effet, il faut remirquer qu’on
n’a rien dit sur la nature des fonctions f(x) et uv(x); on doit supposer f(x) définie
d’une maniére qui permet de la calculer pour une valeur donnée de x dans I'ensemble
E; mais faire la méme supposition sur la fonction »(x) dans € serait modifier tout a
fait le probleme. J’ai d¢jd remarqué que dans certiins cas I'équation (3) n’admet pas,
pour f(x) = w, des solutions non totalement discontinues. Le probleme gé-

vx 49
néral étant posé comme plus haut, on doit admettre Vexistence des solutions dans ce
cas; mais ces solutions seront des fonctions d’une nature extrémement compliquée, et
il ne semble pas possible, pour le moment, de calculer effectivement une telle solution.

Pour sortir de cet embarras je me suis proposé de trouver les conditions pour
Pexistence des solutions 9(x) d’une nature plus spéciale. Il s’agit de trouver les con-
ditions dans lesquelles I'équation en question admet des solutions ¢ (x) continues, au
moins dans un certain intervalle. Comme le montre 'exemple déji deux fois men-
tionné cela ne s’obtient pas en faisant des suppositions de la méme nature sur la
fonction donnée f(x); car, méme dans ce cas extrémement simple, il n’existe que des
solutions totalement discontinues, et I'on trouvera d’autre part sans peine des fonctions
Sf(x) totalement discontinues pour lesquelles I'équation (3) correspondante admet des
solutions continues ). J'ai d’abord trouvé la condition nécessaire et suffisante pour

7) R. Tamps LycHg, Sur Péquation fonctionnelle d’ABEL [Fundamenta Mathematicae, t. § (1923)
p- 331-3331.

8) R. Tamss LvcHE, Sur Uéquation fonctionnelle d’ABEL; remarque de M. KuraTowskr [Funda-
menta Mathematicae, t. 5 (1923) p. 332-333].

9) R. Tamss LycHE, Sur la solution de U'équation fonctionnelle & ABEL [Kristiania videnskapsselskaps
forhandliger for 1924, no. 2, p. 1-6].
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que P’équation (3) admette une solution continue en un point donnd Z; il s’est trouvé
que cette condition entraine en méme temps l'existence d’une solution continue dans
toute un intervalle de longueur finie entourant le point Z. Mais, d’autre part, la con-
dition remplie en deux points différents Z et Z, il ne s’ensuit pas lexistence d’une
solution continue en les deux points % et Z, ). Clest 1 un point sur lequel il faut
insister 4 cause de la forme de I’équation donnée qui fait toujours intervenir & la fois
les deux points x et f(x). Je vais donc ajouter ici les conditions pour lexistence
d’une telle solution, en cherchant les conditions pour [existence d’une solution con-
tinue dans un intervalle donné a P’avance.

Définitions générales.

3. Les itérées de la fonction f(x). — La fonction f(x) étant définie dans I’ensemble
E, soit x =x_ un point tel que x, =f(x,) appartient 4 E; posons alors f (x,))=f(x)).
En général. définissons Pitérée n-iéme de la fonction f(1) de la maniére suivante.

a) L’ittrée dordre zéro sera définie dans l'ensemble £ de tous les points réels
par léquation f (x) -= x.

b) L’itérée d’ordre n— 1 ¢tant définie dans un certain ensemble E, | et désignée
par f,_ (x), Pensemble de tous les nombres x tels que f, () appartient 4 E sera dési-
gné par E et litérée f (x) d'ordre n sera définie dans E, par 'équation f (x)=f[f,_.(x)].

Il suit immeédiatement de cctte définition que E, = E et f, (x) = f(x). Les itérées
d’ordre supérieur 4 1 n’existent pas nécessairement.

ExempLes. — 1° Si E contient tous les nombres réels, on a, quel que soit #,
E —=E.

2° Soit f(x) la fonction ainsi définie: E est I'ensemble de tous les nombres réels
= — 4 et < -+ 8; soit pour — 4 T x < 2

f)=2x+4
f(x) = —2x 4 12.

On aura des itérées de tous les ordres et E, — E quel que soit # > o-
3° Soit E lensemble de tous les nombres réels sauf x = 1 et x = |/2|. Posons

et pour 2 <_x 8

f(x)=1 pour x rationnel et £ 1
f(x) =1|¢2]  pour x irrationnel et £ |/2].

Les itérées d’ordre >> 1 n’existent pas.

10, R. TaMmBs LyCHE, Sur Uexistence des solutions réelles et continues de U'équation fonctionnelle d’ ABEL
[Matematikerkongressen i Kébenhavn 31 august — 4 septzmber 1925. Kobenhavn 1925, p. 241-249].
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4. Les points de méme classe et les suites paralldles. — Soient x et y des nombres
réels quelconques; s'il existe des indices m et n, == o, tels que f,(x).=f,(y) je dis
avec M. Kuratowskr **) que x et y sont de méme classe. Si, de plus, on peut choisir
m = n x et y seront appelés des points associés. J'appellerai classe C(x) 'ensemble de
tous les points y qui sont de méme classe qu’un point donné x.

Soient x,, X,y ooy Xy cee €LY, ¥,y oeny ¥,y ... —ou en abrégé (x,) et (y,) —
deux suites de points réels. Si, quel que soit 7, il existe des indices p, et ¢, tels que
f,,(x) = f,.(y) je dis que les suites (x;) et (y,) sont paralléles. Si, quel que soit le
nombre positif N, il y a des valeurs de ¢ > N telles que p, et ¢, sont nécessairement
des nombres différents, les suites paralléles (x,) et (y,) seront appelées distinctes; si,
au contraire, & partir d’une certaine valeur de i on peut toujours prendre p, = ¢, les
suites (x;) et (y,) sont dites assocides. En parlant d’une suite de points (x,) il sera, en
général, supposé¢ que tous les points x; de la suite sont distincts 'un de lautre. Il y
a donc lieu de considérer i part le cas ol p. ex. tous les points y, de I'une des deux
suites paralleles (x;) et (y,) coincident avec un méme point y; je dis, par conséquent,
qu’une suite (x,) est paralléle au point y si tous les points x; sont de la classe C(y)
et s’ils sont, de plus, associés deux 4 deux; de méme la suite (x,), parallele 4 y, est
distincte de y si x, et y ne sont pas associés, mais associée ¢ y dans le cas contraire.

5. Les points réguliers, — Un point & sera dit régulier pour la fonction f(x), s’il
a les deux propriétés suivantes:

1¥ £ n’est pas la limite commune de deux suites distinctes;
2° £ n’est pas la limite d’une suite parallele 4 Z et distincte de Z.

ExempLE. — Considérons le cas f(x) = 2x+ P Par un procédé bien connu *?)

yx 45
f.(x) = ax + B —po,x—(2x4 0 —p x)"
TX 8 —o, — (yxr 48 —p)7"
en désignant par p et p, les racines de I’équation
= (a4 D ad — gy =0
et par 7 la quantité P Sait donc, en premier lieu, p, et p, réelles et t différent de

1
=k 15 en choisissant convenablement la désignation de o, et p,, on peut alors supposer

on trouve

. xx b —op x . .\ .
[v] < 1, dou f,(x) »> —%——eﬁ_ pour 7z »> oo; mais cette derniére fonction se
X — P,

'Yy R. Tamss LycHE, Sur Véquation fonctionnelle d’ABEL; remarque de M. KuraTowsk1 [Funda-
menta Mathematicae, t. 5 (1923) p. 332-333].

'2) E. ScHROEDER, Uber iterierte Functionen [Mathematische Annalen, B. 3 (1871), p. 296-322].
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, % — . .
trouve constante, égale 4 ol SR Je dis que, dans ce cas tout point réel est régu-
Y
: . o$£L — Fl o — P, . s .
lier, sauf les deux points ét . Soit, en effet, ¢ un point quelconque,

différent de ces deux points, et admettons Iexistence d’un couple de suites distinctes
(x,) et (y,) tendant toutes les deux vers £; on pourrait évidemment en déduire un
autre couple (x;), (y}) tel que, pour chaque valeur de i, on ait f (x;) = f, (y,) avec
p- ex. p; > ¢,; mais cela entrainerait ici y; = f, (x}), ot 7, = p, — ¢, > 0. Or on
déduit de la formule donnant f,(x)

— (v 2 —a)x — Tl
[ —x=(x +0—ox p>yx+8—s>2—(wc+3~f’x)f"

d’oi pour n > o

— i 1 — |1
x) — x A y—a)x — 8
lfn( ) l7|Y +( )x I‘(Yx+8>(l _Tn)_l_Pz(Tn—l —_— I)l

x4+ — )40, — DI 2(yx + 3+ o)

Mais on a

et

— f “—p

T

Donc [f,(x) — x| est uniformément supérieur 4 une quantité¢ positive fixe lorsque x

4
X —

x4 (0 —a)x — B =

e “lx— .

font 4 : f Tl c B

appartient 32 un segment qui ne renferme aucun des points , . Donc
']r

Iéquation y; = f, (x;) deviendra impossible dés que i sera assez grand pour que

|y} — xi| tombe au-dessous d’une certaine limite. Puisque, en second lieu, I’¢quation

f.(x) = f,(y) entraine x —y le point & sera régulier. Quant aux points a——-P—’,

o )
y
suite quelconque des nombres f, (x), les deux suites distinctes (x,) et (y,) qu’on obtient
en posant x, = f,(x), y, = f,, (x) ont pour limite commune ce point; choisissons
d’autre part un point quelconque x différent des deux points en question et posons

, ce sont ¢videmment des points non réguliers; le dernier étant la limite d’une

. . . . X —p
f:(z;) = x; chaque valeur de i donne un point unique z;, et z, tend vers —— &

donc les deux suites distinctes obtenues en posant x; = Z,, y; = g,,, auront ce point
pour limite commune.

Supposons maintenant p, et p, imaginaires. On trouve alors

f,(x) = (xx 4 E)sinns — pxsin(n — 1)s
R (*{x+3)sinns——psin(n-——x);
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ou on a posé

is

pp=pey p=pe; p>0 05
Supposons que s n’est pas commensurable avec =; alors il n’existe pas de point régu-
pp q P g
lier pour f(x). Soit en effet £ un point quelconque et choisissons pour 7 une suite de
valeurs n,, n,, ..., n,, ... telles que sinw,s tende vers zéro; les points g, =f, (&)

tendent évidemment vers £; en posant alors x;, =3, ¥, = g;,, les deux suites (x,)
et (y,) auront ¢ pour limite commune.

Conditions d’existence des solutions en général.

6. Conditicn nécessaire. — Supposohs toujours la fonction réelle f(x) définie dans
un ensemble E et désignons par € un ensemble renfermant tous les points de E et
de f(E).

LEMME 1.-— Pour que I'équation

3 P(f(x) = e+ 1

admette une solution ¢(x) dans € il faut que Péquation f (x) = x ne subsiste pour
aucun point x de E pour aucun indice naturel n.

Si, en effet, x, est un point tel que f,(x,)) = x, pour une certaine valeur de
0o D . —
n > o il sensuit d’abord que tous les points (en nombre => 1) x_, f(x,), -, f,_, (%,)

\

appartiennent 4 E; si donc ¢(x) était une solution de (3) dans € on aurait

9(x) =9 (f,(x) =9 (£ () + 1 =9(fi. () + 2= -+ =9(x) +n
ce qui est absurde.

Supposons donc, dés maintenant, qu’on n’a jamais d’¢galité de la forme f, (x) ==,
n > o. Il s’ensuit immédiatement:

LEMME 2. — Si, pour deux points x et y de €, I'equation f,(x) = f,(y) subsiste,

la différence p — q a une valeur fixe, quels que soient les indices p et g remplissant
cette condition.

Si, en effet, p, et ¢, sont d’autres indices tels que f,,(x) =1, (y) il Sensuit, si,
pour fixer les idées, on suppose p, > p

Lo ® =1, ,(,®) =f, _,((,0) =, ., O

Si donc on n’avait pas ¢, = p, — p + ¢, Cest-d-dire p, — g, = p — ¢ on aurait p.

ex. ¢, > p, — p + g, dott
£ =F, () =1, ..
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done f,(x) =z pour n =¢q: —p,+p—gqgetz=f, , (y) et de méme dans les
autres cas possibles.

7. Définition d'une base pour f(x). — Jappellerai base pour f(x) dans € tout en-
semble B(f) de points de € jouissant des propriétés suivantes:

1° Il n’existe pas dans B(f) deux points de méme classe;

2° A chaque point x de € correspond dans B(f) un point b, tel que x soit de
la classe C(b).

Supposons connue une base B(f) dans E. Désignons par € un ensemble renfer-
mant tous les points de €. Formons ’ensemble B, (f) en ajoutant aux points de B(f)
tous les points de & qui n’appartiennent pas & €; ensemble B, (f) sera évidemment
une base pour f(x) dans € . En effet, deux points de B (f) ne peuvent pas éwre de
méme classe; car, si x et y éraient de tels points de B, (f) on aurait f,(x) = f,(y)
ol l'un au moins des indices p et g ne serait pas nul, soit p > o; alors x doit ap-
partenir 4 E, donc 4 €; c’est donc un point de B(f); quant & ¢ on ne pourrait pas
avoir ¢ >> o, car alors la cons¢quence serait la méme pour y, ce qui n’est pas admis-
sible d’aprés la  difinition de B(f); on aurait donc y = f,(x) :f(f _I(x)); mais
alors le point y appartiendrait & € sans appartenir & B(f); y ne serait donc pas point
de B, (f). D'apres la formation méme de B, (f) il est évident qu'd chaque point de €
correspond dans B (f) un point de méme classe.

On pourrait donc s¢ borner 4 la recherche d’une base B(f) dans le plus petit des
ensembles €, c’est-a-dire 'ensemble formé par les points de E et de f(E).

LemMme 3. — Etant connue une base B(t) pour f(x) dans € on obtient la solution
la plus générale de I'équation
(3) ?(f(®) =e(®) +1
en choisissant une fonction réelle y(x) arbitrairement dans B(f) et en posant alors
(4) () =v0l)+p—q

o b, est Uélément de B(f) satisfaisant pour x quelconque dans € a la condition
[, (b)) = f,(%).

En effet, il suit d’abord du lemme 2 que la fonction ¢(x) est ainsi bien définie
pour toute valeur de x dans €; car 4 un point déterminé de € ne correspond qu’un
seul point &, de B(f) et alors la diftérence p — ¢ a une valeur bien déterminée. Et
d’apres la définition de B(f) il suit b, = b, pour tout point x de Ej de f,(b,)=Ff,(x)

s’ensuit en outre fp+x(b,) :fq“(x) :fq (f(x)), donc
?(f(x)) = ‘J((bx) +p + 1—9q =(p(x)+ I.

Si, d’autre part, p(x) est une solution quelconque de (3) définie dans €, soit x
un point quelconque dans € et f,(b,) = £, (+); les points b, f(b,), ..., f,—, (b)) et

Rend, Circ, Matem, Palermo, t. LI (1927), — Stampato 1] 2§ marzo 1927.
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x,f(x), ..., f,_,(x) appartenant nécessairement 4 E, il résulte de I'équation (3) qu'on a
s (f,(0) =)+ o(f,(x) =9(x)+¢

donc ¢(x) = ¢(b,) + p — ¢, Cest-d-dire que ¢(x) a la forme (4).
8. TutoriME 1. — La fonction réelle f(x) étant définie dans un ensemble E il faut
et il suffit pour que Idquation -

(3) o(f(x) = 9(x) + 1

admette une solution dans & que Uéquation f (x) = x ne subsiste pour aucun point de
E pour aucun indice naturel n.

Démonstration., — La condition est nlécessaire d’aprés le lemme 1. Pour établir
qu’elle est suflissante il ne reste, d’aprés le lemme 3, qu’da montrer qu’elle entraine e
xistence d’une base pour f(x) dans €. A cet cffer javais appliqué le théoréme de
ZERMELO; montrons-le, en suivant M. Kurarowski, en n’employant que ’Axiome du
Choix: Formons, cn cffet, un ensemble B(f) de la mariere suivante: B(f) doit con-
tenir un point ct un ceul de chaque classe C{x) en laissant x parcourir 'ensemble €.
Cet ensemble, ne contcnant pas deux points de méme classe, scra évidemment une
base pour f(x); car chaque classe contenue dans € ayant un représentant dans B{(f),
il correspond 4 tout point x de € un éliément b, de B(f) tel que x sera de la classe

C(b).
Sur la distribution des points réguliers.

9. Propriétés d'un point régulier. — Appelons pour un moment semi-régulier un
point 4 qui a la propri¢t¢ suivante: s’il existe un couple de suites paralléles tendant
toutes les deux vers &, celles-ci sont assocites. On a alors:

LEMME 4. — Si 2,y %y« R,y --. ¢St une suite de points tous d'une méme
classe C(a) et tendant vers un point semi-régulier 5, il existe un certain indice r_ tel
que, pour r 27 1., %, est toujours associé 4 3, .

Désignons, en effet, par p,, et ¢, les indices les plus petits, satisfaisant 4 la
condition

Fon @) =1 &)

On a évidemment, quel que soit i, p,, = ¢,, = o; soit donc, pour i =1, k =%, le

premier indice k tel que p , 54 ¢ ,; s'il n’existe pas de tel indice k£, le lemme est
évidemment vrai; posons
5 P

L=4%, R, = s

Posons ensuite i =k, et désignons par k, le premier indice k > %, tel que p, , 7%, ;3



ETUDES SUR L’EQUATION FONCTIONNELLE D’ABEL DANS LE CAS DES FONCTIONS REELLES. 11

posons alors
Zk = xz’ z.kz = ya

I

et continuons de la méme fagon. Ou bien le procédé se termine parcequ’on arrive 4
un certain indice i =k, tel que p, , =g, , quel que soit k >k , ou bien on trouve

-

deux suites illimitées (x,) et (y,) qui seraient des suites distinctes ayant % pour limite
commune. Mais le dernier cas étant exclu par hypothése, le premier doit se présenter,
ce qui montre que le lemme est vrai.

Lemve 5. — Soit % un point semi-régulier et désignons par Q Uensemble de tous
les points d’une certaine classe C(a); il existe alors une quantité positive p tel que tout
point de Q, pour lequel o < |2 — z| =T p, est associé & un point fixe.

Supposons, en effet, qu’il ne soit pas ainsi: donc, quel que soit p > o et quel
que soit le point Z de Q il se trouve dans Q un point z non associ¢ a { et pour
lequel o <C |2 — z/ <C 5. Désignons donc par £ un point quelconque de Q et par p_
une quantit¢ positive quelconque; soit z, un point de Q, non associé & [ et tel que

3 P I o . .

o< |2 —z|To,; posons |5 — 7| =2p, et soit 7, un point correspondant pour
Rl » .

p==p,; posons |7 —z|=2: et continuons de méme facon; la suite 2., %,, ..., %4, -+~

obtenue a tous ses points de la classe C(a) et a % pour limite; en vertu du lemme
précédent, pour un certain indice k = %, toujours z, est associé & 7, pour k = x.

un point

Posons z, = =; le lemme étant supposé inexact, on a, quel que soit
= p! une

z de Q non associé 4 = et tel quz o < |5 — ] T 2. Soit donc d’abord on
quantité¢ positive quelconque et désignons par %, le point z corréspondant; en posant

F—1

:— | =23 et en suivant le méme procédé que tout & I'heure on arriverait &

)
o]
v

une nouvelle suite £, £, ..., L, ..., qui est nécessairement distincte de (z,); en
effet {, ne peut pas étre associé & z, en général, puisque z,, pour i =7 z est associé
a m, donc 7, serait aussi associé & = contrairement 4 hypothése. Les deux suites (z,)
et (£,) ayant £ pour limite commune il y aurait une contradiction.

LemMe 6. — 4 wun point semi-régulier % corréspond une certaine quantité positive §
tel que tout point du segment *2) (5 — 3 5 4= Y) est encore semi-régulier.

En effet, soit A une quantité positive quelconque; si 8 = A n’a pas la propriété
demandée, il doit se trouver sur le segment (7 — A, 5 + A) un point n, non semi-
régulier, donc £ Z; posons |3 — a| =124 si 3= A n’a pas encore la propriété
demandé¢e soit de méme #n, £ 2 (et %4 a,) un point non semi-régulier du segment
(E—1,,2+41); posons |2 — sl = 2\, et continuons de méme fagon. Or je dis
que ce procédé conduit nécessairement 4 une certaine quantité 8 = A, ayant la pro-

1

pri¢t¢ demandée. En elfet, sinon on abutirait 4 une suite infinie de points (a,) tendant
-

13) Jappeile toujours segment (a, b) lensemble des points x tels que a < x < b; Pintervalle
{a, b] est au contraire ’ensemble ouvert des points x tels que a < x < b.
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vers &, tous distincts et tous non semi-réguliers; donc 4 chaque =, correspondrait un
couple de suites distinctes (x!”) et (') ayant =, pour limite commune; choisissons
de plus les x{” et y” tels que ces points ne soient jamais associés; choisissons alors
pour chaque valeur de  un indice i =1, assez grand pour que |x” —n | et |y —u]

sont tous deux inférieurs 4 et il s’ensuit alors

— A
) — B — |, — 8 < 2R

et de méme |y — & < — 15— + . Or les deux suites (x]) et (3 pour r=1, 2, ...

seraient distinctes, et ayant & pour limite commune il y a une contradiction.

TutorEME I — Si le point & nlest pas la limite commune de deux suites distinctes,
il existe une quantité positive S tel que tout point x pour lequel 0 < |5 — x| =9 est
régulier.

Démonstration. — Le point £ étant semi-régulier, soit 3’ une quantité posmve, exi-
stant en vertu du lemme 6, tel que tout point du scgment (5 — &', 2 4 9d") soit
semi-régulier. Si donc & = 3§’ n’a pas la propriét¢ demandée il doit exister un point
u,, tel que o <<|f — u|T Y, auquel correspond une suite de points (v)") de la
classe C(u,), tendant vers u , les points v\ étant tous associés entre eux, mais non
4 u,. Posons alors |2 — u | =23'; si =29 n’a pas encore la propriété demandée,
continuons le méme procédé. Je dis qu’on doit aboutir 4 une certaine quantité 3 =
ayant la proprieté demandée. En effet, sinon, on trouverait une suite illimitée de
points #,, u,, ..., u,, ... tel qud chaque point # correspondrait une suite (v)')
tendant vers u_, parallele 4 u, sans y étre associée. Désignons alors par | un nombre
naturel quelconque et posons

I .
—2‘|“t — | =
Soit #, un indice assez grand pour que |u, — fu“’l’| <¢;; on aurait alors
- (1)| SE— )+ |, — ill)l <E—ul+¢

d’our il suit que la suite de points u, = v}) tend vers &; d’autre cot¢ on a
oy —w | 7y — | — g — | — g, — oy | > 28 —¢ —e =5 —e, .
Or ¢, tend vers zéro quand [ créit, donc, pour une infinit¢ de valeurs de I la diffé-
rence g — ¢, sera positive; on en conclurait Pexistence d’une suite infinie de
P— . —_ o . . .
points u, tous distincts; mais u, ¢tant de méme classe que u, sans y étre associs, le
point £ ne serait pas semi-régulier.
Du théoréeme II s’ensuit comme corollaire, d’abord qu’un point semi-régulier,
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mais non régulier est toujours isol¢ d’autre points de méme espéce; puis qu'un point
régulier n’est jamais isolé: il est toujours entouré d’autres points réguliers. Donc:

Lemme 7. — Les points réguliers forment des intervalles dont les extrémités sont
toujours des points non réguliers.

En appliquant le lemme 5 on a encore:

Lemme 8. — 4 tout point régulier Z correspond ume quantité positive p tel que tout
point du segment (5 — o, % - ) de la classe C(%) est associé & &.

Terminons ce paragraphe en démontrant la proposition suivante:

TutorEME III. — A4 tout point régulier % correspond une quantité positive © ayant
la propriété suivante: si le segment (€ — =, %~ t) contient deux points de méme classe,
ceux-ci sont associés.

Démonstration. — Soit, en vertu du théoréme II et du lemme 8, une quantité po-
sitive p telle que tout point du segment (3 — 5, £ - o) soit régulier, et telle que, de
plus, tout point de ce segment appartenant 4 C(Z) soit associé 4 Z.

Soit alors x un point quelconque de ce méme segment; le point x étant régulier,
on trouve de méme une quantité r >> o ayant les mémes propriétés par rapport i x
que p par rapport 4 & Si 7, est une telle quantité, il est de méme pour tout r <7, ;
si donc R désigne 'ensemble de tous les quantités positives ayant la méme propriété
que 7, on pourrait imaginer deux cas: ou R est '’ensemble de tous les nombres posi-
tifs, ou bien R admet un certain maximum r(x). Dans ce dernier cas tout point de
Pintervalle [x — r(x), x 4 r(x)] est régulier, et, s’il appartient 4 C(x), il est as-
socié 4 x; d’autre part, quel que soit ¢ > o il existe un point 7 tel que |z — x| <r(x) ¢
ol z est, ou bien non régulier, ou bien un point de C(x) non associé a x.

Imaginons-nous alors que x parcourt le segment (5 — o, % - ¢); un des deux cas
suivants doit nécessairement se présenter:

1° Il existe une quantité positive 7, tel qu’on a, quel que soit x sur ce segment,
ou bien

r(x) > — &+~

ou bien R n’a pas de maximum. Or, dans ce cas v a la propriété demandée; soient,
. A » »

en effet, « et § deux points de méme classe du segment (£ — 7, 5 -+ 7); en posant

x = 4 il sensuit r(2) > £ — x| 4 7, si Uensemble R correspondant a un maximum

r(2); alors on aura

B T —E = E <t Hr()—T=1(x)

donc P appartient 4 lintervalle [x — r(x), = 4 r(2)] et d’aprés la définition de
r(x) & sera associé 4 x; si R n’a pas de maximum il suffit de choisir r assez grand
pour que & se trouve dans lintervalle [x — r, x 4-7] pour aboutir au méme résultat.

2° Quelle que soit la quantité positive = il existe sur le segment (8 — ¢, § 4 p)
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un point x pour lequel

r()fE—x+ =

Or, pour ces points x Uensemble R almet évidemment un maximum, voire 7(x);
donc, quelle que soit la quantité positive ¢ il existe un point 7 tel que |z — x| <7(x)--=
et qui est, soit non régulier, soit un point de la classe C(x) non associ¢ d x.

Cela posé, supposons d’abord que la quantité p ne satisfasse pas aux conditions

5
»

du théoreme; donc on se trouve dans lec cas 2°; soit par conséquent 7 un point du

)
segment (5 — ¢, & - 9) tel que

r(El :Iol< :1_E'+P‘
Considérons le segment (5, — 22, 5, -+ 2;,); d'aprés ce qui précéde il se trouve
. . p . . o
sur ce segment [soit sur (&, — 2¢,, 3, — p,), soit sur (& ¢, &, 4 27,)] un
point Z! qui est, ou non régulier, ou un point de la classe C(3,) non associé 4 & .

z

De

.
e
!

<] 29, et

1

ARKE AR AR 2 e
il suit, 4 cause de p, T |5, — 2l 4 ¢ < 29 quion a

E— e se

Considérons alors le segment (3 — ¢/, 2 -3¢, ol Uon a posé p' = P e’

\

ne satisfait pas encore aux conditions du théoréme, on se trouve encore dans le cas
- . - » . . . .

2°; on considere alors le segment (2 — "', 2 4 ¢’") et ainsi de suite. Je dis qu’on

ne peut pas indéfiniment tomber dans le cas 2°. En effet, en supposant qu’il en fit

ainsi, on aurait pour chaque valeur de I'entier positif s un segment (5 — p*, % 4 o))

ot o = 295 auquel correspondrait un couple de points £ et & tels que

‘.)

B — A=K, = s

. » . . . . . A
les points ¢ étant en partie des points non réguliers, en partie des points de méme

1

classe que & non associés 4 ceux-ci. Mais 53" tendant vers zéro quand s croit les
points £, doivent, 4 partir d’une certaine valeur de s étre tous réguliers en vertu du
théoréeme II; donc, 4 partir de cette valeur de s, tous les £/ seraient de méme classe
que les £, sans § étre associés, ce qui donnerait un couple de suites distinctes (%)
et (£)) tendant toutes les deux vers Z, ce qui est impossible. Donc, pour une certaine
valeur de s on aura le cas 1° ce qui donne, d’aprés ce qui précéde, unc quantité =t

satisfaisant aux conditions du théoréme.
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REMARQUE. — On pourrait obtenir le théoréme III d’une maniére plus directe ™),
mais j’ai suivi ici la méthode qui vient d’étre exposée pour mettre en évidence les
lemmes 4 4 8, qui peuvent étre utiles.

Conditions pour V’existence d’une solution continue en un point donné.

10. Existence d'une bass particulidre. — Etant toujours supposé qu'on n’a jamais
une ¢égalit¢ de la forme f, (x) = x, supposons connue une base quelconque B(f) pour
f(x) dans l'ensemble €. En remplagant dans B(f) un élément quelconque par un
autre point de la méme classe on a évidemment de nouveau une base; je vais utiliser
cette remarque pour démontrer le lemme suivant:

LemME 9. — Etant donné un point régulier &, il existe une base B (f) pour f(x)
dans € ayant la propriété suivante: s ~ désigne la quantité positive dont le théoréme IIT
établit Pexistence, il correspond a tout point x du segment (5 — =, % -+ <) appartenant
a © un élément a, de B (f) sibué sur ce méme segment, et auquel x est associé.

Désignons, en effet, par B Pensemble de tous les points d’une base quelconque
B(f) ayant la propriété suivante: & chaque point a de B correspond sur le segment
(¢ —7, £+ 7) au moins un point de la méme classe (égal & a ou non); soit, pour
chaque valeur de @, x; un de ces points. Désignons par B (f) ensemble de tous les
points suivants: 1° tout point de B(f) qui n’appartient pas 4 B; 2° tous les points
x;. Or, B,(f) aura la propri¢t¢ demandée: en effet, si x est un point quelconque du
segment (§ — 7, § - 7) appartenant 4 @, il correspond 4 cet x un certain ¢lément
de B(f) qui est de la méme classe; cet élément est donc un des points de B, soit a.
Or, le point x— correspondant appartenant & ({ — 7, 4 - ) est associé 4 x.

11. Théordme d’existence des solutions continues aux environs d'un point donné, — A
’aide du dernier lemme — démontré comme on le voit en appliquant encore I’Axiome
du Choix — on démontrera le théoréme suivant:

TutorEME IV. — Si % est un point de € non régulier pour f(x) toute solution
de Véquation cp(f(x)) = ¢(x) -+ 1 définie dans € sera discontinue pour x = §.

Si, au contraire, & est un point régulier, il existe une quantité positive 8 ayant la
propriété suivante: il existe au moins une solution de I'équation considérée, définie dans
© et continue dans I'ensemble commun o € et & Uintervalle [5 — 93, & 4 8]. Mais il
existe, d’autre part, des fonctions f(x) pour lesquelles cette solution est discontinue en
tout point en dehors du segment (& — 8, & - 3) méme en les points réguliers.

14) R. Tamss LYCHE, Sur Uexistence des solutions réelles et continties de Uéquation fonctionnelle & ABEL
[Matematikerkongressen i Kobenhavn 31 august — 4 september 1925. Kobenhavn 1925, p. 241-249].
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Démonstration. — Le premier point se démontre sans peine; en effet, soit £ un
point non régulier et supposons lexistence d’une solution ¢(x) dans @, continue
pour x = £. Soit alors ¢ >> o une quantité assez petite pour que

p(x) — 2B <—

pour tout point x de & tel que |x — &/ T ¢; on a alors pour deux points x, et x,
quelconques de € sur le segment (£ —, & 4 ¢)

lp(x) — o(x,) <1

Or, supposons d’abord l’existence d’un couple de suites distinctes (x,) et (y,) tendant
toutes les deux vers &; si i est alors assez grand pour que x, et y, appartiennent tous
les deux au segment (§ — &, £ -} ) on aurait, en supposant [ (x) =1,00)

() — ()l = b, — g <1

donc p, = ¢, contrairement 4 I'hypothése. De méme, si (;) est une suite paralléle a
¢ et tendant vers £ on aura 4 partir d’un certain indice i,

h”((i) - (P(i)l == lf,- —_ S'.] =0

en supposant f, (z;) = f, (3); donc (%) serait associce 4 £, donc le point £ était régulier
contraire 4 hypothese.

Pour démontrer la seconde proposition du théoréme, appliquons le lemme 9. Or,
il est d’abord évident, qu’étant conrue une quantité v, > o satisfaisant i ce lemme,
il en sera de méme pour toute quantité positive inférieure 4 7 ; donc, ou I’ensemble
de tous les nombres = satisfaisant 4 ce lemme contient tous les nombres positifs, ou
il admettra un certain maximum 9d. Plagons nous d’abord dans ce dernier cas; il
s’ensuit Pexistence d’'une base B (f) dans € tel qu’a tout point x de € appartenant
a lintervalle [£ —39, £ 4 3] correspond un élément a, de B, (f) dans le méme inter-
valle, associé 4 x. Définissons alors la fonction ¢(x) dans B,(f) de la maniére
suivante:

1° Si a est un élément de B (f) appartenant 4 Pintervalle [ — §, £ -} 8] posons
b (a) = k, k ttant une constante, choisie 4 P'avance.

2° Si a’ est un autre ¢lément de B (f) définissons ¢(a") d’une manitre quelconque.

Soit alors ¢(x) la solution correspondante. En désignant par x un point de €
quelconque dans Vintervalle [{ — 8, & 4~ 3] on a, d’aprés la propriét¢ de la base
B.(1), 9(x) = 0(a,) =k donc ¢(x) sera constante dans tout 'ensemble des points
communs & € et a l'intervalle considere.

Dans le cas ou toute valeur positive de v satisfierait au lemme 9, le résultat sera
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le méme; seulement se trouve-t-il alors une solution continue (et méme constante)
dans tout I'ensemble €.

Il ne reste donc qu’a démontrer qu’une solution ¢ (x) continue dans I’ensemble
commun & € et & lintervalle [ — &, £ - 8] n’est pas toujours continue en aucun
point en dehors du segment (£ — &, & 4 8). L’énoncé est triviel s’il nexiste pas de
points réguliers en dehors de ce segment, car c’est alors une simple conséquence du
premier ¢noncé du théoréme actucl. Il faut donc prouver existence de fonctions f(x)
telles qu’il existe de points réguliers en dehors du segment considéré (5 — 3, & - 9)
et telles que toute solution continue dans Dintervalle considéré est discontinue en
dehors de ce segment, méme aux points réguliers; or, 'importance de ce dernier
énoncé du théoréme sera mise en plein jour en montrant qu’il existe méme des fonc-
tions f(x), definies dans I'ensemble de tous les points réels et n’admettant que de
points réguliers, satisfaisant encore & cette condition. C’est en effet le cas pour la
fonction f(x) définie comme il suit:

Si x est un nombre rationnel, posons f(x) = x 4 1; et si x est irrationnel
posons f(x) = x — I.

Il s’ensuit sans peine que deux points x et y de méme classe, satisfont toujours
a Pinégalité |x — y| 7 1, et par conséquent tout point est régulier. Soit alors & un
point quelconque et B(f) I'ensemble de tous les points x satisfaisant 4 la condition

. I I
T S £+ <
Or, B(f) sera une base pour f(x); car, de f,(x) = x & n (suivant que x soit ra-

tionnel ou irrationnel) on voit qu’d tout nombre réel correspond dans B(f) un point
et un seul de la méme classe. D’autre part, de f(x) = x £ 1 il suit que la quantité

, 1 . . . .

3 est égale 4 - Soit donc ¢ (x) une solution quelconque, continue dans linter-
S I . . ;

valle [E — 58 -+ —5—] Soit 3 un point quelconque en dehors du segment

(E — %, £+ —;—) et désignons par m lentier satisfaisant 4 la condition
G I
£ — - Nn—m <&+ Y

d’oti |m| = 1. Soit, pour fixer les idées, # rationnel; on aura f, (n — m) =0, d’ou
g (r) = ¢(n — m) 4 m. Posons % + —;— — (n — m) = p > o0 et soit h une quan-

tité irrationnelle inférieure 4 p; alors on aura f, (n 4+ h) =0 — m 4 b, donc

G4 h)=3(n 4 b —m)—m,

Rend, Cire. Matem, Palermo, t, LI (1927). — Stampato il 2§ marzo 1927,
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On aura donc

lp(n 4B —g(a) = lp(r b —m) —p(n — m) — 2m|
Z 2.m| —lp(n 4 b — m) — ¢(n — m)),
quantité qui ne tend pas vers zéro avec h.

12. REMARQUE. — Il suit du théoréme IV qu’une équation ¢ (f(x)) =¢(x)+41

admettant une solution ¢ (x) continue en un point %, admettra en méme temps une

solution continue dans tout un intervalie (c’est d-dire dans Pensemble commun & € et
4 cet intervalle).

N

Revenons encore une fois 4 Pexemple déja mentionné, ot f(x) = %. Nous
avens trouvé que dans le cas ou les racines p, et p, (voir n° 5) sont réelles et di-
stinctes en valeur absolue, il n’y a que deux points non réguliers, mais au contraire,
si p, et ¢, sont imaginaires tout point est en général non régulier. Le théoreme que
nous venons de démontrer explique alors pourquoi il existe des solutions continues
dans le premier cas, mais que, dans le second, ccla n’a pas lieu. Mais ce théoréme
n’explique pas encore l'existence, dans le premier cas. de solution continues, non seu-
lement aux environs d’un point régulier donné, mais méme presque partout. Il s’agit
12 d’'un probleme dont nous allons nous occuper dans ce qui suit.

Conditions pour I’existence d’une solution continue a la fois en £ et en f(%).

13. Les points parfaitement réguliers — Dans les paragraphes précédents nous avons
trouvé les conditions dans lesquelles I'¢quation 5 (f(x)) = %(x) - 1 admet une solu-
tion continue en un point donné, et nous avons vu encore que ces conditions en-
tralnent aussi Pexistence d’une solution continue dans un intervalle de longueur finie
entourant le point donné. La longueur de cet intervalle étant limitée par la condition
qu’il ne contienne pas deux points de méme classe non associés, l'intervalle corre-
spondant 4 un point % ne contient certainement pas le point f(%), en supposant ¢ un
point de E. Or, en vue du dernier énoncé du théoréme IV et la forme méme de
I’équation d’ABEL, c’est 1d un grave inconvenient; en effet, pour peu que % soit un
point de E on doit toujours considérer la fonction 3 (x) pour ces deux valeurs de x;
donc on ne peut pas parler en réalite d’une solution continue, que si elle est continue
3 la fois dans ces deux points. Proposons nous donc de trouver dans quelles condi-
tions ’équation admet une telle solution.

Définissons d’abord un point parfaitement régulier de la maniére suivante: Le’
point x ==& sera appelé parfaitement régulier s’il a les propriétés suivantes:

1° 4 est un point régulier, appartenant 4 E;
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2° f(%) est un point régulier;

3° S’il existe un couple de suites paralléles (x,) et (y,) tendant I'une vers £, I'autre
vers f(%), les indices p, et g, satisfaisant & la condition fp‘(x,.) :f‘“(y,.) vérifient tou-
jours, 4 partir d’un certain rang, I'égalité p, = ¢, + 1.

Les conditions 1° et 2° sont, en vertu du théoréme IV, des conditions nécessaires
pour lexistence d’une solution de l'espéce en considération. Or, je vais montrer que
c’est la condition 3° qu’il faut ajouter pour obtenir les conditions nécessaires et suf-
fisantes.

LeMME 10. — Si x =& est un point parfaitement régulier, il existe des quantités
positives p et o' ayant les propriétés suivantes: si x est un point du segment (5— o, &)
et y un point du segment (f(5) — o', f(Z) & ¢') il existe, toutes les fois on x et y
sont de méme classe, un indice p tel que f,(v) = f, ().

Supposons, en effet, qu’il n’y aurait pas de quantités o et o’ ayant cette propriété.
Soit alors, en vertu du théoréme III = et ' des quantités positives correspondant
respectivement aux deux points réguliers Z et f(£) telles que deux points du segment
(¢ — 17 £+ 7) de méme classe sont associés et de méme pour le segment
(f(Z) — =+, f(5) 4 ="); puisque, par hypothése, o = 7, o' = 1’ n’ont pas la pro-
priété demandée, il y a sur le premier segment un point x, auquel correspond sur
le second segment un certain point y, de méme classe tel que

fl(yl):fql(xl)’ qx #Px_l—l
car, s’il n’y avait pas des points x et y de méme classe sur ces segments le lemme
énoncerait une trivialitt. On a certainement x, £ 7%, y & f(5); car, si x, =& on
aurait f, (y,) =f, (%), donc y, et f(%) seraient de méme classe, et tous les deux
appartenant au segment (f(%) — ', f(2) 4 ') ils seraient associés, donc on aurait,
pour un indice # convenable, £, (y,) = f, (f(i)), dott f,(y) =f,..(x) contraire i
hypothése; de méme, en supposant y, = f(¢) on aurait f, (f(i)) =f, (x,), donc,
x, et 7 étant deux points de méme classe du segment (5 — 7, § 4 7) seraient asso-

ciés, d’ott f,(x,) = f,(%) et puisque x, % Z on aurait » > o donc f,(x) =f,_.(y,)

encore contraire 4 hypotheése. Posons donc
, —E =27, Iy, —fCE)l=27.

Puisque, par hypothése, o = v, o' = =/ n’ont pas la propriét¢ demandée il s’ensuit
de méme Dexistence de deux points x, et y, sur les segments (5 — =7, &4 1) et
(fG) — <, f(3) + =) respectivement, tels que

L0 =1,(x)  ¢.F#p+1

et ou x, 7~ £, y, 7 f(8); en continuant de cette maniére on obtiendrait évidemment
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un couple de suites (x,) et (y,) de points x, tendant vers & et y, vers f(&); mais ces
suites étant paralleles, sans qu’on n’aurait ¢, = p, -+ 1 on se trouverait en contra-
diction avec la propriété d’un point & parfaitement régulier.

14. TutorEME V. — Si & est un point régulier de E qui n'est pas parfaitement
régulier, toute solution o (x) dans € de Iéquation <p(f (x)) = o (x) + 1 continue pour
x =& est nécessairement discontinue pour x = f(&).

Si x =& est un point parfaitement régulier il existe des quantités positives o et o

telles que I'équation (p(f(x)) = ¢(x) + 1 admette an moins une solution continue 4
la fois dans tout Vensemble commun & € et aux intervalles [2 — o, & 4 6] et
[fE) — o', f(E) + o'). Ces quantités s et o' ont en outre les propriétés suivantes:
leur somme ne dépasse jamais la quantité |f(2) —Z| et Pune est une fonction non crois-
sante de Tautre.

Démonstration. — Montrons d’abord que Dexistence d’une solution continue 4 la
fois pour x = & et x = f(£) entraine la régularité parfaite du point Z. En effet, il
sensuit immédiatement que % et f(%) sont des points réguliers; désignons donc encore
par v et 7' les quantités positives du théoréme III: donc, s’il y a sur le segment
(€ — 7, £+ 7) deux points de méme classe ils sont associés, et de méme pour le
segment (f(£) — </, f(§) 4 =*); or, tout couple de quantités plus petites que 7 et

’

©', respectivement, a évidemment les mémes propriétés; supposons donc © et ' assez
petites pour que

@ —o@I <5, [pO)—e(fE) < —

si x et y sont des points de € satisfaisant aux conditions |x —&|<T 7, |y —fE)| <<+
Alors je dis que si x et y sont des points de méme classe on a pour un indice p-

convenable f,(y) = f,.,(x). On a, en effet,

oM — (@) =0 — 9o (fE) — (e —¢®) + 9(f¢) — 9
=1+4¢

ol e ) — e B+ |p (1) — ¢ (fE))| < 1

o <9(y) —o(x) < 2.

Mais x et y étant de méme classe, soient p et ¢ des indices tels que f,(y) = f, (%),
d’ott 9(y) — 9(x) = ¢ — p; on a donc nécessairement ¢ — p = 1.

Passons 4 la démonstration du second énoncé du théoréme. Soit, en vertu du
lemme 9, B(f) une base dans & ayant la propriété qu’a tout point x du segment
(& —p, £ + ¢) correspond sur ce méme segment un élément 4 de B(f) tel que

ou

donc
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f.(x) = f,(a,) pour n convenable; ici o désigne la premiére des quantités p et p’ du
lemme 10. Désignons par y un point quelconque du segment (f(8) — o', f(E)+¢');
or, d’aprés le lemme 10, sil y a sur le premier segment un point x de méme classe
que y, on a f,(v) =/, (x); dautre purt on a f,(x)=f,(s,); il sensuit, si
nZp

furd9) = foepe (F,(0) = £y (e () = £,(0) = £, (),
et, si n < p 1.
£,0) = fei ) = fraia (. () = fre s (£, (8)) = S0 (2,

donc, dans les deux cas, pour un indice ¢ convenadle f, (y) =f,, (a,).

Cela pos¢, désignons par C P'ensemble de tous les points de B(f) appartenant au
segment (2 — o, £ -+ 5) et par B lensemble de tous les points a de B(f) — C aux-
quels correspond sur le segment (f(2) — &', f(3) 4 ¢’) au moins un point de la
méme classe; soit y7 un de ces points. Soit alors B (f) Pensemble de tous les points
suivants: 1° tout point de B(f) qui n’appartient pas & Bj; 2° tous les points y7.
Alors B (f) est évidemment de nouveau une base pour f(x) dans €. Deéfinissons
ensuite la fonction ¥ (x) dans B (f) comme il suit:

Si a est un point de C, posons &(a) =k, k étant une constante, choisie 2
Pavance;

si @ est un point de B (f) appartenant au segment (f(£) — ¢', f(5) + ")
posons ¢ (a') =k + 1;

si enfin a” est un é&lément de B (f) n’appartenant ni 4 C, ni au segment
(FE — ¢, FE) + ¢), soit 4(a") quelconque,

La solution ¢ (x) correspondante aura la propri¢t¢ demandée. En effet, ?(x) est
évidemment constante dans Uensemble commun 4 € et au segment (5 — o, & - p);
soit alors y un pomt quelconque de € sur le segment (f(8) — o', f(B) +¢'); ¢l
existe sur (5 — g, £ -4 p) un point x de la"méme classe, on a, d’aprés ce qui pré-
céde, f,(y) =/f,. (%), donc ¢(y) =¢(x) 1= — k -+ 1; sinon, il y a un point
de B de la classe C{y) et 4 ce point correspond un point a’ de B (f) sur
(f(E)—¢', f(5)4-¢'); mais alors y et a’ sont des points associes, donc ¢(y)=p(a')=k-+1;
donc ¢(x) est encore constante dans lensemble commun 4 € et au segment
U® —¢, fE + )

Or, les quantités » et ¢’ satisfont évidemment 4 la condition p " <T|f(3) — £
Sinon, les deux segments considérés auraient en effet au moins un point = commun,
ce qui est impossible, car on aurait alors pour un indice convenable f (%) =f,, (%),
contrairement & la supposition que I'équation f,(x) == x n’est jamais vérifiée. De plus,
¢tant donné un couple de quantités o et ¢’ satisfaisant aux conditions précédentes, il
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en sera de méme pour tout couple de quantités plus petites. Il s’ensuit qu’a une valeur
déterminée de o p. ex., Uensemble des valeurs de o' telles que o et p’ gardent leurs

v \

. . . . ,
propriétés, admet un maximam 3,5 €t 5,

posons, en effet, qu’on ait, au contraire

Sh == 0+ h> o, k>o

pour de certaines valeurs de ¢, b, k; posons " = o, k" ot k' <k; daprés la
signification de o) le couple o 4 b et o'" ont les propriétés signalées pour p et o,
tandis que o et ¢'" ne les auraient pas, puisque " > 6,5 mais cela est impossible
d’aprés la remarque faite plus haut.

sera une fonction non croissante de p: sup-

En partant alors d’un couple p et p’ quelconque, on fera croitre o' jusqu'a
' =4 puisque d’autre part 4 toute valeur de o’ inférieure & s, correspond de méme
un maximum s, des valeurs admisibles des g, ot , est une fonction non croissante
de ¢, il s’ensuit que o et s’ ont toutes les propriéwes signalées dans le théoréme; en
particulier on a 5 + ¢ < |[f(Z) — &|.

Remarquons que dans le cas ou 6 45’ = [f(Z) — Z] il s’ensuit P'existence d’une
solution %(x) continue dans tout lintervalle [ — 35, f(£) 4 s'] sauf peutétre au
point £ 4+ ¢ = f(£) — ¢".

15. Propriétés des quantités o et ¢'. — Terminons ces reflexions en montrant que
les quantités ¢ et ¢’ du théoréme V ont toujours au moins une des quatre propriétés
suivantes:

4) A un des deux points f(Z) 1+ s’ correspond sur le segment (f(2)— o, f(E)+5")
un autre point de méme classe, mais non associ¢ 4 ce point.

b) Un des deux points f(Z) 1= ¢ est la limite d’une suite de points y; extérieurs
au segment (f(3) — o', f(£) 4 ¢') auxquels correspond une autre suite de points y,
tendant vers un point de ce segment et tel que (y,) et (y!) sont des suites distinctes.

¢) A un des points f(3) 4= ¢’ correspond sur le segment (5 — s, 5+ 5) un
point x tel que f,(f(2) &= ¢") =f,(x), p et ¢ ¢ant des indices ne satisfaisant pas 4
la condition ¢ = p -4 1.

d) Un des points f(§) 4 o’ est la limite d’une suite de points y, extérieurs au
segment (f(%) — o', f(2) 4 ¢') auxquels correspond une suite de points x; tendant
vers un point du segment (3 — ¢, £ 4 ) tel que (y,) et (x,) sont des suites paral-
leles dont les indices p, et ¢,, pour lesquels f, (y,) = f, (x,), ne satisfont pas & la
condition ¢, = p, + 1.

Supposons, en effet, qu’aucun des cas @), b), ¢) ne se présente pas et voyons
quon retombe sur le cas d). Or, d’aprés la définition. de ¢ et ¢’ ces quantités ont
toujours les trois propriétes suivantes:

A4) Lintervalle [§ — 5, £ 4 5] ne contient pas deux points de méme classe non
associés.
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B) L’intervalle [f(X) — o', f(§) + '] ne contient pas deux points de méme
classe non associés.

C) Il n’existe pas dans lintervalle [ — 5, 4 <+ 5] un point x et dans

[fE) — o, FE) + o]
an point y, tels que f,(y) = f,(x), g % p + 1.

D’autre part aucun couple de quantités plus grandes que ¢ et 5" n’ont 4 la fois
ces propri¢tés. Si donc o’ >> ¢’ une au moins de ces propriétés manque au couple s,
p’; puisque ce n’est évidemment pas la propriété 4), ce doit étre B) ou.C). Suppo-
sons d’abord que C’est la propri¢té B) qui manque & ', quelque petite que soit la
difference p* — 6’5 donc il y a sur le segment (f(£) — #', f(3) 4 ¢') deux points
de méme classe mais non associés y, et y'; ils ne peuvent pas étre tous les deux
intérieurs 4 Pintervalle [f(Z) — o', f(2) 4 ¢'] par hypothése; soit donc y! extérieur
a cet intervalle; si y! était un des points f(3) £ 5', y, doit étre extérieur au segment
(fg) — 5, f(5) + ¢') puisque on se trouverait ailleurs dans le cas a), exclu par
hypothése. Supposons donc y' extérieur & ce segment; soit §, > o sa distance & la

. . ) .
frontiére de ce segment. Remplagons alors p’ par la quantité ¢’ - 7‘ ==¢/; puisque

¢, n’a non plus la propriété B) la conséquence en sera la méme: on trouve de nou-
veaux points y, et y, dont y, au moins extéricur au segment (f(%) — o', f(£) + ¢')
et qui sont de méme classe mais non associés. En choisissant au lieu de o’ la quantité
S, . .

¢’ —- ol 3, est la distance de y, de la frontiere du segment (f(§) — o', f(§) + ¢')
et en continuant de la méme manitre, on trouverait un couple de suites distinctes (y;)
et (y;) ol tous les y; sont extérieurs au segment (f(£) — o', f(£) + ') et dont une
infinité tendraient vers un des points f(£) &= 5'; les points y, correspondants ayant
au moins un point limite sur le segment (f(§) — o', f(5) + ¢') on tomberait dans
le cas b), exclu par hypothése.

Donc, 4 partir d’une certaine valeur de p’ encore dépassant ¢’ la propriété B)
est nécessairement satisfaite; c’est donc pour ces couples s, p' la propriété C) qui est
en défaut. Il y a donc dans lintervalle [f(£) — ¢, f(3) 4 ¢’] un point y, auquel
correspond dans lintervalle [ — o, § 4 o] un point x, tel que f,,(3) = £, (x,) ol

s
g, 7% p, -+ 1. Le point y, est en outre extérieur au segment (f(§) — o', f(§) + ¢');
car, par hypothese, il n’appartient pas i lintervalle [f(§) — o', f(3) + ¢']; et sl
était un des points f(3) £ o' on se trouverait dans le cas ¢), exclu par hypothése.
Soit donc 3, la distance de y, 4 la frontiere de (f(3) — o', f(3) + o) et choisissons

8 A M A
p' = ¢’ 4 —=; la conséquence sera la méme, et en continuant de la méme fagon on
2

trouvera un couple de suites paralleles, (x,) et (y,) ob une infinité des y, tendent
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vers un des points f(%) 4= ¢’; les points x; correspondants ayant au moins un point

limite appartenant au segment (§ — o, ¢ -~ o) on peut extraire des suites (x,) et (y,)
un autre couple de suites satisfaisant 4 toutes les conditions du cag d).

Faisons encore les remarques suivantes: En posant ¢’ = P(s) nous avons vu
que P(s) est une fonction non croissante de 6. Or, supposons qu’on soit pour ¢ = o,
dans un des cas a) ou b) définis plus haut. On aura alors P(s) = P(s,) pour
¢ < o,. Supposons, en effet, que P(s) > P(5s,); alors les points f(§) + P(s,) sont
intérieurs & intervalle [f (&) — P(s), f(&) + P(s)]; mais alors on aurait dans cet
intervalle au moins un couple de points de méme classe, non associés, contrairement
4 la définition de P(s). Il suit de 1d que:

Si la fonction P(s) ne se réduit pas 4 une constante, on a, a partir d’'une cer-
taine valeur de ¢, constamment un des cas ¢) ou d) signalés plus haut.

En effet, si P(s) n’est pas constante, soient s, et ¢, > ¢ des valeurs de o telles
que P(s,) <P(s,); alors on doit avoir, d’aprés ce qui précede, un des cas ¢) ou d)
pour ¢ = g ; soit alors 6, > 4,5 si pour ¢ == ¢ on avait un des cas a) ou b) on
aurait P(¢) = P(s,) pour ¢ <o, donc aussi P(s,) = P(s,) = P(s,) contraire-
ment 4 I’hypothése.

Conditions d’existence des solutions continues
dans un certain ensemble d’intervalies.

16. Le rang mutuel de deux points, — En reprenant les considérations des para-
graphes précédents on voit sans peine qu’elles s’appliquent avec une légére modification
pour obtenir la condition nécessaire et suffisante pour que 1’équation :p(f(x)) =o(x)41
admette une solution continue en deux points ¢ et n quelconques de méme classe. Si,
en effet, ¢ et « satisfont 4 une ¢égalité de la forme f,(n) =/f,,,(€) ol 7 est un entier
(positif, nul ou négatif) et p un enter == o, il faut et il suffit pour cela que § et
solent réguliers et que tout couple de suites paralleles (x;) et (y,) tendant vers § et
n respectivement, ait la propriété suivante: & partir d’'une certaine valeur de 1 les
indices p, et ¢, satisfaisant 4 la relation f, (y;) = f, (x;) remplissent la condition
g, = p, -+ r. Je dis dans ce cas que # est du rang r par rapport & %.

Supposons alors que ¢ et o soient des points réguliers qui ne sont pas de la
méme classe, et plagons-nous d’abord dans le cas ou il n’existe pas de couple de suites
paralleles tendant vers £ et « respectivement. Soient et +' des quantités positives
telles que, si le segment (§ — 7, & 4 7) contient deux points de méme classe, ceux-ci
sont associés, et de méme pour le segment (n — %'y n 4 7'). Il est presque évident
qu’on peut, dans ce cas, déterminer des quantités positives p et p’ ayant la propriété
suivante: si les segments (3 — ¢’y § 4 ¢) et (n — o', » 4 ") contiennent un couple
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de points de méme classe, Pun d’eux est toujours un des points 5 ou . Car, sinon,
on trouverait évidemment un couple de suites paralléles comme il n’en existe pas
d’aprés Ihypothése. Or je dis qu’en ce cas il faut et il suffit pour Dexistence d’une
solution continue en % et en x, qu’il existe un entier fixe 7 tel que toute suite (y,)
de points de la classe C(£) tendant vers v satisfasse, 4 partir d’une certaine valeur
de 7, 2 la condition f, (y,) :fPW(’c',) et qu'inversement toute suite (x,) de points de
la classe C(n) tendant vers % satisfasse de méme, 4 partir d’une certaine valeur de 1
a la condition f

pi+r

(%)) =f,,(n). Je dirai dans ce cas encore que n est du rang r
par rapport & E. (Si les segments (3 —p, 2 ) et (n —p', n 4 ') ne contiennent
pas de points de méme classe r est ¢videmment quelconque).

Il est, en effet, évident que les quantités ¢ et o' peuvent étre choisies assez petites
pour que deux points x et y de méme classe appartenant a (§ —op, & +¢) et
(n —¢', n +') respectivement satisfassent 4 une ¢quation de la forme f,(y) =f, ., ().
Cela posé, la demonstration s’achéve de la méme maniere que pour le second énoncé
du théoréme V.

En supposant toujours 4 et # réguliers mais non de méme classe, supposons
maintenant qu’il existe au moins un couple de¢ suites paralleles (x,) et (y,) tendant
vers ¢ et m respectivement. Si alors, quelles que soient ces suites, il existe un entier
fixe r, tel qu’d partir d’'une certaine valeur de 7 on a toujours une relation de la
forme f, (y,) =f,,,,(x;) je dis encore que n est du rang r par rapport & &.

17. Solution continue en deux points quelconques, — On aura alors les analogues
suivantes du lemme 10 et du thtoréme V:

LEMME 11.— Si des deux points réguliers % et o le second est du rang r par rap-
port & & il existe des quantités o et o' ayant la propriété suivante: si x est un point
du segment (3 — o, & - p) et y un point du segment (n — ¢', n 4 p") il existe, toute
fois ot x et y sont de méme classe un indice p pour lequel on a f,(y) = f,,, (x).

THEOREME VI. — En désignant par et n des points réguliers, s'il n’existe pas

d’entier v tel que =n soit du rang r par rapport & & toute solution de I'équation

cp(f (x)) = o(x) + 1, continue en un des points g, m est nécessairement discontinue en
Pautre.

S’il existe, au contraire, auw moins un entier v tel que n est du rang r par rapport
a % il existe des quantités positives o et o' telles que Uéquation considérée admette au

v

moins une solution continue & la fois dans Uensemble commun a € et aux segments
G—pbtp) et (n—p,n+p)

Pour la démonstration compléte on n’aura qu’a répéter dans les différents cas des
considérations analogues 4 celles qui ont permis d’¢tablir le lemme 10 et le théoreme V,
ce que je me réproduirai pas ici.

18. Syst?me régulier d'intervalles. — Cela posé, on peut d’aprés le lemme 11, dire

Rend, Cire, Matem, Palermo, v, LI (1927). — Stampato il 26 marso 1937
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que le segment (n — 3’y m -} 3") est du rang r par rapport au segment (5§ —p, £ -4-o).
Mais remarquons maintenant, qu’étant donné trois segments (a, b), (o', b") et-(a", b"")
ot le second est du rang r par rapport au premier et le troisitme du rang s par
rapport au second, on ne peut pas établir que le troisiéme ait aucun rang par rapport
au premier; et méme s’il est ainsi, il n’est pas certain que ce rang ¢ remplisse la
condition t=r 5. Or, on trouve sans peine que l'existence d’une solution continue
dans les trois segments exige qu’il existe au moins un systéme de rangs 7, s, ¢ rem-
plissant cette condition. C’est seulement dans le cas ol les trois segments contiennent
des points de méme classe que cela a nécessairement lieu.

Appelons donc systéme régulier d’intervalles tout systeme d’intervalles, en nombre
fini ou infini, tel que, pour trois intervalles quelconques du systéme existent des rangs
r, s, t satisfaisant 4 la condition t = r - s.

Lemme 12. — Désignons par (1), (n =1, 2, 3, ...) un systeme régulier d’inter-
valles; 1l existe une certaine base B(f) ayant la propriété suivante: si x, est un point

de Vintervalle I, il y a dans B(f) un élément correspondant a, appartenant a un inter-
valle I ou I k; si 1 =%k, x, et a sont associés et si | <k il y a un certain nombre
entier 1, tel qne tout couple de points x et y de méme classe dans I, et I, respective-
ment, satisfont @ une dgalité de la forme f,(y) = f,(x) o p=q 1,,; ces entiers
7., satisfont d’ailleurs identiquement @ la condition

"ot = Tim =+ T
quels que soient k, I, m.

Soit, en effet, B(f) une base quelconque pour f(x) et supposons qu’on ait déja
démontré Pexistence d’une base B,(f) ayant les propriétés suivantes:

Si I est un entier positif < & et x, un point quelconque de I, il correspond &
%, un certain élément a de B,(f) appartenant 4 un intervalle J, avec m I; sim =1,
x, et a sont associés, et si m <l on a f, Hz,m(a) = f,(x)) et tout couple de points
de méme classe, x, y, appartenant 4 I, et I, respectivement satisfait 4 une égalité de
cette méme forme.

Si k = 1 on retombe dans un cas déji traite. Cela posé, soit C, ensemble de
tous les points de B,(f) appartenant & un quelconque des intervalles [, ..., I,, et
désignons par B, I'ensemble de tous les points de B,(f) — C, ayant la propriété sui-
vante: 4 tout point @, de B, correspond dans I,  au moins un point de la méme
classe; soit x; un tel point. Désignons alors par B, (f) lensemble de tous les points

suivants: 1°% tout point de B,(f) n’appartenant pas & B,; 2° tous les points A%,
Soit alors x, un point quelconque de lintervalle I, ou I est un des nombres 1,
2, ..., k. Or, I'élément correspondant de B, '(f) appartient & C,, donc & B,(f);

donc B, (f) a les mémes propri¢tés que B,(f) par rapport aux intervalles I , ..., I,.
Soit alors x,,, un point quelconque de 7, et @ I'élément correspondant de B,,, (f).
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Si a est un point x les points x, , et a sont associés; sinon a4 ne peut pas appar-
tenir & B,(f) — C,; car si a était un point de cet ensemble il y correspondrait dans

I,., le point x,, de méme classe, donc a serait ¢lément de B,, et étant élément de
B, .. (f) appartiendrait 4 I, ; mais alors & serait un point x;,. Donc, a appartenant

4 B,(f) sans appartenir 3 B,(f) — C, est ¢élément de C,, donc c’est un point d’un
intervalle I, ot 1 <Ck. On a donc dans [; et I, les élements a et x,  de méme
classe, donc f,(x,,,) =f,(a) ol ¢ =p +r,, ;, et alors tout couple x, y de points
de méme classe dans ces intervalles satisfait 2 une égalité de la méme forme.

Or, puisque d’aprés la définition d’un systéme régulier d’intervalles les entiers
7, satisfont évidemment 4 la condition r,, =r, 7, ,, on peut, quel que soit k,
former une base ayant les propriétés signalées. Si le nombre d’intervalles I, est infini
on conclut par induction transfinie U'existence d’une base satisfaisant aux conditions
du lemme. '

19. Solution continue dans un systdme régulier d'intervalles, — Nous avons déja
remarqué que Vexistence dune solution continue dans un systéme d’intervalles assez
petits entraine la régularit¢ de ce systtme. A l'aide du lemme 12 on montrera sans
peine linverse:

LemMme 13. — Etant donné un systéme régulier d’intervalles, il existe au moins
une solution continue dans ce sysiéme.

Définissons, en effet, la fonction ¢ (x) dans B(f) de la maniére suivante: soit ¢

une constante quelconque et supposons ¢ (x) déji définie pour tout point de B(f)

appartenant 4 un des intervalles I , ..., I, et en particulier, qu’on ait défini ¢ (a) =,

si a est un point de B(f) appartenant 4 I,. Soit alors a*** un élément de B(f)
appartenant 4 I, . Posons alors

¢(a(k+l)) =¢ + rk+1,v M

La fonction ¢ (x) correspondante sera constante dans chaque intervalle I, ce qu’on
constatera sans peine. Remarquons d’autre part que tous les nombres r,, ne sont pas
nécessairement tout-i-fait déterminés parcequ’il peut se faire que le rang d’un intervalle
par rapport & un autre est arbitraire. Dans ce cas le systéme (/,) tombera en plu-
sieurs systémes partiels; alors la fonction ¢ (x) peut étre définie de plusieures maniéres.
Sans m’occuper de ces questions je terminerai ce paragraphe par la proposition sui-
vante, qui n’est que le résultat des lemmes précédents:

Tutoritwe VII. — Etant donné un intervalle I quelconque, la condition nécessaire
et suffisante pour que Iéquation u(f(x)) = 1 (x) + 1 admette une solution continue par
intervalles dans [ est quwon puisse diviser I en un systéme régulier d’intervalles partiels.

20. Remarques finales, — Toutes les solutions particulieres de I’équation considérée
qui ont servi a montrer I'existence des solutions d’une certaine espéce, sont, non seu-
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lement continues, mais méme constantes, dans des intervalles de longueur finie. Or,
pour trouver les conditions pour Dexistence d’une solution continue dans tout un in-
tervalle donn¢, ces solutions ne suffissent plus Il faudrait pour cela envisager des so-
lutions qui varient d’un point & I’autre Remarquons donc que la circonstance qui nous
a amenés 4 considérer ces solutions constantes par intervalles, est la possibilité que les
points associés & un point donné peuvent former un ensemble infini dans tout inter-
valle entourant ce point; et la solution doit avoir la méme valeur en tous points
associ¢s entre eux. Il n’est donc pas sans intérét de remarquer qu’il existe des fonc-
tions f(x) pour lesquelles tout point de lensemble E est la limite d’une suite de

points associés, et pour lesquelles I’équation cp(f(x)) = ¢(x) 4 1 admet une solution
continue dans tout I'ensemble € considéré.

D’autre part, le cas le plus simple 4 traiter, est celui ot l'on peut diviser l'inter-
valle donné en intervalles partiels, chacun ne contenant plus de points associés; dans

ce cas la formation d’une base est immédiate, et on aura alors la solution générale de
équation d’ABEL sans peine.

Exemples.

Pour mettre en lumiére les notions des paragraphes précédents, je vais traiter suc-
cinctement quelques exemples.

21. Premier exemple, — Désignons par E I'ensemble des points x tels que —8<Tx<4
et définissons la fonction f(x) dans E en posant

f(x) = -—;——x—l—4 pour @ — 8] x ] 2

f(x):——;—x+6 » 2 < x < 4

Or, Pensemble f(E) contient les points du segment (o, §); soit donc & le seg-
ment (— 8, 5). Pour les itérées de f(x) on aura

@)= xt6 pour  —8KxT—4

f,(x)=——i—x+4 » —3<x<o

tandis que les autres itérées n’existent pas.
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Tout point de € est régulier, sauf x = o0 et x =4. Pour x —=o0 on a p. ex. les

. . . I I . ’
deux suites distinctes 7o) et |\ — =) qui tendent toutes les deux vers o.

Les points du segment (— 8, — 4) forment une base B(f) dans €, ce que 'on
voit sans peine.

Les intervalles [— 8, o], [0, 4], [4, 5] forment un systéme régulier, puisque un
quelconque entre eux ne contient pas deux points de méme classe non associés, et
d’autre part le second a le rang 1 et le troisieme le rang 2 par rapport au premier
et le troisitme le rang 1 par rapport au second. L’¢quation ga(f(x)) =o(x)+1
admet donc des solutions continues dans tout 'ensemble €, sauf aux points non ré-
guliers o et 4. D’ailleurs une telle solution s’obtient en prenant pour ¢ (x) une fon-
ction continue quelconque dans B(f).

22. Deuxi?me exemple. — Définissons la fonction g(x) sur le segment (— 4, 8) en
posant

gx)= 2x+4  pour —4XxX2
gx)=—2x-4 12 » 2 < x] 8.

1l existe des itérées de tous les ordres et les g (x) appartiennent toujours au seg-
ment (— 4, 8); pour les calculer, le plus commode sera d’écrire un nombre x du
segment (— 4, 8) sous la forme

x*

4

ol tous les @, sont égaux i o ou 1. Soit alors # un nombre naturel quelconque et
posons

v=—gt(2+ Rt

— — __pm
«, =" ou a=1—F§

r

suivant que @ = o ou «, = I. Alors on trouve sans peine

g (n) E.':)_'
p=—atuo( e 4 ).

De 13 on trouve la condition pour qu’un point x satisfasse 4 I'équation g,(x)=x,
ce qui donne pour I'ensemble de ces points la formule

21
=4t 125y

ol i est un entier quelconque entre I et 2" — 1.
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Cela posé, soit E I'enscmble de tous les points du segment (— 4, 8) sauf les
points x,  — en nombre dénombrable — définis plus haut. Définissons la fonction f(x)
dans E en posant f(x)=g(x) pour tout point de E. Il s’ensuit f, (x)=g, (x) pourvu
que f,(x) existe. Or, si x est un nombre irrationnel les itérées de tout ordre existent,
tandis que, pour x rationnel, le développement de x considéré plus haut sera périodi-
que & partir d’un certain terme, ce qui entraine que, pour une valeur convenable de #,
f.(x) est un des points v, , donc les itérées d’ordre supérieur 4 n n’existent plus.

Soit € le segment (— 4, 8); I’équation f,(x) = x n’étant jamais satisfaite pour
n > o, il doit exister des solutions de I’équation q;(f(x)) = o(x) 4+ 1 dans €. Mais

on constatera facilement qu’aucun point de € n’est régulier; donc toute solution doit
étre totalement discontinue.

23. Troisidme exemple, — Soit E l’ensemble des points du segment (— 4, 26)
sauf les deux points — 4 et 6. Définissons f(x) dans E en posant

)= " 2x+44 pour —4<x<2
f)=——x+>9 » 2 < xT 26, xH£6

Soit € P'ensemble des points du segment (— 4, 26). Posons, pour abréger

6

12
—_— - | — —_
n=—4+4 g - = 26 =
10 , 20
& =—4+ ek Ek:26—_7‘
2 2
et soit
i,  lensemble des points x tels que n, < x <
i » » » » »  » Ny, < XMy
i, » » » » 3 » n, < x < Ny,
On a alors pour f,(x) les formules suivantes
Dans i, f.x)=2"(x4+4)—4 pour n<]k,

(k=o0,1,2,...

xF£E, )f,,(x)=(——I{)”—k[zk(x-i-‘t)—""]'{’é > n>k
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Dans 4, fi(x)=—2""(x—26)—4 pour o <n<k,
k=1,2,3,... "- s
e w=(-2) e—o—mets >k

f.E)=E,_, pour  n <k, (k=o0,1,2, ..
fn(i;z) = Eh—mn' » n f k + I’ (k =123 "‘)'

tandis que les itérées d’ordre supérieur & k et k -+ 1, respectivement, n’existent pas
pour les points £, et &,, puisque § = 6 n’appartient pas 2 E. Enfin f(26) = — 4
et les itérées d’ordre > 1 n’existent pas pour x = 26.

On constatera sans peine que les seuls points non réguliers dans € sont les points
— 4, 26 et les points &, et E,.

Considéions alors lintervalle [Z,, £] =11, 6]: je dis qu’on peut le diviser en un
systeme régulier d’intervalles; prenons, en effer, pour points de division les points

I ’
wk—_—1+?, wo=6— 4 (k=1,23,..)

4
et posons

Il = [TFI, Tc’l]’ Izr = [ﬁr+x’ 7:1]! Izr+x = [1'::, 7F:'+l]'

On constatera sans peine que lintervalle I a le rang r, =2 ([%] — [%])

par rapport 4 [, et Ion a, pour des indices quelconques

Ty =T, + Topt

On verra qu’on peut méme diviser tout Vintervalle [— 4, 26] en un seul syst¢me
régulier d’intervalles. Il existe donc des solutions de Péquation ¢(f(x)) = o(x) + 1
continues par intervalles dans tout Pensemble €; cependant, ces solutions doivent étre
discontinues, au moins aux points — 4, 26, & , &;.

On établira facilement qu’une base B(f) pour f(x) dans € est formée par len-
semble des points suivants: 1° le points x tels que 2 T x <535 2° les points — 4
et 6. Pour un point x tel que 2 T x < 6 supposons m; < x < 7, ; alors le point
a, = 47(x — 6) - 6 sera un point de B(f) et x=f, (a,). Si x appartient 4 [6, 14]
le point y = f(x) est dans [2, 6] donc a4, est de la classe C(x). Pour les points de
i, et i, une certaine itérée sera un point déji étudi¢

En choisissant § (x) dans B(f) de maniére 4 étre continue dans [2, 5] la solution

% (x) correspondante sera continue par intervalles dans €; si, de plus, § (x) est choisie
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telle que lim ¢(x) = ¢ (2) 4 2 la solution ¢(x) sera continue partout dans € sauf
Xp->5

aux points non réguliers — 4, &,, £}, 26.
La figure donre Paspect d’une telle solution.

5y, g, 5, %, 1) £, Lt

§& ﬂ\

-y %, V 3 \q/ WQ 2] 2

Trondhjem, 3 janvier 1927.

R. Tamss LYcCHE.
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