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PREMIERE THESE

LA THEORIE DES MARÉES
ET

LES ÉQUATIONS INTÉGRALES

INTRODUCTION.

L'équation des marées est Tune des plus intéressantes de la Physique
mathématique.

Elle est du type elliptique.
Certains de ses coefficients deviennent infinis à la latitude critique.
Traitée par la méthode de Fredholm, elle introduit des intégrales

dont on ne doit prendre que la valeur principale au sens de Cauchy.
Dans le cas de la nature où l'Océan est limité en partie par des

plages, l'équation intégrale des marées est une équation de troisième
espèce.

Voilà de nomhreux titres à l'attention des analystes.
Rappelons brièvement comment cette équation a été introduite dans

la Science.
Kepler ( i ^ i - i G ' i o ) admettait (pus sur la Terre, l'eau a une tendance

à se mouvoir vers le Soleil et vers la Lune. Mais il ne chercha pas à
traduire cette idée en formules pour la soumettre au contrôle du
calcul.

Galilée ( i^Gj- i f )^) regrettait qu'un homme aussi avisé que Kepler
ait soutenu une théorie qui ressuscitait les forces occultes. Quant k lui,
il expliquai! les marées par la rotation de la Terre, et voyait dans les
mouvements périodiques de la mer une preuve importante du système
de Copernic.

THESE BERTRAND



Newton dans ses « Principes », pani$ en 1687, établit sur des bases
solides les fondements de toutes les découvertes ul tér ieures . Et, en
effet, la théorie dynamique des marées est Tune des confirmations les
plus impressionnantes de la loi classique de la gravitatron universelle.

En 1738, l'Académie des Sciences de Paris proposa, comme sujet de
prix, la théorie des marées. Quatre auteurs furent couronnés : Daniel
Bernoulli , Euler, Maclaurin et Cavalleri. Les trois premiers adoptèrent
les idées de Newton dans toute leur extension, (rest dans le sens de
Bernoulli que s'est faite la inarche des idées, les Mémoires d'Euler et
de Maclaurin étant plutôt des développements mathématiques. Quant
au P. Cavalleri, il basait son étude sur les propriétés des tourbil lons.

Enfin Laplacevint . i l prend le sujet en mains vers 177'|. Le premier,
il reconnaît pleinement la difficulté du problème. Dans son Traité de Mé-
canique céleste, il montre que la rotation de la Terre est l'un des facteurs
essentiels de la production des marées. En quelques pages d 'une rare
élégance, il établit l 'équation des marées dans sa forme définitive, il
en déduit d ' importants théorèmes généraux, et, dans certains cas
part iculiers , il l 'intègre à l'aide des belles fonctions qui portent son
nom.

L'école anglaise s'appliqua surtout à prédire pratiquement les
marées et à perfectionner l'analyse harmonique. M. llough, astronome
à l'Observatoire du Cap, reprit en i8()7-i8<)8 la méthode théorique de
Laplace et l 'appliqua à une mer de profondeur constante qui recouvri-
rait tout le globe. Poussant les calculs jusqu'aux applications numé-
r iques , il a découvert plusieurs faits inattendus, notamment l 'existence
de deux sortes de marées stat iques.

En i8()C>, dans deux articles parus au Journal de Mathématiques pures
el appliquées, IL Poincaré envisagea le cas de la distribution réelle des
mers et des continents. Il mit en œuvre ses méthodes générales pour
étudier les équations de la Physique mathématique et en fit une
heureuse application au problème de Véquilibre et du mouvement des
mers.

Dans son Cours de ir)o8-ic)O(), il repri t la q u e s t i o n . F r edho lm avait
forgé u n e a r m e p u i s s a n t e ; Po incaré la mania avec maî t r ises il mit les
difficultés en év idence et fit sor t i r de l 'ombre bien des points o b s c u r s .
(Test l ' o r ig ine du l o m e 111 de ses Leçons de Mécanique céleste. P i o n n i e r
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hardi, chercheur intrépide, il traça dans un domaine vierge de vastes
percées, laissant à ses disciples le soin de continuer et de parfaire son
œuvre.

L'un d'eux, A. Blondel (Thèse, 1912) appliqua la méthode de
Poincaré à l'étude des marées de la mer Rouge. Par de laborieux
calculs, il détermina les ondes ihéoriques les plus importantes. Chose
étrange! ces ondes théoriques n'offrent qu'une lointaine ressemblance
avec les ondes réelles que l'analyse harmonique permet de déduire des
observations.

Récemment, M. Jager (These, 1916) s'attacha plus spécialement aux
marées d'un bassin aux parois verticales et il ramena la solution à la
recherche d'uni1 fonction de Green particulière. Poincaré avait trans-
formé la question générale en un problème du calcul des variations.
En se plaçant dans un cas spécial, AL Jager démontra l'existence de la
« fonction minimisante » par une application très interessante de la
méthode de Ritz.

Ce travail comprend quatre Chapitres.
Le Chapitre I est consacré à la mise en équation du problème des

marées. La question est reprise dès le début. Ainsi sont mises succes-
sivement en relief les nombreuses hypothèses qu'il faut faire avant
d'arriver aux équations de Laplace. Les latitudes critiques, si gênantes,
semblaient avoir une origine mystérieuse. On voit nettement comment
elles s'introduisent, et comment on pourrait les éviter par une modifi-
cation légère des équations.

Le Chapitre 11 traite des marées statiques ordinaires. On y voit que
ces marées dépendent d'une équation intégrale remarquablement
simple, Cette équation est facile à étudier à l'aide des méthodes
aujourd'hui classiques résultant des travaux de AI. Picard ( ' ) . Dans le
cas de la réalité, elle est toujours résoluble quelle que soit la forme
des continents. La même méthode réussit pour l'une des équations des
marées dynamiques, ce qui permet, dans la suite, de tenir compte de

(* ) E. PICARD, SurJ{t solution du problème généralisé de Dirichlet relatif à une équation
linéaire du type elliptique au /noren de l'équation de Fredliobn (./nnales de l École
Normale supérieure, i(jof>i, et Sur quelques applications de l'équation fonctionnelle de
M. Fredhol/n ^Rendiconti del Circula matcnuitico di Palermo, iyu6;.
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l'attraction dû bourrelet liquide, produit à la surface des mers par la
marée elle-même ( ' ) .

Le Chapitre III est en grande partie une étude de certaines équations
intégrales singulières. La condition aux limites du problème des
marées confient non seulement la dérivée normale, mais encore la
dérivée tangen (iel le de la fonction cherchée. Si donc Ton met celle-ci
sous la forme d'un potentiel de simple couche, on introduira la dérivée
tangenticlle d'un tel potentiel. Or, cette dérivée s'exprime par une
intégrales dont on ne doit garder que la valeur principale au sens de
Cauchy.

La théorie de ces équations intégrales singulières a été ébauchée par
Poincaré. Elle a été, ici, précisée, complétée et appliquée à l'étude
des marées qui se produisent dans un bassin limité par des falaises
verticales (2) .

Le Chapitre IV, d'un genre tout différent, ramène la résolution du
problème des marées à la variation d'une1 intégrale double. L'intégrale
donnée par Poincaré contient dv^ termes qui deviennent infinis aux
latitudes critiques. On a pu s'aifranchir de cette difficulté et préparer
ainsi un emploi plus aisé de la méthode de Kitz.

CHAPITRE I.
JL'ÉQUATIOIV GÉNÉRALE DES MARÉES.

1. DÉFINITION DES MARÉES. — Les marées sont des oscillations pério-
diques de la surface de la merde part et d'autre de sa figure d'équilibre,
sous l'influence de petites forces perturbatrices, elles aussi périodiques
et dérivées de l'attraction de la Lune et du Soleil.

Dans une première approximation, l'étude des marées revient donc
à celle des petites oscillations d'un fluide parfait pesant dans un
bassin animé d'une rotation uniforme.

Dès lors, ces oscillations seront déterminées par les équations de
l'hydrodynamique des fluides parfaits.

(l } (îr. BERTRAND, (^oniptes rendus Acad. Sc.y 27 décembre 1921.
( 2) G. BERTRAND, Ibidem, 1 3 juin 1921.
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2. ÉQUATIONS DE L'HYDRODYNAMIQUE. — Soient X, Y, Z trois aooes abso-
lument fixes et une masse fluide de densité p(X, Y, Z) contenue dans
un vase ouvert. J'envisage dans ce fluide, à l'instant /, un élément de
volume d~ de masse od^. Cette masse pcfc est soumise à un certain
nombre de forces extérieures dont la résultante générale a pour pro-
jections

F r f FYpdr, F£pdz.

D'autre part, chaque élément da de sa surface subit de la part du fluide
environnant une pression normale

/>(X, Y, Z, t)da.

Sous cette double action, pdi: prend une accélération absolue J, ayant
pour composantes

Jx, JYI JZ»

et l'on a les trois équations fondamentales

i dp

Choix des unités. — Unité de masse. Dans tout ce qui suit, la
densité de l'eau de mer sera supposée constante et prise pour unité
p = i. Cela revient à faire un choix convenable de l'unité de masse.

Unité de longueur. Le rayon de la Terre considérée comme sphérique.
Unité de force. Choisie de manière que le coefficient de l'attraction

newtonienne soit égal à i.
Les équations fondamentales s'écrivent alors
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Conditions aux limites. — Elles sont de deux sortes.
Le long de la paroi, le déplacement de la molécule doit se faire tan-

gentiellement.
A la surface libre de la mer, la pression doit être égale à la pression

atmosphérique qu'on peut ici regarder comme une constante absolue C.

3. PREMIER SYSTÈME D'AXES .MOHILKS. — Je prends un système d'axes
x, y, z parallèles aux premiers, mais dont Y origine coïncide avec le
centre de gravité de la Terre, point qui a pour coordonnées £, YJ, £; d'où
les relations

X =r l 4- x, Y = Y) -h y, Z = C + 5.

Les forces agissantes, c'est-à-dire les forces terrestres de pesanteur
et les forces célestes d'attraction ont les mêmes composantes sur les
axes fixes ou mobiles.

Nous regarderons la pression/>(X, Y, Z, t) comme indépendante de
la position du centre de gravité de la Terre, ce sera une fonction
p(x,y, z, t) du point xyz.

Les équations fondamentales deviennent

Jç, J*j, Jç désignant l'accélération absolue du centre de gravité de la
Terre, et îx, Jy9 iz l'accélération de la molécule liquide par rapport aux
axes x, y, z.

Les forces torrestres qui agissent en x, y, z dérivent du potentiel
ïl(x,y, z, t) créé en ce point par la masse totale actuelle de la Terre
déformée par la marée elle-même, d'où les composantes

on m m
OJC ôy dz

Les forces célestes émanent de toutes les particules matérielles de
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PUnivers extérieures à la Terre et dérivent du potentiel

d'où les équations
OU âP âp

* ôx dx dx
OU dP dp
à y dy dy
dVL àP dp

^ dz ôz âz

4. ELIMINATION DU CENTRE DE GRAVITÉ DE LA TERRE. — Dans les équations
précédentes, Ĵ , JTj, Jç sont les composantes de l'accélération absolue du
centre de gravité de la Terre, et ce centre de gravité se meut comme si
toutes les forces extérieures y étaient transportées.

Mais, d'après un théorème célèbre de la Mécanique céleste, à cause
du grand éloignement des astres et de la presque sphéricité de la
Terre, le mouvement du centre de gravité de celle-ci se fait comme si
la masse totale du globe y était condensée. Ce centre de gravité
ayant pour coordonnées o, o, o, les composantes de la force qui y agit
sur la masse unité sont

'dP\ /dP\ /^P\
v^A' W/o' \àz)0

Or, le potentiel P est une fonction de x, y, z développable en série
entière

Je pose

On a évidemment

/dP\ dP0 fâP\ __ ̂ Po fâP\ _ ^Po
\c)x/0 dx ' \ày )o dy y \dzjo dz

ce qui donne pour le mouvement absolu du centre de gravité

*~~~~dxy 'ri~~~dy' r>~"~àT
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et les équations précédentes s'écrivent

_dQ

<*)

En posant

dQ
à?'

On s'est ainsi affranchi du système d'axes fixes, et Ton voit qu'on n'a
pas à tenir compte de la force centrifuge due au mouvement orbital, à
condition de ne considérer dans le développement du potentiel que les
termes en ce,y, z de degré au moins égal à 2.

5. SYSTÈME D'AXES TOURNANTS. — Je suppose la Terre en rotation uni-
forme de vitesse angulaire a> autour d'un axe de direction fixe. Ce sera
l'axe Os précédent. Je prends maintenant un système d'axes tournants
Ox{y^z{. Os, coïncide avec Oz. Quant à Oœ{ et Oj l ils passent par
deux points fixes de l'équateur.

Les formules de passage sont

x = : xx C0Sto£ — fi si il (

y — .ri Si 11 (>it 4 - >'i COS

xt — x coswf -+- y sin odt,
yx—— x sin dit -{-y coso>*.

Les variables employées étant celles de Lagrange, les composantes
de J dans les axes non tournants sont

à* y
dt% IF

et dans les axes tournants

d%x
COS w t àx

àQ
àx

COS dit 4 -

sin fjyt 4 -

dQ
ày
dQ
ày

sin &>/==

COS Ci) t =

dQ

^Q



Or

dx de* àyi .
— = —— eoscoJ - j - su» oôt — &>xt sin co£— c

~— = —-— s i n (*) t - H -T— c o s o) l -+- o)j?, c o s co ^ — ?o y , s i n <
dt dt dt l Ji

Al Xi

1 (à ^P- CO2 ) ' t ) COSCi>£.
V ^ 2 l " w dt

D'où en p o r t a n t d a n s JXi, JVi les é q u a t i o n s

/ d*xx dvx , dQ
1 2 0)-— 0)2X, = - ^ - :

% , \

(3)
dt

La première colonne correspond à l'accélération relative, la deuxième
à l'accélération de Coriolis, la troisième a l'accélération centrifuge
ordinaire.

On peut faire entrer ces derniers ternies dans les seconds membres,

car ils dérivent du potentiel --— (J:\ -+-y* ) et l'on obtient ainsi les

équations
2 0) —*;— - -

dt

— —

dt

dt2 dz%

Avec

où S désigne la distance de la molécule liquide à Taxe de rotation de
la Terre.

f>. iNTKOMT/noN DES DÉPLACEMENTS M, c, w. — Je fais ui\ changement
de notations. J'appelle oc,y9 z les coordonnées de la molécule dans sa

THÎ.SK BERTRAND
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position d'équilibre par rapport à la croûte terrestre, et w, t>, w les
composantes de son déplacement actuel, de sorte que Ton a

Quant à la fonction R, elle s'écrit

= l\(œ,y, z) 4- u -y-̂ - 4- r -r h w -^ 4- . . . .

Dans le cas des marées, u, v, w sont petits et, à la suite de Laplace, on
peut écrire

et les équations deviennent

à-u dv àï\

(5) Ô**» f OU _ m

REMAROUE. — Cette simplification a (iimportantes conséquences, notam-
ment en ce qui concerne la latitude critique.

7. KOTATIONS I:N COORDONNÉES spiiÉRiyuEs. — Je prends comme coor-
données de la molécule M sa colatilude 0, sa longitude clans le sens
direct •>[/, son rayon vecteur /*qui, sur la sphère est égal à 1,

x =; / si 11 6 eos 6, >' —: r si ii 0 s i 111/, ; = / 'cosO;

w, v, n> désignant les composantes du déplacement sur les axes oc, y, z,
j e désigne par l . V, \V les «composantes du même déplacement sur le
méridien, sur le parallèle, sur le rayon vecteur. Cela étant, on établit
aisément les formules suivantes :

l ~ — u cos 9 cos 'l -h r cos 0 sin ty — w sin 9,
Y —.- — tt si 11 'b 4 - *' c o s d » ,

W nz u s i n 0 c o s y - h (-• s i n 9 s i n 'b - h w c o s 9 ,

L c<»s9 - H \ V s i n 0 =: u c o s ' i / 4 - c s i n 6 .



_ i! —

Puis
àR ôR âR
-TK ~ -T— cos y cos4^ -h -r— cos 9 sin <]> r ^ s i n ô

—T- = r— sin 0 sin & H—r— sin 9 cosd>,
oy aie ' oy
ôR âR . r . ôR . n . , an A-T— =r —— sin d cosO -h — sin 9 s in d/ H — r - c o s » .
Or ôx % öy J àz

Fig. 1.

w

Reprenons maintenant les équations (5)

(Pu _ f dv _ àR

où2 ai ()•("

d*v , du àR

àû

et formons les combinaisons qui débutent par

nous obtenons ainsi les équations des marées en coordonnées sphé-
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riques
d*V . dV dn

a M co ö o
dv fd\j . ,dw
-T— h 2 03 COS 9 —- -4- 3GJ SI 11 6 = —
dl* dl jt s i t y

d'W . nà\ ól\
—r-r 2 GJ SI II 7 -r— r = — •
dl* dl dr

8 . L À PROFONDEUR DE LA MER EST INFINIMENT PETITE. — O n a l e d r o i t d e

faire cette hypothèse, parce que la profondeur de la mer est très petite
par rapport à la longueur (ronde (Tune ondulation de marée. En effet,
la profondeur moyenne de la mer est d'environ j k m , tandis que la lon-
gueur d'une onde marée est comparable aux dimensions mêmes des
bassins océaniques.

Je me place au point ./;, y, z et j 'y mène trois axes rectangulaires,
l'axe des z étant le rayon vecteur de sorte que le déplacement w se
confond avec W.

Si A(0, '\J) désigne la profondeur de la mer au point 0, '\, l'équation
du fond de la mer est, au voisinage de Oz,

et h est une quantité très petite.

S'il n'y a pas de pentes abruptes, -^ et -r- sont elles-mêmes des quan-

tités du même ordre de petitesse.
Au fond de la mer, le déplacement se fait tangentiellement à la paroi,

on a donc
ôk dh

W - h U -r h C —- = O .dx ôy

Par suite, au fond de la mer, iv est une quantité infiniment petite du
second ordre; appelons-la iv0.

Sur l'axe dès z

H' z=z *«'(O, O, z) z=z « ' (o , O, — h -4- Z ~h h)
dw

=i w{ot o, — h) -h (S -4 - / Î )— -h. . .oz
. .. dw

+ ( + A) *
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- ^ et s -h h étant des infiniment petits du premier ordre, il s'ensuit

que, tout le long de Os, le déplacement w est négligeable, et qu'il en

est de même de —r- et de -r-^ •

Grâce à cette hypothèse, on obtient les équations définitives de
Laplace:

(6)

— 2 0) COS Ü —r— —- -T77 >

-f- 2 6) COS 6 —— = r —

9. CONDITION A LA SUKFACK LIIHU;. — On a vu plus haut que la condi-
tion à la surface libre s'écrit (oui simplement

p = C.

On a donc à la surface libre

R n'intervenant que par ses dérivées, on peut faire C = o, ce qui
donne à la surface libre

Envisageons la surface libre (Véquilibre et sur cette surface libre la
molécule liquide oc, y, z; du fait de la marée, cette molécule subit un
déplacement u, r, <r, et elle prend la position a?-+- u, y -+- v, z H- M ,̂
située sur la surface libre actuelle. Or

x N ô\\ â\\ ù\\
f>J? C/J' Ö3

de sorte qu'en première approximation on peut prendre

\\{x - h u, y - h r , z - h iv) = H ( J - , y , G ) .

Et de même pour P ï\>.

Reste à évaluer le potentiel II -+- - — et sa valeur à la surface libre.
n est le potentiel au point x -h //, y -+- r, z -+- w de toute la masse

terrestre actuelle, masse qui peut se décomposer en deux.



La masse terrestre limitée par la surface d'équilibre S et qui produit
un potentiel II'.

La niasse du bourrelet liquide, tantôt positif, tantôt négatif, qui
produit un potentiel II".

Posons

G est le potentiel dû à l'attraction de la partie invariable limitée par la
surface libre d'équilibre 2, augmenté du potentiel dû à la force centri-

F i g . >.

fuge; c'est donc le potentiel qui engendre la pesanteur. Dès lors, soit
Go la valeur de G sur la surface libre d'équilibre, c'est une constante
sur cette surface. Pour la molécule considérée, l'accroissement infini-
ment périt (V altitude est W; on a donc

g désignant l'intensité de la pesanteur qui sera supposée constante.
Quant h IF", on peut le regarder comme le potentiel au point en

question d'une simple courhe liquide, de densité \V, répandue sur
toute la surface libre d'équilibre X

II"(«r -h w, y + r , : + iv) = / I •— ,

en désignant par r la distance de l'élément d?' au point ^ + « , j + ^,
s -+- <v; et comme précédemment on peut écrire

U"(x -+- u, y + ( ' ,5 + w) r= fl"(.r, j % s ) ,



— 15 -

ce qui donne en coordonnées sphériques

W(9, .|)r=

Rassemblant tous ces résultats et faisant abstraction de la constante Go,
on obtient

l\=- ^w + IF-MP-Po).

Au lieu de W, introduisons avec Poincaré la dénivellation Ç, nous
trouvons, puisque t = — W,

avec

10. CONDITION AU BOI\D. — Au point 0, ty9 la profondeur de la mer est
donnée par la fonction

I. Si la mer est limitée par une falaise verticale, le déplacement de
la molécule liquide doit se faire1 tandentiellenient h cette falaise.

Soit donc ds un élément horizontal de la falaise, ses composantes
sur le méridien et sur le parallèle sont

d9, siu0<sty.

Le vecteur U, V doit être parallèle au vecteur ds, d'où la condition au
bord

VdQ — VsiixQdty — o.

II. Si la mer est limitée par une plage, l'équation du bord est

h(9, 6) = o,

et la condition précédente est inapplicable.

III. Condition générale. — On voit qu'en combinant les deux rela-
tions précédentes on a constamment au bord

hX dO — hl *\n0dl = o.
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11. EQUATION DE CONTINUITÉ EN COORDONNÉES SPHÉIUQUES. — Sur la

surface d'équilibre du bassin océanique de profondeur A(0, •]/), j'envi-
sage une courbe quelconque G et le cône ayant pour sommet le centre

Fig. 3.

de la sphère et pour directrice la courbe G; puis j'évalue de deux
manières l'accroissement AM que la marée fait subir au volume d'eau
contenu dans ce pelit cône.

D'une part, AM est égal à la quantité d'eau qui pénètre par la sur-
face latérale du cône.

L'élément ds de sa directrice a pour projections

dO, si ri 0 d'bi

poussé par la marée, il subi! un déplacement qui a pour composantes

r, v.

La quantité de liquide qui entre par ds est donc

Y dS — U s in 6 dty ;

celle qui entre par le rectangle de base ds et de hauteur /* est par con-
séquent

h\ dO - • hl si n 9 ^ .

et celle qui entre par toute la surface latérale du cène

à\l = Ç h V dB — h l sin 0 dty.

D'autre part, du fait de la marée, l'élément de surface de base dts est
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dénivelé de £, et le cône subit un accroissement de volume

Si Ton suppose sphérique la surface d'équilibreon obtient l'égalité

Ç h V d $ — AU sinOdty = — Ç ÇÇsinO dOd<\>;

transformée par la formule de Green, elle devient

d.hV d.hl.s\

Cela devant avoir lieu quelle que soit la courbe C entraîne

d./ilsinO d.h\
: s î i i ô = •

à6

C'est l'équation de continuité.

12. ÉQUATIONS I»ES MARÉES EN COORDONNÉES SPHÉRIQUES. — En résumé,
il y a quatre fonctions à déterminer

U, V, Ç, R.

Ces fonctions sont régies par les équations suivantes :

Équations indéfinies :
2 L ù à V OR

(7)

_ _

_ _

THESE BERTRAND
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Condition au bord de la mer

hYde — hU sin6dty = o.

Ce sont les équations données par Laplace au Tome II de la Méca-
nique céleste.

13. ÉQUATIONS DES MARÉES SUR UNE CARTE GÉOGRAPHIQUE. — En coor-
données sphériques, colatitude 0 et longitude | ? Ie ds2 de la sphère a
pour expression

je fais du bassin océanique une représentation conforme en posant

les fonctions oc et y étant choisies de manière à donner au ds2 la
forme

d'où

k est le rapport de similitude. Si je considère un petit vecteur MM, sur
la sphère, son image sur la carte a pour longueur X:MM,.

Cela étant posé, on a trouvé sur la sphère

Ô2i

à2 y
ôt1 '

2 G) COS 9

2 W COS 9

<)\

ôt

ôt

à\i
""" c>9 '

*\n9ôû

Je choisis d'abord un système (Taxes xy tels que les parallèles
à Ox soient les images des méridiens et les parallèles à Oy les images
des parallèles de la sphère. J'ai alors

dje =z k dOy dy — k sin 9 dty ;

d'où les équations

dtl ôt dy



Pour en déduire les équations par rapport à des axes quelconques,
je n'ai qu'à faire subir une rotation aux précédents, ce qui donne, en
désignant par u! et v' les composantes sur ces nouveaux axes du dépla-
cement de la molécule liquide,

à2 uf
 fl à v' âU

-—- -. 2 G) COS U — -T~ — -r— 5ât'1 k ât k âx
à2 v' r à u' âl\
-— - 7 - 4 - 2 00 COS 0 — — = : -^j— •
àt1 k ât k ày

et en introduisant les pseudo-déplacements u> v, définis par les relations

on obtient

u' ç'

â*u râi> âl\
-7-T- 2 Gt) COS 9 -rr- = -̂ r— >ât2 ât âx
ô*v a au ôR
-r—- -f- 2 CO COS y - r - = -T— •d^2 d̂  ây

Équation de continuité. — Je reprends le petit cône du n° U .

Soit le ds sur la carte, sur la sphère il lui correspond -j-> et la quan-
tité d'eau qui rentre dans le petit rectangle de base ds et de hauteur h
est

hv' , hu'
—r- dx — dy = hv dx — hu dy.
k k

Soit le de sur la carte, sur la sphère il lui correspond -TÏ> d'où
l'accroissement de volume dû à la marée

Ç dx dy
F

Ce qui donne pour tout le cône l'équation

ou encore
.hu â.hv



autrement dit,
â.hu à Jw

k% ~~ dx dy

Potentiel du bourrelet. — Sur la sphère c'est

sur la carte c'est donc

en désignant toujours par /• la distance réelle des deux points de la
sphère qui ont pour image oc, y et x'', y'.

En résumé, voici les équations des marées sur la carte géographique :

(8)

àt*

dl2

üdv d\{
• 2 6) COSÔ — = - — ,dt dx

OOCOS0— — —

dt " dy"
d .hu d•hvdx

n

dy

Ç' dx' dy'Ç ft'dx'd

avec la condition au bord

hu dy — hv dx = o.

14. EXPRESSION DU POTENTIEL PERTURBATEUR P — Po. — Les astres trou-
blants sont la Lune et le Soleil. Pour la Lune de masse tx, on a

r représentant ici la distance du centre de gravité L de la Lune à la
molécule liquide considérée M.

Soient donc O le centre de la Terre; M la molécule liquide qui a pour
coordonnées 0, 'h\ OM sa verticale vers le zénith; p =: OL la distance



géocentrique de la Lune ; r la distance ML; ç l'angle MOL, on a

r%=z p- — ap cos<p 4- i ;

Fîg. 4-

d'où, comme il est bien connu,

p. p. 1J.COS9 3 cos2 9 — i
— — -f- -\- M -f- . . .
r p p' ' 2p3

II faut y introduire les coordonnées 0, ^ du point M.

Figurons le pôle P, le zénith Z de la molécule liquide, la Lune L;
ZL c'est l'angle 9 précédent, ZP c'est la colatitude 0 de la molécule.
Soient, d'autre part, la distance polaire $ et l'angle horaire y de la
Lune. Dans le triangle sphérique PZL, on a

cos9 = cos^ cos 0 -h sin(i? sinÖ cosy.

Figurons maintenant l'équateur céleste, le point vernal F; le cercle



horaire de la Lüne PLP'; le méridien origine PGP'; le méridien de
molécule PMP'; on a évidemment

M -f- y =ddt -f-

M étant l'ascension droite de la Lune, et ^ la longitude de M comptée
positivement dans le sens direct, ce qui donne

yz=<\>-+- O)t — Ai,

coscp = cos^cos 9 -+- sin(Csin0cos(^ -+- «£ — M)
= cos $ cos 6 -+- sin^sinôcos'^cos(ct)/ — M) — sin^sinösin^ sin(«/—M).

Et comme l'on a

X =

il vient

coscp — z

cosô,

— A) — y

D'où il suit que - -h t constituent Po (voir n° 4, p. 7).

Donc si Ton néglige les termes en —> on a, pour la Lune,

„ a 3COS1© — 1
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et, en y remplaçant cosç par sa valeur,

P — Po== p \

-t- ~ ^

— I 3cOS2<£—

P — Po est donc une fonction sphérique du second ordre en 0, ty.
Dans cette expression, p, cos{j?, sin'j\ cos I\, sin R sont des fonc-

tions périodiques de /, mais à périodes lentes si on les compare à o>,
de sorte que le potentiel perturbateur de la Lune et du Soleil peut
s'écrire

P —Por= sin2 ^ 2 ' ' ^A 2 e / ( 2 ( 1 ) + v ) ; + sin2 Qe^^lA'.e-^110^1

e1"* l A j e ^ ^ ^ 4-sin 2 0e-1* I A ; ^ W + V "

Les À et les v sont des nombres déterminés par la Mécanique céleste,
les v étant petits par rapport à w.

La première ligne de P — Po comprend des termes dont la période
est voisine de 12 heures, elle engendre les marées semi-diurnes.

La deuxième ligne comprend des termes dont la période est voisine
de i-\ heures, elle engendre les marées diurnes.

La troisième ligne engendre les marées à longues périodes.
Marées semi-diurnes, marées diurnes, marées à longues périodes

constituent les marées dynamiques, ainsi appelées par opposition aux
marées statiques, lesquelles seraient produites par les termes du
potentiel.dont la période serait supposée in lin i men t longue.

En résumé, le potentiel perturbateur qui produit les marées est une
somme de termes de la forme

AYt(ô, i|Oe'*<,

Y2 étant Tune des cinq fonctions

sin20e-'*,
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et a une quantité réelle liée à la période T de ce terme par la relation

Les équations des marées étant linéaires, il suffit de considérer sépa-
rément chaque composante du potentiel et de chercher l'oscillation du
bassin océanique qui en est la conséquence. Pour la commodité des
notations, le potentiel a été décomposé en termes complexes. A chacun
de ces termes correspondra ce qu'on a appelé une oscillation contrainte
isochrone complexe. Les fonctions cherchées se présenteront donc sous
forme de quantités complexes, dont les parties réelles et les parties
imaginaires seront utilisées \\ la manière habituelle pour constituer les
solutions physiques du problème.

15. EQUATIONS DYNE OSCILLATION CONTRAINTE ISOCHRONE COMPLEXE. — Dans
le potentiel, je considère la composante

et je cherche les solutions qui ont la même période. Pour cela, je
poserai que chaque fonction y est de la forme

I. Coordonnées sphériques. — Je pose

U =• Li eiat. d ou ——:= * a l . e ' a ' , -—— zz=—a2{]\ eiat;
dt dt*

d\ r)t \r

Y = Xle
iat, d'où -r— = i

et les é([uations (7) s'écrivent en supprimant eiat, l'indice et en
posant

(9)

a l — 2ia) V cos0 = a -^>

sin 9 <

Ç s i n e =

a«? = #Ç-+-n"-+-F(0, ^)
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avec la condition au bord

h V dB — hU sir

II. Équations sur la carte. — On aura de même

OLU 2/0) Ç COSÔ = «-—->

dx

(10) ~ ~ " " "*" 2 ^ " c o s J = a

Ç d.hu d.hv

avec la condition au bord

hv dx — lui dy z= o.

16. ELIMINATION DES DÉPLACEMENTS. — I. Sur la carte. — II suffit de
tirera et v des deux premières équations (10) et de porter leurs valeurs
dans ki troisième. On obtient ainsi

a2 do 2/wacosö
os20 — a2 &JC 4co2cos2Ö—-a2 ^

a2 do 9. ifi) a cos 9 do
4 w2 cos2 0 — a2 dy 4 «2 cos2 O — a2 &r

La condition aux limites peut s'écrire

dx dy

elle devient

(dcp dx do dy\ . rfd® dx do dy\

-L — -X -Z ) ̂ - 2 « w COS 0 ( ̂  — -+- —i- - £ ) = o.
dy ds dx ds ) \ dx ds dy ds )

Soit le vecteur ds porté dans le sens positif, sur le bord de la mer,
ses cosinus directeurs sont

dx dy
ds ds

et ceux de la normale intérieure

dy dx

THKSË BERTRAM)



de sorte que Ton a
ào dx ào dy ày
dx ils dy ds as
ào dy ào dx ào
àx ds à y ds an

et la condition aux limités prend la forme élégante
ào . nào

a -r1 h 2 «GO COS Ö—^- r= O .
an as

Portant maintenant // et v dans Téquation de continuité, on trouve,
pour les équations sur la carte,

( i i )

Ç _ j)_ f ào_\ _à_ / JjX à^_ à/h. _ à^_ àh*
/r« ~ àjc V ' f à^J + ày \ l ày) "^ dx dy ~ dy dx

1 4 o>2 cos 2 0 — a 2 '

h, =z
2 irt)xh COSÔ

s2# — a 2
Vi>" cos - 'J — a*

avec la condition au bord

y. —- -+- 2 i Ù ) c o s 0 - j i = o ,
an as

IL En coordonnées sphèriques.
d9TT

\r

'2i ex. o> cos 0 do
4 o)2 cos2 O — a- d°>

a"- do

4o)2 cos2O — a2 si

) vos9 do

\ o)2 cos 2 ö — a 2 s i n ô ^ 4 w - c o s 2 Ô — a 2

ce qui donne les équations

(12)

ào ào

/ * ,=

avec la même condition au bord
ào

a -— H - 2 Î(M) c o s Ö -r- = o.an à s
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Remarque. — Pour retrouver les équations données par Poinearé,
il suffit de changer <p en — ç et de poser

ce qui transforme ht en —hK et conserve A2.

17. LATITUDE CRITIQUE. — Dans ces équations, il est à remarquer que
les coefficients peuvent devenir infinis quand on a

— a 2 = o,

—
2 O)

Cette équation détermine ce qu'on a appelé fe? latitudes critiques et il
y a une difficulté spéciale d'intégration si le bassin océanique les ren-
contre.

Pour les marées semi-diurnes, a égale environ 2co, la latitude cri-
tique, si elle existe, est voisine des pôles, elle est donc peu gênante.

Pour les marées diurnes, a est voisin de to, cosO = ± -•> 0 = zb 6o°;

la latitude critique est d'environ >o°.
Pour les marées à longue période, la latitude critique se rapproche

de l'équateur.
Ici une question importante se pose : cette latitude critique est-elle

une réalité physique, ou bien une simple apparence analytique, due
aux hypothèses nombreuses qu'à nécessitées la mise en équation?

18. COMMENT S'INTRODUIT LA LATITUDE CRITIQUE. — Je dis qu'elle s'intro-
duit quand on suppose la mer infiniment peu profonde, et quand on
néglige la variation de la force centrifuge ordinaire. Pour le démontrer,
je reprends les équations (3) écrites par rapport à un système d'axes
tournants, tels que Ozt coïncide avec la ligne des pôles

a , J I J ) . r | _ =

dt% ôt • dj i

d*zt ___ çK)
ai* ~~ dzx '



Je pose, comme plus haut,

ariz=: x -h //, yx—y-\-v, zt=z z -h <*>,

tout en faisant, dans le second membre seul, l'approximation

Les équations deviennent alors

-r-r- — 2 (0 - 3 - — C*T M Z= - — j

dl* ~~ dz'

à condition de poser

d'où pour les deux premières composantes isochrones

— ( a 2 - h Ci)2 ) U — 2 / w « C = : -T— >

2l'(t)Xll — ( a 2 - h G)2 ) = : -r— >

équations linéaires qui ont pour déterminant

il n'y a plus de latitude critique, mais un seul terme singulier, celui
pour lequel

C'est le terme du potentiel dont la période est exactement d'un jour
sidéral. Mais pour ce tonne les astres perturbateurs fictifs sont, pour
ainsi dire, entraînés dans la rotation de la Terre, et !a marée doit se
calculer par la méthode statique.

Pour obtenir les équations de Laplaee, on a commencé par sup-
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primer o>2*/, co2p; ce qui donne les équations

r ~—>ax

dont le déterminant est

A = cc2(a2-/lws).

On trouve ainsi le terme singulier

Puis on a supposé nulle la composante du déplacement suivant le
rayon vecteur, ce qui amène la latitude critique

Qu'arrivera-t-il si Ton ne fait que cette dernière hypothèse; c'est-
à-dire si Ton annule le déplacement W tout en gardant, dans les
premiers membres des équations du mouvement, les termes qui
dépendent de la force centrifuge ordinaire?

19. FORME NOUVELLE DES ÉQUATIONS DES MARÉES. — On a donc les équa-
tions

d*u ùv 9 àl\
ÔL* Ôt ÔX

d2v du a â\\
— - +2W — ÛL>"(' = - T — )

<>^2 c^^ ôy
dHv __ cm

Désignons, comme au n° 7, par U, V, W les composantes du déplace-
ment sur le méridien, le parallèle, le rayon vecteur, ce qui donne les
relations

U = u cosQ cos4> -4- v cos0 sin̂ p — w sinÔ,
V = — u sinip -h v cosfsp,

\V — u sin ̂  cosiL -+- v sin 0 sin ̂  -f- w cosÔ,
U cosö H- W sin ô = w cos ' l -h c s in^ .
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En combinant ces sept équations, on obtient aisément

— - —2co cos 9 -r— —ct)2cosÖ(U cosö-h W sinö) z=-r^-j
dt1 dt ou
d%\ f rdU . ,àW\ 9Xr àR
-r-T- •+- 2 M ( COS 6 —r h S» n 6 —r 1 C*>2 Y = —: â~TT »
ât* \ Oe dt ) sm0<ty

—r—: 2 03 SIM 9 - r - W1 S1I1 9 ( l COS 9 + W Slïî 9) " ~ - •

Si maintenant on suppose négligeable le déplacement suivant le rayon
vecteur W, on obtient

\ „x 2Û âR«w«Lcos«0=^,

- — -h 2 W COS ̂  —- — W2 V = : 2-r-r-»

et, pour l'oscillation contrainte isochrone complexe de pulsation a,

— (a 2 -h w3 cos2#)U — 2ict)aV cos# = a 2 -~>

2ia)aU COS0 — (a2 4- w2) Vr = a2 ——7-rr'

équations linéaires en U et V qui ont pour déterminant
/ î . 2 \ / «/ * 1 , 2 /ï t~\ C "' Ci \ f r 2 / w î /1AL'' ' / )
\OL ~x~ 0 ) ) (OC ~r~ CO ( . . ( J h " 1/ I i l G) OC C O - S " v

et d'où l'on déduit

oc2 ( a 2 -h w2 ) dop 2 j w a 3 c o s 0 <?©
fj — v '_ x_ i j

A àO A sin 0 dip
_ a 2 (a 2 -+-r i ) 2 cos*#) r>9 2/o)a3cos^

A si M 0 ô'\> A <

Voyons d'abord la condition aux limites

elle devient

t sm^— r- — V - r - = 0 ,
r/.v ds

— ( a 2 H- &)* cos 2 0 -h cü2sin2ö) s inô -TTT - ~ -+ iiu>a c o s 0 ~ 2 -^L
dÔ a'.v dty ds

*rs ÓQ dS . rï ÔO (19
-+- ( a 2 - h cr cos2^)-^—7^-77- ——h 2«G>a COS9-T7- — — o .
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Or, Ton a
do dty do dty âo

àÔ ds~*~ d$ ~ds ~"âs9

_ S i n e ̂ 2 ̂  H — ̂ 2 £[? = £2. •

d'où l'on tire
dq> do d9 . r do dd>
dö ~~ ds ds dn ds

Transportant ces différentes valeurs dans la condition aux limites,
on obtient sa forme nouvelle

! cos2 9 -f- (o2 sin4 9 —, . , -r—
ds2 / d/i

-h ( 2fcoacosö — w*sin30-r- -J:)~T- = °-

Quant à l'équation de continuité

d.AUsinfl d.AV
d6

elle s'écrit

(.4) A c^ J d'̂  I A sii:
(>9 d / 2 twöt' cos 0 \ (>9 d / 9, ia>a3 cos Ö . \s Ö . \

55 V S / 55" d$\ Â y

Nouvelles latitudes critiques. — Elles sont déterminées par l'équation

o = A = ( a 5 + G)2) ( a 2 + co 2 cos^) — /4o>2a2 cos2Ö

= a2(a2-4- co2) — (3a 2— o)2)co2cos2ö,

c'est-à-dire

o)2 ( 3 a2—- G32 )

il n'y aura donc de latitude critique que si

3a*—w2> o,

condition qui n'est réalisée que par les marées semi-diurnes ou
diurnes.



Marées semi-diurnes : a = 2c*>,

cos» 0=32.
1 1

Donc pas de latitude critique.
Marées diurnes : a = co,

cos*0 = i.

Les seuls points critiques sont les pôles, où il n'y a pas de mer libre.

Conclusion. — La nouvelle équation supprime la difficulté de la
latitude critique; mais sa forme analytique est un peu plus compliquée
que celle de Laplace.

CHAPITRE IL
LES MARÉES STATIQUES DE LA PREMIERE SORTE ET L ' É Q U À T I O N DE FREDH.OLM.

20. DÉFINITION ET ÉQUATIONS DU PROBLÈME. — Les marées à longue pé-
riode sont produites par les tonnes du potentiel perturbateur P—Po ,
qui ne dépendent ni de la rotation de la Terre, ni de la longitude de la
molécule liquide, à savoir

3cos*4 — 1 x 1 M- 3cos2lJt'—i

Dans cette formule, 0 désigne la colatiUide de la molécule, u la masse
de l'astre perturbateur, p sa distance géocentrique et <$ sa distance
polaire.

Le facteur de est une fonction du temps, que la Méca-
nique céleste apprend à calculer; on peut le décomposer en une
somme de termes périodiques sous la forme

L r= > -i- = > (AcosaJ -+- Usinai).

Les pulsations a étant de petits nombres comparés à OJ.
Autrefois on calculait ces marées par la méthode statique. M. Hough

a montré que le problème est plus complexe et qu'il faut distinguer
deux sortes de marées statiques :



— 33 —

Les marées statiques de la première sorte qui se calculent par la
théorie de l'équilibre;

Les marées statiques de la seconde sorte, qui sont la limite pour
a = o des marées dynamiques.

11 ne s'agira ici que des premières.
Dans les oscillations à longue période, les mouvements de la mer

sont très lents. Dès lors, l'inertie de la molécule et la force centrifuge
composée ne joueront qu'un faible rôle, et la surface de la mer à
chaque instant prendra sensiblement sa figure d'équilibre sous Faction
de l'astre et de la pesanteur.

Reprenons les équations (7) appliquées aux seules marées à longue
période:

(Pu rô\ d\\
™co°ri=d59

_ + 2 w C O S , _ _ _ _ _ _ _ _

l'intégrale double est étendue k toute la surface des mers, et C désigne
la fonction du temps définie ci-dessus

-y* 3 cos2 P — 1

Dans les deux équations du mouvement, négligeons la force

a inertie j-^> yj et la torce centr i lugc composée -I-2CJL>GOSU-T-,

— '2cosO — , il reste tout simplement

^R

autrement dit,

la quantité k pouvant dépendre du temps /, mais étant indépendante
de 0 et de ty.

TIIKSK BERTRAND
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De sorte que l'équation des marées statiques s'écrit

Supposons cette équation résolue par rapport à *( qui représente
la dénivellation; pour déterminer X* il suffit de remarquer que le volume
des mers reste constant, autrement dit que Ton a

La constante g représente l'intensité de la pesanteur à la surface de
la Terre. Soit I) la densité moyenne de celle-ci. Dans le système

d'unités choisi, le volume de la Terre est—? sa masse * 'x > et son

attraction à la surface—^—? par conséquent

Comme D égale environ 5,5, on a sensiblement pour g

Enfin, sur les continents, la dénivellation Z est évidemment nulle

En résumé, on a pour les marées statiques de la première sorte les
équations suivantes :

5 ) ^

[ Sur les continents,

Avec la condition qui détermine k,

2 1 . ÉQUATION INTÉGRALE DES MAUÊKS STATIQUES. — La première équation
( i 5 ) est une équation intégrale en Z, mais elle n'a pas la forme clas-
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sique, car l'intégrale double qu'elle contient est étendue à la seule
surface des mers, c'est-à-dire à un domaine assez compliqué. Il est
aisé, cependant, de transformer cette équation, et d'y faire entrer une
intégrale étendue à toute la surface de la Terre.

Je pose d'abord
k C 3 e o s 2 £ — i / ö .

— y (Q\
rr er o A. \ /

a o 2

Les équations du problème deviennent :

i r rt'ch'
ç =z — I I -+- y sur les mers,

g J JM '*
Ç r= o sur les continents.

J'introduis la Jonction discontinue e(0, f^) définie de la façon sui-
vante :

Sur les mers, e (0, ty) = i,
Sur les continents, s ( 9, vp) = o.

Cela étant, les deux équations précédentes se résument en une seule :

Et comme on a visiblementr r *(0\ 'Y)€ffj' _ r r

l'intégrale sans indice étant étendue à toute la surface de la Terre, on
obtient d'emblée l'équation de Fredbolm remarquablement simple

22. L'KQUATION iMiiciHALK KX A. — Je pose — = A, et je considère X

comme un paramètre variable, d'où l 'équation
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Le noyau de l'équation, à savoir

g(f l , ^ ) £ ( 9 r ,

devient infini du premier ordre quand les deux points 0, <]/ et 6', <{/
viennent à se confondre; mais l'intégrale étant double, le noyau triplé
reste fini, et la méthode do Fredholm est applicable.

Soit donc K(0, '^; Q;, 'b' ; A) la résolvante relative à ce noyau; c'est
une fonction méromorphe de A, qui donne la solution du problème par
la formule

- X f f MO, +; 0\ 'V; X)e(ö', + ' ) x ( ^ ' ) ^ -

Dans le cas des marées statiques, \ = -r; donc tout revient à savoir

si, oui ou non, - est un pôle de la résolvante, ou encore un pôle de la

fonction méromorphe de A, £(0, *j>; A), définie par l'expression précé-
dente.

En vertu des théorèmes généraux, puisque le noyau est symétrique,
les pôles de la résolvante sont réels, simples, et il y en a an moins un.

Pour obtenir encore plus de précision, il est commode de considérer
IF et de faire appel aux propriétés des potentiels.

23. \A POÏKMU;L DI nouKiŒU/r \\(o< 0, '!/). — %Ç(J)9 •]/; A) étant la fonction
définie par l'équation de Fredholm qui précède, j'appelle ll(p, 0, 'j>) le
potentiel en un point quelconque du bourrelet liquide produit par la
dénivellation %Ç

Je puis dire aussi (jue Ton a

*( étant définie par l'équation de Fredholm
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Tl est donc le potentiel d9une simple couche dont la densité, continue
habituellement, fait peut-être un saut brusque fini au bord de la mer.

Considérée comme fonction de A, II est une fonction méromorphe
qui a les mêmes pôles que *C et que K.

Considérée comme fonction de p, 0, '\>, II est une fonction harmo-
nique à l'intérieur de la Terre, et k la surface d'après un théorème
bien connu, on a

2~d£~+~ —~

Or, sur les mers (voir n° 21),

Sur les continents,

Partout,

La fonction harmonique II est donc définie par les deux équations
suivantes :

À l'intérieur dé la Terre, AII=o;

Sur la surface, 2 — h n = 4^e(XII — y).
dp

Remarque importante. — Dans la suite on aura à considérer des
potentiels Uh lly, potentiels de simple couche dont la densité, continue
habituellement, fait peut-être un saut brusque fini au bord de la mer.
Ce saut brusque n'occasionnera aucune difficulté, car on peut appli-
quer aux potentiels 11/, lly les formules fondamentales de Green

J J an J J J 1 V àx ) \ ày ) \ àz

Dans ces formules, dn représente un élément de normale intérieure
et les intégrales sans indice sont étendues à toute la surface, ou à tout
le volume de la Terre.

i\. LES PÔLES D E ^ ( ^ ) NE SONT PAS NÉGATIFS ET LE PREMIER EST AU MOINS



ÉGAL A —-• — Soit Xo un pôle de £(X); on sait d'après la théorie géné-
rale que dans les équations intégrales précédentes on peut faire y = o,
et qu'il existe une fonction lÇ() qui satisfait â Féquation

Par suite le potentiel IT0 du bourrelet formé par la dénivellation
satisfait sur la surface à la condition

2 ^ -

dp
ou encore

Je multiplie par norfo- et j'intègre sur toute la surface

Or
àïl0

dp an

et l'une des formules de Green donne

c'est-k-dire

Celte inégalité est manifestement impossible si Xo est négatif. On peut
l'écrire

Ou encore en mettant en évidence la surface des mers (M) et la surface



des continents (T)

4rXo ƒ ƒn" d^ffw«da + ƒ fuld<J'
f f nid*

ƒ ƒ n ; rfer

On a donc bien

Le premier pôle, s'il existe, est positif et au moins égal à j— •

Cas particulier. — L ^ mers recouvrent tout le globe. Il est bien connu
qu'alors les solutions du problème sont les fonctions spbériques dont
la première est une constante h

et Ton â exactement

25. CALCUL DU PREMIER PÔLE DE 'C(A). — C'est aussi le premier pôle
de II(X). Son calcul se fait à l'aide des constantes de Schwarz.

La fonction Î1(X) étant méromorphe en X et son premier pôle étant

au moins égal à 7—» on a au voisinage de X = o

Comme la fonction IIest harmonique et déterminée par la condition
à la surface

2 _ 4- n

toutes les fonctions IT0, II,, 1I2, ... sont également harmoniques, et
déterminées par les conditions à la surface suivantes, obtenues en
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égalant les coefficients des mêmes puissances de X

dp

Envisageons maintenant les constantes suivantes appelées constantes
de Schwarz :

D'après une formule de Green on a

J J \ p dp ' dp )
Or

2 _ f _np-h

Si Ton transporte ces valeurs dans l'intégrale précédente, on trouve

autrement dit,

ce qui, en changeant q en q -h i, conduit à la formule de récurrence
w vv
* Pyt] * V p — 1 , 7 - 4 - 1 »

laquelle, appliquée successivement, donne

" p ^ = >> p 1,7+-! z = " ƒ»—1,7-4-2 = . . . = W O i p 4 _ ? ,

la constante W ne dépend que de la somme de ses indices.
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Cela étant, considérons Wn.
Si n est pair, n = ip,

w,, = wt, =. w„,„ = ƒ ƒ £nj(/a > o.

Si « est impair, n = ip — \,

W„ = W2P_, = \X„,p_l= / /êII„lI„ .Ja.

Or

et par conséquent

Les deux intégrales du second membre sont essentiellement posi-
tives

Wn>o.

Donc les constantes de Schwarz sont des nombres tous positif s.
Par ailleurs, on a, quels que soient a, j3,

c'est-à-dire
a* \V2/i 4- :>. a ^ W ! f l + 1 -h- (32 W ï s + I > O.

Envisageons maintenant

autrement dit,

Comme Ton a

27r

l'intégrale double peut s'écrire

THESE BER1KAV»
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ou encore

— f f(<xHn~{-BIln+l)-—(<xnn-+-SUnll)d<j 4- -L r f(aUn
27TJ J dp i\nj J

ces deux intégrales sont positives.
Il s'ensuit que les deux formes quadratiques

a2 W . 2 n „ 1 4- 2 a (3 \V2/i 4- i32 W î / l + 1 ,

sont définies positives, ce qui entraîne

¥ t 2 « ' V 2rt—1 ¥ > 2 « + l < ^ - U 5 T Y 2 « + 1 * ' 2M * v 2/I-+-S

inégalités qui peuvent s'écrire

w2H ^ w,, ; + t w , n + t
W
' ' 2 // -\

Revenons maintenant à la série entière qui représente le potentiel II
au voisinage de X = o :

Multiplions les deux membres par zllod<j et intégrons sur toute
sphère

f CeUUid(T= f felllda h/ f felUn^cr

-h À2 f feUJhdd^- . . . -hX» f fsUoUn •+- . . . ,

c'est-à-dire en désignant le premier membre par W(X)

W ( / . ) = W o -+- /. W , 4- A2 W 2 4- À' W 3 4- . . . 4 - A" W « 4 - . . . .

Dans la série W envisageons le rapport v v
 2n - On a

' ' 2« 1

f f*n% d*

-« //.H.ii._,* fJ7n,v/, + ^ ƒƒn„ ^ ,
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et, puisque ƒ f Un - j ^ de n'est pas négatif,

C C
\n <f J rWn'w,

Dans ce dernier rapport le dénominateur est au moins égal au numé-
rateur, donc

Si donc dans la suite

W w w w

W
on envisage le rapport d'un terme au précédent w

 n > ce rapport va
constamment en croissant, de façon toutefois que xv

 2n soit toujours
*' -m- i

au plus égal à 4^; ce rapport a donc une limite finie non nulle y>

W« i <t

o << hm -yj-j = y =471.

Dès lors, le rayon de convergence de la série W(X) est X|f avec

>v, = l i m "~x y -y—
W "" /i Tu

Je dis que c'est aussi le rayon de convergence de II(X). Pour le dé-
montrer, on peut se servir de l'inégalité de Schwarz.

Inégalité de Schwarz. — Soient A(0, '^), B(0, >}>) deux fonctions
intégrables et à carrés intégrables ; on a l'inégalité

D'autre part, on a entre nw et Un+i la relation
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à la surface, c'est-à-dire

le facteur de nn_, n'a pas son carré intégrable; pour appliquer Tiné-
galité de Schwarz, il faut faire une itération. Tout d'abord le potentiel
de simple couche étant continu sur la surface, on a

et de même
n - ( ° ' + )=J J —TWÂTvTrT19

et par conséquent

ou encore, en intervertissant l'ordre des intégrations,

n.(P , e,*)=

Quand les points p, 0, '\s; 0', fj>'; 0", ^^ <̂? confondent (4n un seul, la
seconde intégrale I ne devient au plus que logarithmiquement in-
finie ( ' ) ; on peut par suite appliquer l'inégalité de Schwarz qui
donne

Or, d'après la définition même de e,

Donc

(*) Voir, par exemple, HEYWOOD et FRKCHET, L'équation de Fredholm^ p. 14>• Note
de M. HADAMARD.
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Posons de plus

il vient

Autrement dit, la série II (p, 0, 'J>; X) converge uniformément, si la
série X"v'W2n-, converge, ce qui a lieu dans le cercle de rayon X,.

Inversement, si la série ÏI(p, 0, '^;X) convergeait uniformément
dans un cercle do rayon plus grand, il en serait de même de

eIIo(0, ty) 11(6, >],; X) et de ƒ fzïïjld? = W(X), ce qui est contre

l'hypothèse.
Le rayon de convergence, c'est-à-dire le premier pôle de II(X), est donc

^ ,= lim

26. CALCUL DU SECOND PÔLE DE ^(X). EXISTENCE D^UNE INFINITÉ DE PÔLES. —

D'après la théorie générale, on sait, et il serait facile de démontrer
directement, que le pôle précédent X, est simple et qu'il n'y a que lui
seul sur le cercle de convergence. On peut donc écrire

o -h Xc,-t-X2t'2-{-II zn r- 4- ro

le rayon de convergence de la série en X étant supérieur à X,.
Si l'on développe la fraction en série entière, et si l'on identifie les

deux séries qui représentent II, on obtient

ou encore

Quand n tend vers l'infini, X"<w tend vers zéro, puisque la série Xwp„
converge dans un cercle de rayon supérieur à X, ; ce qui donne la valeur
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du résidu
11' = lim^nU.

n =. oo

Maintenant, la fonction II étant harmonique et étant définie parla
condition à la surface

2 — -4-II = ^TreXII — 4TT£9,
dp

toutes les fonctions II ' , t>0, v{, v», ..*9 vn9 ... sont aussi harmoniques
et elles sont définies par les conditions suivantes :

9 — h n —
dp

2 — - -h ('o =

-^

d'où l'on voit que les vn sont définispar récurrence exactement comme
les Un.

On a donc de nouvelles constantes de Schwarz W7I essentiellement
positives et répondant aux inégalités

et Ton en conclut que .. , " a une limite *- nécessairement finie, sans
quoi la série

ne convergerait que pour "X == o, ce qui n*a pas lieu puisqu'elle con-
verge certainement au delà de X,.

On peut aussi établir que
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et enfin que les deux séries

vo-\- A <>, - h A2 vt - h . . . 4 - ~kn vn - h . . . ,

w 0 H- r\\\ -h x2 w ; H- . . . H- x» w ; H- . . .

ont le même cercle de convergence.
On arrive ainsi au second pôle X2 > X,, e$ ainsi de suite aux pôles en

nombre infini X3, X,, . . . , X/t, . . . .

CONCLUSION. — La résolvante de l'équation intégrale des marées
statiques a une infinité de pôles simples, tous positifs dont le premier est

au moins égal à-r—; et cela quelle que soit la forme des continents.

27. CAS PARTICILIEI; DES FONCTIONS SIMIÉIUOTES. —Si les mers recouvraient
tout le globe, la solution complète du problème serait fournie par les
fonctions sphériquos. (Test là un résultat bien connu qui confirme
l'analyse précédente. On pou! se reporter, par exemple, au Cours
d'Analyse mathématique de M. (ioursat (i. 111, p. ;Vi'2).

Yrt(ô, 'sp) étant une fonction sphérique d'ordre n, on a

f
les pôles de la fonction méromorphe sont alors

. 2«+i
n~~~i^r (/i = o, i , a , . . . , - 4 - 0 0 ) ,

et à chaque pôle \n correspondent 2/Î + I solutions linéairement indé-
pendantes qui sont les in -+- T fonctions de Laplace d'ordre n.

Il est alors aisé d'intégrer l'équation des marées statiques, à savoir

s' drj' n 3 cos2 0 — 1

les termes connus k et + C sont à des facteurs près une

fonction de Laplace Yo et une fonction Y2. Posons donc

3 cos* 0 — 1
C = a0 Y o -+- a2 \ 2 =r a0 -+- a2 ;
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l'équation devient
, . .3cos20 — 1 / 4TT«2 A

^ör0—47ca0—. A:H (^a 2 —? -+- t l = o ;

d'où Ton tire
A- C

a

5 ö

C 3cos2Ö —]

Pour déterminer £, écrivons que le volume des mers reste constant

on a d'abord

/ / • •

puisque les fonctions sphériques forment un système orthogonal, et il
reste tout simplement

— ^nk k —

La dénivellation "( de la marée staf ique d'une mer recouvrant tout le
globe est par conséquent donnée par la formule

i 3 cos2 0 ~\ v-i UL 3 eos2<£ — i
4i
T ~g

ou encore, en nous souvenant que I) étant la densité moyenne de la
Terre (D = 5,5), on a

4ÎT 4ÎTI) 2 A J p 3

"5 3~~

28. SOLUTION DU CAS GÉNÉRAL. — Quelle que soit la f orme des continents,

— ou - 5 ,le premier pôle de la résolvante est au moins égal à — ou -5, et dans
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-- , il s'ensuit que
$ 4 g

le cas de la nature g= i3 environ, - = -!-, il s'ensuit que - n'est eer-
6 g 23 H g

tainement pas un pôle de la résolvante et par suite l'équation intégrale
du problème a toujours une solution.

Soit K(0, '^; 0', 'J/; X) la résolvante relative au noyau —,—, t „f .,

et au bassin océanique, l'équation des marées statiques

peut s'inverser et donne

une fois *( calculé, on déterminera k par la condition

Ç da = o.

Remarque. — Dans le cas de la Terre actuelle, - est nettement infé-

rieur à—; mais puisque ~ = I—TL' on peut imaginer dans une planète

une densité moyenne et une distribution des continents, telles q u e -

et le premier pôle delà résolvante soient extrêmement voisins. L'in-
tumescence formée par les eaux de la mer tendrait alors à devenir
énorme, tout au moins si Ton suppose que les équations précédentes
restent applicables.

29. APPLICATION AUX MAKIŒS DYNAMIQUES. — L'équation à la surface des
marées dynamiques est, comme on l'a vu au n° 15,

il faut ici distinguer deux cas :

I. Le bassin océanique comprend l'ensemble de toutes les mers du
THKSE BKRTRANI)
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globe (M), alors

et l'équation s'écrit

7 **'+F (0,+)-.

II. Le bassin océanique considéré cD ne forme qu'une partie des
mers, on a toujours

ce qui se décompose en deux

Dans la seconde intégrale, on peut supposer que s est connu par
l'observation directe; cette intégrale devient alors une fonction connue
de 6, '>[> qu'on peut faire rentrer dans F.

En définitive,pour un bassin océanique quelconque (D, on a l'équation
intégrale

ou encore

elle exprime ç en fonction de ^; mais pour l'analyse qui va suivre, il
plus commode d'exprimer 'Ç en fonction de ç.

D'après les propositions ci-dessus démontrées, cela est toujours
possible quel que soit le bassin océanique (0.

Soit donc K(0, | ; 0;, y ; A) la résolvante relative au noyau - et au
bassin océanique tö, on a pour ^

- _L T T K
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ou encore en posant

g g2 J iAö \ v>

on obtient

S 8* J J(& \ ' ' ' ' 8J

Pour passer de la sphère à la carte, il suffît de faire la représentation
conforme

telle que
djc2 -h dy2 = A2 (d92 -h sin2

ce qui donne pour la dénivellation C

Celte transformation donne un moyen aisé de tenir compte, dans les
problêmes qui suivent, de l'attraction du bourrelet.

CHAPITRE III.

L'ÉQUATION DES MARÉES ET LES ÉQUATIONS DE FREDHOLM

A INTÉGRALES PRINCIPALES.

30. POSITION DE LA QUESTION. — Dans ce Chapitre, on envisagera un
bassin océanique CD, limité par des falaises verticales qui forment un
contour C non traversé par la latitude critique, et Von tiendra compte de
Vattraction du bourrelet.

Les équations des marées sur la carte sont alors [roir nos 15 et 16,



équations (io) et (n)]

(20)

dx \ ' dx) ôy\x dyj dx dy ày dx

__ a2 li
1 "~~ / .MÎ^ f l „2 '

lu =
COS0

4GJ 2COS 20 — a 2 '

avec la condition au bord

a -T1- H- 2 i co cos 0 -T-1- = o .

L'équation en £ donne, en développant et en divisant par Af qui ne
peut s'annuler,

ta» + d" ~̂ ^ ^" ^ + ^7/ + óf hi \ày ~ ôx)~ kxh%'

D'un autre côté, l'équation à la surface

peut être inversée à l'aide de la formule (19)

(19)
a?

y)-h —<?(x, y)

on peut donc éliminer 'C entre los deux équations, et l'on obtient ainsi
Véquation intègro-diffèrcntielle des marées dynamiques

( 2 2 ) dx dy ~dx~

y)
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Pour simplifier l'écriture, nous poserons

à2 d*
dx1 ày*

ht \ dx ô
J_(dhx _ &

'r)=/,A2/i!

K( x, y; x\ y' \ - )

A-'1

et nous obtenons ainsi

équation intégro-différentielle, à laquelle la fonction inconnue o doit
satisfaire en tout point intérieur au domaine (0 ; sur le contour C, elle
est assujettie à la condition

/ o\ ày . „à®
(23) OC-r— -{- 2lb) COSd-^- —O.

dn ds

31. LA FONCTION DE GREEN G. — Admettons provisoirement l'exis-
tence d'une fonction G (a?, y; £, y)) définie par les conditions sui-
vantes :

i° En tout point x, y intérieur au domaine cö, la fonction

G i ( • * , ƒ ; £, TQ)

déterminée par la relation



devra être harmonique
AG,= o.

2° Si le point x, y se trouve sur le contour, G devra satisfaire à
l'équation

dG . ndG
a -r 1- 2 KO cosö-^— —o.an as

Cela étant, M. F. Jager (Thèse) a démontré dans le cas d'un
bourrelet nul, et Ton démontre de la même manière dans le cas du
bourrelet non nul, que la solution des équations (22) et (23) est
donnée par la fonction tf(x9y) définie par la relation suivante :

(24) ?(^,7) - ±-

da'G db'G i
» c1 r r (

2TTJ J(D \ àc. an
L T T e'Gdldnf f K'{l,n;x',y')*{œ',y)da;'dy'

27Z J .7(0 J J(£)

Dans cette formule, les termes accentués signifient que xety doivent
être remplacés par \ et r\ : de plus, a' et ^ désignent les cosinus direc-
teurs de la normale intérieure à l'élément ds1 du contour.

Grâce à la ('onction de Green G, l'équation inté^ro-diderentielle des
marées dynamiques est ainsi ramenée à une équation de Fredholm
contenant une intégrale simple, une intégrale double et une intégrale
quadruple.

Donc tout revient à trouver cette fonction de Green G (cc, y; £, yj)?

ou, puisque G, = log - — G, à trouver une fonction G, harmonique

dans un domaine cö, et assujettie à vérifier sur le contour G la relation

dG, . fldG, d]°S? . / l 0 g 7
a -T—- -+- 2«o) COSÖ-T— = a — 3 h 21 cocosd r :an os on as '

autrement dit, il faut :

Établir Vexistence d'une fonction Y, harmonique en tout point inté-
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rieur au domaine (D? et répondant à la condition aux limites

dn as /*v "

où x(^) es^ u n e fonction donnée.

C'est le point laissé en suspens par M. Jager et que nous allons
aborder maintenant.

32. POTENTIEL LOGARITHMIQUE DE SIMPLE COUCHE. — La méthode de
Fredholm consiste à exprimer V à l'aide du potentiel logarithmique
d'une simple couche de densité p(s) répandue sur le contour C qui
limite le domaine oö.

Soient sur ce contour un point arbitraire Mo pris pour origine des
arcs, et M' un point quelconque déterminé par son abscisse curviligne
M0M' = s', comptée dans le sens positif; ?(V) et r\(s') les coordonnées
du point AI'; p(V) une fonction continue de s'; x et JK les coordon-
nées d'un point quelconque du plan ; enfin

on appelle potentiel logarithmique Y (ce, y) relatif au point x, y, à la
densité p et à la ligne attirante C, l'intégrale

Ce potentiel possède les propriétés suivantes :

I. Continuité. — En tout point, à distance finie du plan, le potentiel
est une fonction continue des variables x ety.

IL Harmonie. — En tout point n'appartenant pas à la courbe C,
V est une fonction harmonique de x, y

d2 Y à' ¥

III. Dérivées normales. — Soit le potentiel à Vintérieur de C; sa

dérivée prise suivant la normale intérieure au contour, et -y- la limite



de cette dérivée quand le point x, y tend vers le point M de la courbe,
qui a pour abscisse curviligne s.

Soit de même le potentiel à Vextérieur de C ; sa dérivée normale
intérieure, et -r— la limite de cette dérivée quand le point x9 y tend
vers le même point M.

On a les relations classiques

(25)

É l

an

~àn~

j p

Dans ces équations, r est la distance du point M précédent à l'élé-
ment d'intégration ds' situé en M'. Quant à ^, c'est l'angle du vec-
teur MM'avec la normale intérieure MN.

IV. Dérivée langentielle ('). — Par contre, le potentiel à l'intérieur
et le potentiel à l'extérieur ont la môme dérivée tangentielle.

Quelle est l'expression de cette dérivée ?
Envisageons d'abord l'intégrale

(T)
sind»

(*) Voir POINCARÉ, Potentiel newtonien, p. 117, et JAGER, Thèse, p. 11.
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*|/ étant l'angle précédent affecté du signe -h si MM' est dans l'angle
TMN ; affecté du signe — dans le cas contraire. Cette intégrale n'a
pas de sens par elle-même ; en effet, si les points M et M' se con-
fondent, sin'^ = i et - est infini du premier ordre.

Mais on peut lui donner un sens, en prenant ce que Canchy a appelé
sa valeur principale, que Von désignera dans la suite par un signe somme
accentué

Voici ce qu'il faut entendre par là :
De chaque côté du point M d'abscisse curviligne s, on exclura l'arc

compris entre les points s — h ket s -4- h ; on calculera l'intégrale au
sens ordinaire et (T') en sera la limite quand h tend vers o.

Cela étant, si le rayon de courbure du contour reste supérieur à un
nombre fixe, et si la fonction p(,v) a une dérivée, la convergence de (T')
vers sa. limite, la dérivée tangenlielle, est uniforme quel que soit le point
du contour,
/ AN(26)

f'rj p

33. ÉQUATION INTÉGRALE SINGULIÈRE DU PROBLÈME. — II est aisé main-
tenant de mettre en équation le problème qui nous occupe.

Posons

La fonction V est harmonique dans le domaine cD, et il ne reste plus
qu'à déterminer la fonction inconnue p($) de manière que V satisfasse
à la condition aux limites

à\ . -à\
oc — h 2 # w c o s 0 —— = y ( s ) ,

an as

ce qui fournit Inéquation

(27) — CtTtp(s) \-X t p (^ )25!îi <&'-
* • ' C

THESE BERTRAND
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C'est bien une équation du type de Fredholm. Mais l'un des signes
d'intégration n'a plus le sens ordinaire, et représente une intégrale
principale au sens de Cauchy.

Dès lors, il y a lieu de1 commencer par la question suivante. Étudier
les équations intégrales dans lesquelles les intégrales ordinaires sont rem-
placées par leur valeur principale au sens de Cauchy.

34. VALEUR PRINCIPALE D'UNE INTÉGRALE. — I. Définition. — Je désigne
par x et y deux variables complexes dont les plans sont superposés,

Fig. 8.

et par f (y) une fonction de y. Soient C un arc de courbe quelconque
du plan, et x et y deux points situés sur cette courbe.

L'intégrale

n'ayant aucun sens par elle-même, définissons avec Cauchy sa valeur
principale.

De part et d'autre du point x, excluons deux arcs égaux, xa, xb,
de longueur A, et considérons l'intégrale ordinaire

Cette intégrale est une fonction de h; si cette fonction tend vers une
limite quand h tend vers o, cette limite est par définition la valeur
principale de l'intégrale».
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IL Notation pour la valeur principale. — Dans tout ce qui suit, on
désignera la valeur principale par le symbole

c'est le signe somme habituel suivi d'un accent.

III. Définition équivalente. — Au lieu de prendre, de part et d'autre
de x, les extrémités de deux petits arcs égaux, on peut évidemment

F'g- 9-

prendre les points de rencontre de la courbe avec une circonférence
de centre x et de rayon h.

IV. Remarque concernant les extrémités. — Aucune des deux défini-
tions précédentes ne peut s'appliquer aux extrémités de la ligne d'in-
tégration. C'est pourquoi, dorénavant, nous ne raisonnerons que sur
des chemins fermés.

35. THÉORÈME I. — Dans le cas d'une fonction f'(y) holomorphe dans
un domaine connexe ro.

Dansée domaine cö soient une courbe fermée sans point double (C)
et, de part et d'autre de (C), deux courbes quelconques (M) et (M'),
dont chacune peut par déformation continue se réduire à (C) sans
rencontrer de points singuliers de la fonction f (y).

Soient (M) le chemin inténeuret(M') le chemin extérieur, parcourus
dans le sens direct. La variable x restant constamment sur(C), les
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deux intégrales

s
ont un sens parfaitement déterminé, ainsi que leur demi-somme - :

ff(y)<*r , j f ny)<b'
J y —

Autour du point x, pris comme centre, et avec un rayon égal à h9 je
F i s . I O .

décris une circonférence ADBE, qui coupe la courbe (C) aux points
A et B.

Soit O un point auxiliaire sur (C).
Sans traverser de point singulier pour la fonction holomorphe J-JLL ,

y œ

le chemin (M) peut être réduit à B12AËB; le chemin (M') peut être
Sréduit à B£2ADB, de sorte qu'on a une nouvelle expression de - :

l f A.vW/r ^ i Ç f(y)dr ^ i_ Ç f{y)dy
VAKB y — œ ZJBÜA y - x A

ou encore
S __ / ' f(y)dy f(.v)dy

Mais l'intégrale
Ç fi y)*

JBQ\ y œ



- 61 —

c'est ce qu'on a appelé plus haut ¥(ac, h). On a donc l'égalité

Quand h tend vers o, - reste constant. Tout revient donc à calculer
2»

lion I / dy -+- / — I •
h=o L«-'AEB y x ^'ADB y x J

II est aisé de calculer la limite de chacune de ces intégrales.
Sur le cercle de rayon A, on a

y — x-\- hei(a,
d'où l'on déduit

D'autre part, puisque f (y) est holomorphe,

f (y) =zf{œ -+- h e**» ) =f(x) +- A//,

A étant une fonction dont la valeur absolue est inférieure à un nombre
fixe. Par suite,

Quand h tend vers o, il en est de même de la seconde intégrale, <et
il reste tout simplement

l im I ——^—dy =r if(œ) l im I /̂<w.
h- 0 •/AEB J "^ /*= 0 v'ABB

Or

•/AEB

n'est pas autre chose que l'angle au centre de l'arc BEA, affecté du
signe moins,

lim / J\.y) .y _. if(jc) x lim (— angle de BEA),



et l'on aurait de même

Hm Ç liïïÉy. = if(œ) x iim (angle de ADB),

d'où, en ajoutant,

Wr\
°° J/«=« LJAEB y x «̂ ADB y

= if (oc) Iim (angle de ADB — angle de BEA).
h _-- o

Cette limite est évidemment nulle si la courbe (C) a une tangente
unique au point x.

Ce mode de raisonnement exclut les points anguleux et les points de
rebroussement.

CONCLUSION. — Etant donnée une courbe fermée (C) à tangente unique
(sans points anguleux, ni points de rebroussement), sur laquelle se meut
la variable complexe x, et une fonction f (y) holomorphe dans une
bande co s étendant de part et d'autre de la courbe (C); si Von prend
dans cette bande un contour fermé (M) intérieur à (C) et un contour
fermé (M') extérieur à (C), on a Végalité fondamentale

X y — r 2 j M y — ac y ~ oc

Cette égalité ramène l'intégrale singulière à une somme d'intégrales
ordinaires, mais elle exige que f(y) soit holomorphe dans tout le
voisinage de la courbe (C).

Transformation de Végalité fondamentale. — Envisageons le do-
maine (0 et la fonction de y

f {y)
y — x'

Cette fonction de vest analytique et uniforme en tout point de (D, sauf
au point x où elle a un pôle simple de résidu f {oc). On a donc, d'après
Je théorème de Cauchy,

_
-

en combinant cette équation avec la précédente, on obtient immédia-



tement

y u JM y

Remarque. — On pourrait dire que ces formules résolvent le pro-
blème des équations comportant des valeurs principales; cependant,
il y a lieu de chercher d'autres formules ne faisant intervenir que la
courbe (C) et les valeurs ƒ (y) sur cette courbe.

Prolongement analytique de f — • — Les formules précédentes

définissent une fonction F(a?)

qui est bien déterminée en chaque point de (C).
Cette fonction est holomorphe en chaque point de (C), car les che-

mins d'intégration (M) et (M') peuvent évidemment être supposés de
longueur finie; de plus, V(x) est uniforme sur (C), donc F(a?) est
holomorphe dans une bande à cheval sur (C) ; cette bande peut aller
jusqu'aux contours (Al) et (M'), qui, à leur tour, peuvent serrer de
près les limites du domaine initial c£>.

36. THÉORÈME II : MULTIPLICATION DES NOYAUX SINGULIERS(*). — Nous
arrivons au théorème le plus important.

Soient dans le plan de la variable complexe une courbe (C); une fonc-
tion f0(.r) holomorphe dans une bande <t> à cheval sur (C) ; A(x, y)
et B( r , y) deux: fonctions des deux variables x et y, holomorphes
quand JC et y varient dans la même bande.

Je considère les deux intégrales

C1) Comparer POINCARÉ, Théorie des marées-, p. 'i>3.



de sorte qu'on peut écrire

et finalement

-y

F i g . i i .

Il s'agit de trouver une seconde expression de f2(cc). Je calcule
d'abord

dans celte intégrale, y et G varient sur la courbe (C). Dans le do-
maine (0, je trace le contour (M) intérieur à (G) et le contour (M')
extérieur. En vertu du théorème I, je puis écrire

-ƒ ^
et ces expressions donnent le prolongement analytique de la fonc-
tion fs(y), qui est holomorplie dans la bande comprise entre (M)
et (M'), et en particulier sur (P) et ( P ' ) ; (P) étant un contour situé
entre (M) et (C), et (P ') un contour entre (G) et (M7).
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On a, par suite.

d'où, en réunissant ces résultats,

Toutes ces intégrales que je désigne par 1,, I2, I3, 1̂  sont prises
dans le sens direct.

Je mène le contour (Q) intérieur à (M), et le contour (Q') extérieur
à (M'), tous deux dans le domaine (£>, et j'envisage successivement les
quatre intégrales.

Intégrale 1, :

j'ajoute et je retranche

qui est une fonction bien déterminée

11 s'agit ici d'intégrales doubles ordinaires, chaque variable se dépla-
çant sur sa courbe : x sur (G ), y sur (Q), z sur (M); de sorte qu'on
peut intervertir F ordre des intégrations :

TIIKSK BERTRAND
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Envisageons

f f^MZ-p.ij..

c'est l'intégrale étendue dans le sens direct à la frontière du domaine
comi>ris entre (P) et (Q) ; comme x varie sur (C) et z sur (M), la fonc-
tion de y, —^-^ _Li_r_, n'a pas d'autre singularité dans ce domaine
que le pôle y — zy dont le résidu est

B ( . r , z) \(z%z)

z — .v

par suite,
B(.r, y) A(y, z) , . B(.r. z) A ( s , z )

: : -1 c{y —- — 2 711 —»
r — oc z ~ — y z — x

d'où, finalement,

iz I ~vir^ ' ~-l dy—2*'! — ^ r — ^ - ^ A i * ) * ' * -
JQ y x -> y j m ~ -v

Intégrale I2 :

j'intervertis l'ordre des intégrations

Ici, s est sur (M') et x est sur (C). Je puis donc, sans rencontrer
de points singuliers, déformer le contour (P) et le faire coïncider
avec (Q). Par suite,

Intégrale I3 :

j'intervertis l'ordre des intégrations

„ y x z y



Ici, z est sur (M) et oc est sur (C). Je puis donc, sans rencontrer
de points singuliers, déformer le contour (P') et le faire coïncider
avec (Q ;). Par suite,

I - \ fi - I • ' ' ^ * "* ' f/v
) \ " j ' ' v I ~f 7 ~~^ ~ Clj •

Intégrale I4 :

j'ajoute et je retranche

y "v y - * • Jw
 5 - y

qui est une fonction bien déterminée :

:. y) , / " A ( . , = ) , . , . / ' K ( x , y ) f A ( v, s)

J'intervertis l'ordre des intégrations

I4= ƒ•ƒ.(„,/» ƒ ^ 2 ) ^ 1 ) ^ + ƒ

Envisageons
• B ) A (( r , 5 )

c'est l'intégrale étendue dans le sens négatifs la frontière du domaine
compris entre (P') e( (0 ' ) . Dans ce domaine, comme x varie sur (C)

et z sur (M'), la fonction de y, —'I±l2 SKi^J, n ' a p a s d'autre sinmi-

larité que le pôle y = z, dont le résidu est

par suite,

X Bf.r, r) A( y. ;•)
f A7 V
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d'où, finalement,

J — oc *—y

Et en rassemblant IM I2, I3 , I4, il vient

Calcul de la somme 2 des deux intégrales simples.

Mais l'intégrale f , c'est l'intégrale étendue dans le sens positif
'Ai'—M

à la frontière du domaine compris entre (M) et (M7). Dans ce domaine,

comme x varie sur (C), la fonction de z, —*" I__ " fo(z)> n a Pa s

d'autre singularité que le pôle z = x, dont le résidu est

par suite,
ni j,

2



Calcul de la somme S' des quatre intégrales doubles :

f
Je considère

et )

C'est une fonction de x et do z, qui ne devient pas infinie même
si x = s, pourvu que le chemin d'intégration ne passe pas par ce
point. Et il en est de même pour l'intégrale

)
JQ> y — * z—y

Je pose

Dans cette intégrale, x et z peuvent varier sur la même courbe (C);
BA(a?, z) est holomorphe dans le domaine compris entre (Q) et (Q').

J'envisage maintenant l'intégrale singulière

f' U(.r, r) A ( y , s) ^
f y .r ^ y '*

où les trois variables x, y, z se meuvent sur la'mème courbe (C). Si
cette intégrale a un sens, la fonction qu'elle définit coïncide avec
BA(a?, z) et Ton peut écrire

ce qui a l'avantage de ne faire intervenir que des éléments définis sur la
courbe (G).
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Cela posé, la somme Z' s'écrit

ou encore

I f fo(z

2'=- f /0(
2 ^M + M'

Mais la fonction BA(#% s) étant holomorphe, ainsi que fo(z), dans
le domaine compris entre (Q) et (Q')» je puis, sans rencontrer de
singularités, déformer chacun des contours (M) et (M') et les faire
coïncider avec (C); et Ton obtient finalement

CONCLUSION. — On a ainsi ta formule fondamentale

A(^, z)fQ(z)dz
Je

en posant

ou, s'il y a lieu,

Remarques sur cette formule. — Cette formule est démontrée som-
mairement par Poincaré, pages 253-256 de la Théorie des marées.
L'expression trouvée ci-dessus diffère du résultat de Poincaré par le
signe qui précède ~2.

Grâce à elle, la fonction fQ(x) sort du signe intégrale, ce qui est
très avantageux, quand on a affaire à des équations de première espèce
où figurent des valeurs principales.

Enfin, elle permet cVitèrer les noyaux singuliers; et un changement
de variables va la rendre applicable au domaine réel.
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37. THÉORÈME III : MULTIPLICATION DES NOYAUX SINGULIERS, RÉELS ET

PÉRIODIQUES. — La formule (29) suppose que les variables x, y, z sont
complexes et que les fonctions B(x9 y ), A( y, s ) , ƒ<,(-) de ces variables
sont holomorphes dans une bande à cheval sur (C), /£ contour (C) étant
une courbe fermée à tangente unique.

Pour passer au domaine réel, on a besoin de deux lemmes préliini»
naires.

LEMME I. — Soient À (a*, jr), B(a?, y), foi-v) des fonctions des
VARIABLES RÉELLES, admettant la périole il par rapport à chacune de ces
variables, et holomorphes quand ce et y décrivent, dans leurs plans
respectifs, une petite ban le à cheval sur l'axe réel.

Posons
2 / 71 .»• 2 / TC >' 2 / 7T 5

d'après un théorème bien connu, on peut écrire

2/7T r 2/ TX y

( 2 / 7T .»• 2 / 7t V \

les fonctions F o (^) , ^ (^ , 1), a(w, r) étant holomorphes quand u et v
varient dans une couronne comprenant en son intérieur la circonfé-
rence de rayon 1.

J'envisage maintenant la cascade
2lTC '•

C (*, v) - ^
ce qui donne

ƒ,(ƒ)= ƒ AO', ie a

7
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et, par suite,
Sitty

dans cette intégrale, je fais le changement de variables défini parles
équations

»#7t.r 2/TCv
Q Q

u z=i e y v z=z e ,

d'où Ton tire
dv iir. j du

"7 = TT*'» -sr
et j'obtiens

/ ( , )

(C) représentant la circonférence de rayon i.
Je rentre bien ainsi dans les conditions d'applicabilité de la for-

mule (29), laquelle donne

iu, u) a(u, u)F0(u)
^ 71

J ( . V ; 2 7 r iV Jc
 7 ( ^ — | / ) ( i v — P) 27T ^ '

d'où, en revenant aux variables oc9y, z9

trnr liKr

X 0L\e 4û , c

ou encore

(3o) f%{x) = — 7- B(.r, ĉ) A(^,

X B(x,y)A(r, s)-57
e u _ e a e a _e n
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LEMME II. — Soit M (a?, y) un noyau réel admettant la période Q par
rapport à chacune des variables x et y9 et qui, considéré comme une
fonction de y, n admet comme singularité que le pôle simple y = x;
autrement dit, telle quon ait, au voisinage de y = x,

y ~ JL

MQ(x, y) et M, (a?) étant deux Jonctions fwlomorphes de x et y.
On a, par conséquent,

r = x

J'envisage
2/ 71 y 2/TT r

21 71 •>-•

i e "

et j'en cherche la limite L pour y = x,
2 / 7t y 2 i; 7t .r

I ,

, = lim

•M (a:, y)

I— Y 2 f 7C -T- —»

\ e a —e ö i I

*L ie ö 7 J
Or,

11C .-r

a
2T5T7-

et, d'après ce qui précède,

Hm[(y-^)M(jr,y)] = M1(a:);

d'où, pour le résidu M, (a?), l'expression

[
2171 >' 2/7C r —,

. «e ° J
Application. — Soient M(.c, _y) et N(.r,jK) deux fonctions du type

précédent et soit la cascade f0

THKSK BBRTRAMU
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On peut évidemment écrire
g / TC V 2 ' 7 T '

ƒ , (* ) = ƒ" *M(.r, v ) e ' „ . V - - ^ ^
• ' O <~» n #~»

2/TC.V 21r 7C - r

2 iTZ Y liTZ.ir

e a _ e o.
Ia fonction M(.r, j ) ^7^7— n'a plus de pôle pour y - a?, elle est

holoniorphe quand r et y suivent Taxe réel, et elle a la période U par
rapport à ^ e l à y. Il en est de même de N(.r, y), si bien qu'on peut
appliquer la formule (3o ) du lemme I, ce qui donne

ft ( x ). — 7- 11 m l N ( x. y) I

1 ^ir_^r 1

« ^ J
2 / 7 T K 9 JTZ *• 2/TC.r

ƒ / ' •/ ' 2 / 7T .r 2/7TJ 2 < i a l t-E '

ic "
2/7t s 2 i 71 y

Si Ton pose
N,(J?) =̂ résidu poury = .r de N(^r, y),
Mj(J?) = résidu pour ƒ = J? de M(x, y).

On a, d ' a p r è s la f o r m u l e ( 3 i ) du l e m m e I I ,
2 in y 2/71 »n y 2/71 »• —|

ie " I

'L icu J
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et l'on obtient la formule cherchée :

(32) f l^{x,y)dyC \\(yyz)f(z)dz

= -ir»N,(«) !»,(*)ƒ(*)+ f /(s)etzf K(.T,y)M(f,z)dz.

C'est la formule (Vinterversion de l'or Ire des intégrations dans une
intégrale double avec valeurs principales.

Corollaire. — Si Tune des fondions n'a pas de pôle, le produit
Mi(œ)Ni(ce) est nul et l'on retombe sur la formule habituelle

:)dz= f " /(z) dz f ' " N (*, y) M (y. z) dz,

ou encore

f K{œ,y)drf \l(y, z)/(z) dz = f /(z) dz f N(.r, y) M( y, z) dy.

3 8 . NOYAU DE LA DÉRIVÉE TANGENTIELLE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE DE

SIMPLE COUCHE. — Soient une courbe fermée ( C), A un point quelconque
de cette courbe dont les coordonnées x et y sont des fonctions
périodiques d'un paramètre variable /, ce qu'on peut toujours
supposer,

En particulier, la variable / peut se confondre avec l'arc s compté à
partir d'une origine arbitraire, mais ce n'est pas nécessaire, je suppose
simplement que quand / croît de o à £2, le point A décrit toute la
courbe (C) dans le sens direct.

Soient :

A, le point attiré de coordonnées x(t), y(t);
M, le point attirant de coordonnées .T*(T), V ( T ) ;

p( i ) , la densité an point attirant de paramètre c.

Je cherche, l'attraction exercée par toute la courbe sur le point A;
et la composante de cette attraction sur la demi-tangente aux arcs
croissants AT.
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Or, l'attraction de l'élément ds sur le point A a pour valeur
p(r)ds

AM '

Fig. ia.

A<t)

la composante de cette attraction sur la demi-tangente AT,

p(T)cos(TAM) ds
AM '

ce qui donne, pour toute la courbe,

AM

II ne reste plus qu'à évaluer chacune de ces fonctions à l'aide de l
et de T :

A M = V / [ ^ ( T ) - œ{i)f

ds — ̂ U-'^r) -f/^T) dr.

Les cosinus directeurs de Aï sont

et ceux de AM

AM AM

ce qui donne, pour l'angle TAM,

cos(TAM) = • r ' ( n [ r ( T )
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d'où la dérivée tangenlielle cherchée :

m - r^(O[^)-^Q]-^y(O[y(<>-r(O] y/^Mr)+/(*)QT

Contour régulièrement analytique (*). — Je suppose le contour (C)
régulièrement analytique, c'est-à-dire que a•=ƒ(/), y = ç(j) sont
des fonctions holomorphes de / duns le voisinage de la valeur réelle
quelconque t = i0; et que, de plus, on a pu choisir le paramètre I,
dont dépendent analyliquement ,-r et y, de telle sorte que

f'(l0) Ci cp'(/0)

ne soient pas nuls à la fois.
C'est, par exemple, le cas d'une ellipse quelconque dont les équa-

tions peuvent s'écrire

x — OCQ -+- À c o s t -4- B s in t,

y — yQ -+- C c o s / -+- ! ) s in t.

Singularité du noyau. — Ce noyau N(T, /) a pour expression

Considéré comme fonction de T, le dénominateur ne s'annule que
pour T = t, et, au voisinage du point /, on a

I • 2

= r (0 + /<ƒ'(/)-+• -^y"{t)

(•) f'"oi> E. PICARD, Traité d'Analyse, 1. II, p. i.qi.
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d'où l'on tire, en sous-entemlant la variable /,

— (x'x" + y'
1.2 "

) 4-y'2(r) = xfi-hy'2 -h 2h(x'x"H- J ' J * ) H-.. . ,
[7(T)

et, par conséquent,

X

2-+- y") -h -^~ (x'af + ?y)+.. .1 )

N ( T , / ) = — - — : ,
[h-(x'2 -h ;>''-) -f- //3(.r'./•''-f- y'y") ~h. . . ] \/xn

h est en facteur commun; la courbe (C) étant régulièrement analy-
tique x'2 -+-y'2 n'est jamais nul, de sorte qu'on peut écrire

\>Am&+-]S x'x"+- y'y"

I x'* + y* J
ou encore

h 2

— t

CONCLUSION. — Le noyau de, la dérivée tangenlielle du potentiel loga-
rithmique de simple couche devient infini quand les deux points se con-
fondent. Celte singularité est un pôle simple de résidu 1.

39. ÉQUATIONS INTÉGRALES AVEC VALEURS PRINCIPALES. — Soient H(a? ,y )
un noyau continu et K(.r, t y ) u n noyau singulier ayant en y = x un
pôle du premier ordre, et envisageons l'équation intégrale

f(x) = f(x)-i~ f \\(x,y)f(y)d?+f K(x,y)f(y)dy

dans laquelle f(&) est la fonction inconnue.
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Remarquons d'abord que quand une intégrale existe au sens ordi-
naire du mot, elle se confond avec sa valeur principale; si bien que
l'équation précédente peut s'écrire

/(aO = <p(jO-+- f

ou en posant
N(ar, j ) = H(.r,

(A) ƒ(*) = ?(a?) -+- f

Soit f {oc) une solution de l'équation (A), on a

- f
Par conséquent toute solution de l'équation (A) est solution de l'équa-
tion (B) suivante :

(B) / ( ^ ) = ? ( ^ ) T

équation qu'on transformeras Taide de la formule fondamentale (32).
Inversement, soit ƒ (oc) une solution de l'équation (B). J'envisage

la fonction auxiliaire '\>(oc),

ty(.x) z=zf(œ) — 9(J?) — I N(.r, y)/(y)dy.

J'écris d'abord

/(^)=zzcp(^)-h ƒ iï(jcfi)y(t)dt -4- I N{xjt)dt f N(t, z)/(z)ds,

ou encore
•'a •»'

N(..r, t)di\/* f
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portant ces deux valeurs dans l'expression de 4*(r)> o n obtient

p ( j ? ) 4 - ƒ N(a - , t)<?(t)dt

-f N ( * , o r
*/0— f K(x,y)9(y)'ly - f V(.r,v)(lyf N(r, t)?(l)dt

- ƒ * \(a,,r)dyf N(y,t)dlf N(f, z)f(z)dz.

Tout d'abord ç(a?) disparaît et Ton a

il reste donc

ff , s)f(z)tiz
0

- f•/0 f f z) dz.

Ces intégrales ne dépendent que de a?, je puis donc échanger les lettres
intermédiaires y, z, t, ce qui donne

X
'il s*'il

N(x, t)dt ƒ N(/, z)/(z)dz
"o

— f K{x,t)dt f
ce qui peut s'écrire
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Or, le crochet n'est pas autre chose que $(s). La fonction auxiliaire
ty(x) satisfait donc à l'équation

'a /*'&

Mais, cette équation, c'est l'équation (B) où 9(a?) = 0; c'est une
équation intégrale homogène, qui n'a de solution que dans certains
cas particuliers.

Donc, en général,

c'est-à-dire

Toute solution de l'équation (B) est solution de l'équation (A).

CONCLUSION. — // est légitime (Vitérer les équations contenant des
intégrales dont on ne doit prendre que la valeur principale»

40. RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION INTÉGRALE SINGULIÈRE DU PROBLÈME DES

MARÉES. — Nous sommes maintenant en mesure d'intégrer l'équation
(27) du n°33, équation qui permet de déterminer la fonction de Green
G (a?, y; £, Y)). Cette équation est la suivante :

— cmp(s) -+- a I p(sf) — öfe'-+- a /û> c o s 0 / p(sf) ±dsf=:y(s).

Si le contour (C) est régulièrement analytique, toutes les fonctions
qui figurent ici sont périodiques en .y et s'et holomorphes quand s et /

varient sur l'axe réel. Seule -^^ a un pôle simple de résidu égal à 1

quand s' = s.
Pour alléger l'écriture, je transcris l'équation sous la forme

p(5)=/lA(5,*')p(O^+ f B(s,s')p(s>)ds' + n(s),
Je Je

TIIKSB BERTRAND 11
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en posant
y(s)n{s)=z— ̂ -^ (fonction régulière),

7T0C

suc») eos0 si
7*'

cette dernière fonction est régulière sauf au point sr = s où elle a un
, . | , , s 2£0L) COS0

residu esçal a
Ö 7TOC

Appliquons le procédé classique de Yitèration. On a d'abord

p(s')= fA(s',s')p(s')ds'+ f B(s'f Op(O^+Ta(*f)»

et, en portant cette valeur dans l'équation en p(^),

p(s)= f k(s,sr)ds' f A(sf,s")p(srf)ds"

-+- f A(s,s')ds' f B^s'tS^pls^ds"-*- f A(s, sf)v(s')ds'

(.ç,5')^' r A(sf,sn)p(6fr)dsft-h f B(s,sf)ds'
Je Je

x

d'où, en utilisant les formules (32) qui donnent le moyen d'inter-
vertir l'ordre des intégrations,

p(s)= fp(s")ds" f A(5,*')A(*',O*'
Je Je

-+- f p{sff)ds" f A(.ç,s')B(s',O^'-+~ f A(s,$')n(s')ds'

-h fp(sff)ds" f B($,s')B(s',0«fc'
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Or, on a vu que
.. . , R ,. 216>COS0

D'où l1 équation définitive

(33)

dans laquelle le nouveau noyau K(s, / ' ) est donné par l'expression

K(5, s")= f \{s,s')\(s',s")ds' + [

-h r B(s,s')A(*',O^'-+- f

et la fonction &(s)

sr-h f B(s,s')vi{s')ds'.

D'après les hypothèses faites au début de ce Chapitre, le binôme

i _ *0) C^)S— ne s'annule pas, puisque le bassin océanique ne traverse

pas la latitude critique. L'équation (33) est donc une équation ordinaire
de Fredholm, et aura, en général, une solution.

L'existence de la fonction de Green Q(x, y; £, Y)) est donc ainsi
démontrée.

Il ne reste plus qu'à intégrer l'équation (24), à savoir :

«'-H b'?)G9a, n) ds>

2TC J JcO J t/(ô

Cette équation de Fredholm sera, en général, pourvue d'une solu-
tion, et comme elle est exactement équivalente à l'équation intégro-
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différentielle des marées, nous arrivons à la conclusion de toute cette
étude.

CONCLUSION. — Si Von envisage un bassin océanique (© limité par des
falaises verticales qui forment un contour C, non traversé par la latitude
critique, et si Von tient compte de l'attraction du bourrelet, les équations
des marées relatives à ce bassin ont, en général, une solution. Cette solu-
tion est donnée par la résolution successive de trois équations de
Fredholm.

Le sens des mots en général sera précisé par l'étude d'un bassin
exceptionnel.

REMARQUE. — Si l'on n'exclut pas les latitudes critiques, l'équa-
tion (33) est une équation de troisième espèce, pour employer la termi-
nologie de M. Picard ( r ) . Mais alors l'équation en <p(#, y) n'a plus de
sens; et le problème nécessite une étude spéciale.

41. ÉTUDE D'UN CAS D'EXCEPTION. —Je considère un bassin océanique®
ayant la forme d'une calotte sphérique, limitée par un parallèle

0 =• const.

La condition au bord devient tout simplement

<?<p 2 iw cos0O ày
dn oc ôs

et en posant
. 2 0) COS 0O

A = ya

-J- _j_ *A~ = O.

un os

Je fais une carte de ce bassin, de manière que l'image de soit (D un
cercle. Ce sera, par exemple, une projection stéréographique.

Le problème préliminaire est alors le suivant :

Déterminer pour un cercle de rayon H une fonction de Green G, telle

( l ) E. PICARD, Sur les équations intégrales de troisième espèce (Annales de l'École
Normale supérieure, 1911),



q m ê*bn aü, sur ta cireonfêPence (C) qui lui sert de frontière, la rktatïmt,

ôQ . . âG
f-fA-T-

on os

Impossibilité du problème. — Je multiplie les deux termes de l'équa-
tion précédente par ds et j'intègre tout le long du contour (C)

rdG , .. fdG ,
I _ _ dg _+_ i \ i ds = o.

Je ôn Jc
 às

Mais la fonction G étant supposée uni/orme

j
on aurait donc

râG
Jcàn

Je dis que c'est impossible; en effet

= logi-Gu

G, étant une fonction harmonique, on a par suite

/ V G , râlog^, r ^ G , .
/ —ds—i —3 ds — I -3-i ds.

Jc dn Jc an Jc an
Cette dernière intégrale est égale à

- / Y AG.fltedy,

et, par conséquent, est nulle puisque G4 est harmonique. Par ailleurs

Jc an Jc
dû,

rfô désignant l'angle sous lequel on voit l'élément ds d'un point inté-
rieur à (C). Par suite



ce qui est en contradiction avec l'équation d'où nous sommes partis.
Il faut donc modifier la définition de la fonction de Green.

Modification de la condition aux limites. — Posons au bord

dG diï u

an ds

d'où multipliant par ds et en intégrant

Je dn Je

ce qui, d'après ce qui précède, donne l'égalité

2 71 = 2 7 T H K ,

d'où la nouvelle condition à la frontière ( ' )

dG dG ___ ï

Expression de la /onction de Green G. — Soient M le poi nt singulier de
la fonction de Green, M' son conjugué par rapport à la circonférence,
P le point variable œ, y.

Fig.

Je pose, avec Poincaré (p. 263),

( l ) Si la frontière était une courbe quelconque, on aurait K = -—̂> L étant la longueur

de la courbe. Poincaré (p. 260 et 263), a écrit K = in.
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et je cherche à déterminer a et (î de manière que l'on ait sur le cercle
de rayon R

dG . 4 dG i
an ds R

Soient (a, o) les coordonnées de M.

Celles de M' sont (—> o\ et Ton a

G(x, y; a = log-

h g / / R*Vv (*")
d'où les dérivées

R
/ p —— —

â Q a ; — a a

dy (x — ör)2"hj*

Sur la frontière où x2 -+- y2 = R2, on a

dy~ R2(R2— 2ax + a*)
O r

É*± — _ ^2 °L dS2 L
'an ~~~"àx R ~ dy W
dG ___ dG y_ dG ^
ds dx R dy R

ce qui donne les équations

dG ax — H2 ~h oca(x — a)-\-fia y

^G — a y — <* a y -H $a(x — a)
_ „ R(R2~- 2axH- a2)



et, en portant dans l'équation de condition,

d€* . dC* ___ i

2—««(.# — a ) — (3ajr •+- *A[— « y — aay-f-(3a(.r—a)]
= R2— 2«a? -+- a*

qui doit être une identité en a?, j , a, R2 :
Terme en ax nul,

Terme en #y nul,
— (3 — «A — t 'Aa=o;

Terme en a2 nul,

Terme en Ra nul,

D'où les deux équations qui déterminent a et (î

a — I A P = I ,

l'Aa -+- (3 =r—«A;

ce qui donne les valeurs cherchées :

i -h A2
 o — 2 /A

Conclusion. — Si i — A2 7^ o, la fonction de Green du problème est

ou encore, en mettant en évidence les variables (a?, JK)> (Ç, Y)),

n - A2

2_ R
21A TQ
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Intégration de Véquation des marées. — Montrons maintenant
comment, dans le cas actuel, on intégrera l'équation indéfinie

do dq> C C
à* ày ' J Jfo

avec la condition au bord

G(#,y; £, Y]) étant la fonction de Green précédente et k une constante
auxiliaire, il suffit de poser

i r r ,

Les termes accentués signifient que ce et y doivent y être remplacés
par \ et YJ.

A l'aide d'intégrations par parties, cette équation prend la forme de
Fredholm; et, si l'on ne se trouve pas dans un cas singulier, elle admet
une solution unique 9 qui dépend linéairement de la constante auxi-
liaire k

Cette fonction o satisfait à l'équation indéfinie et il ne reste plus qu'à
exprimer qu'elle remplit la condition au bord.

Tenant compte du fait que, à ce bord,
âG âG __Ï_

dn ~*~l ds ~~ R
on a

at%^b'%~3rC'®'~~f'~{~e' f f ^ ^ ^ ^ '
ce qui permet de déterminer k, et le problème est ainsi complètement
résolu.

42. CAS DOUBLEMENT SINGULIER. — Les calculs précédents tombent en
THÈSB BBRTRAND 12
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défaut, si Ton a
A=±i

ou en remplaçant A par sa valeur
2 GL) COS 9O

c'est-à-dire s'il s'agit d'une oscillation dont la pulsation a est précisé-
ment égale à db 2 CD cos Qo; autrement dit, si le bord du bassin océanique
coïncide avec le parallèle critique. Il ne s'agira pas ici de l'équation
générale des marées, mais simplement de la recherche d'une fonction
de Green G qui vérifie, sur la circonférence qui limite le domaine <£>,
l'équation

dG .dG _ j _
an "*" l ös ~ II '

Calculons d'abord deux intégrales auxiliaires.

L'intégrale I,. — Soit le noyau singulier
y—x

cos -

2 . y — x
2

qui admet la période 211 par rapport à chacune des variables œ et y, et
qui a au point y = x un pôle simple dont le résidu est égal à 1.

J'envisage l'intégrale singulière

y— x
COS *

2 . y — .2? J

SU) -
2

D ' a p r è s la déf in i t ion m ê m e de I , , o n a

/ y — *

I^lim ƒ I 1-
h=o\Jo 2 s i n : r —

\ 2

Une primitive est
. . y — x
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ce qui donne

1]
= lim logs in - —logsin - -+- log sin (n— - ) — logs in - = o .

A = 0 L 2 2 \ 2 / 2J

On a donc
^ cos——

/ 2 . y — x J
t/° sin" -̂

2

L'intégrale I2. — J'itère une fois le noyau précédent et je pose

! __N _ r'2 7 t
N N . . ̂

ou encore

ce qu'on peut écrire

••=ƒ

z — x y — z
COS COS

9. 1

—-— -zrz
4s in^ ^-sin«- -

2 2

z — x y — z . z — x . y—z . z — x . y — z
cos-^ sin sin ^ h sin sin ^

2 2 2 2 2 2

4 sin sin - —
2 2

rc o s -r —
C™[ 1 2 \ .

I s = - -h 7 cos ^ I
2 4 2 /

sin sin •
2 2

. ^ — x . y — z

D'autre part, on a l'identité évidente
z — x y — z . y — z z — x y — z . z —

cos cos sin cos —• h cos ^ sin
2 2 2 2 2 2

z — x . y — z
sm^

2 2

. z — x . y — z
sin sin

2 2
y — x

— x . y — z
siu zL

2 2
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De sorte que l'intégrale I2 peut se mettre sous la forme

y — z
^
y

/

'2TCCOS „'îirCOS^
2 . I V X / 2 ,

dz-^r 7 COl ^ I dz.
. 2 — x 4 % Jn . y — -s

7T i y X

2 4 2 ^ s i n - ** " "• s in ;

Or on vient de voir ci-dessus que chacune de ces intégrales est nulle, et
il reste simplement

z — x y — z

X
'V-K COS COS

I 2 2 , TT

4 —j3^—7=!rf*=r2 2

Vérification de la formule fondamentale. — Calculons

3= f - — dy f *- — dz.
ƒ 2 Y Xi 2 Z V

o l l l ————— a l l l —————

2 2

On sait à l'avance que J = o,*d'après la valeur de I,. Mais, en vertu de
la formule (32), on a aussi

y — x z — y

/
27C r'*iz C O S ^ COS *->

dz j — dz,
/ L A V X Z V

w «^o ^ s i n — -— s i n -
2 2

c'est-à-dire, d'après la valeur de I2,

J = — 7l2 -h / - <i^ = O.

THÉORÈME. — S'il existe une f onction G, il en existe une infinité. Soit
une première fonction de Green G, vérifiant au bord la condition

<2G . dG î

et une seconde du même genre G'

leur différence
V G — (J*
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est une fonction harmonique ayant pour condition à la limite

dV .dV
on as

Conformément à la méthode de Fredholm, j'essaie de représenter V
par un potentiel logarithmique de simple couche, dont je prends la
densité p(s) pour inconnue

Je porte cette valeur dans la condition au bord et j'obtiens l'équation
homogène

Fig. ,4.

Comme la frontière est une circonférence de rayon R, cette équation
prend une forme très simple.

Soient 0 et 0' les angles qui déterminent M et M'.
On a d'abord

d'où, par conséquent,

±dsf=: —77 ds'=z -—Rtffô'z=: ,
r 2 H 2 H 2

puis
Q'—Q

2 . 6 — 0
S I Ü

2



d'où l'équation de

- i rp(0)

ou encore

P

Fredholm

-h 1 - p(6f)d

* r''2ni

- 94

i
cos

sin

—

'în COS —i
. r i 2
V 2 . 6>r— 0

2

9'— 6
2 . . ,

0'— Ô P ( ! :

en posant

Essayons d'abord d'appliquer la méthode générale

ce qui donne

2 2 Jo 2

J'applique la formule fondamentale et je tiens compte des valeurs ci-
dessus trouvées pour \{ et I2 ; j'obtiens

X

Et comme

Véquation itérée se réduit à une identité.
La méthode générale étant illusoire, je distingue dans p la partie

réelle et la partie imaginaire
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l'équation en p se sépare en deux :

= i f
Je

f
Je dis que chacune de ces deux équations est la conséquence de Vautre.

Pour le démontrer je me donne arbitrairement p, (0) et je pose

Je multiplie tous les termes par-cot > j'intègre tout le long de

la circonférence et j'en prends les valeurs principales
/ i l

- I cot p2 ( 0') dO' — -— ƒ c o l dB' I c o t pi (0"
2,/c 2 -»7I*A; '2 Je 2

d'où, en appliquant la formule fondamentale,

2 J ç. 2

= =_ 7 r p ( 0 ) + 7 L Ç9x{Q")dQ" f col^-?* cot6" ~ 9' dQ'

et, en se reportant à I2

col cot dB'= ->
2 2 2

I f col

on obtient ainsi exactement la première équation

P l (0)=-J- T COl^=^Pt(
271 Je

Conclusion. — Étant donnée une fonction de Green Go vérifiant au
bord la condition

<?G0 .dG0 __ \_
on " h l d5 ~" R '
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on en obtient une infinité d'autres G en se donnant p,(9) arbitraire*et
en posant successivement

=^ f
2 7T Jc

p(s) = pi(s) -+-ipt(s),

G = Go+ f p{s)\o%l-ds.

Relation avec tes fonctions analytiques. — Soity*(s) une fonction quel-
conque de la variable complexe z = x -+- iy

f(z) = P{a;,y) + iQ(*,y).

On a les relations

ôx dy dy doc
Je pose

r(j?, y)=zP(x,y)-iQ oc, y)

et je cherche la valeur sur la circonférence de rayon R de
di> .dv
on as

dv _ i( ài> à<>\_ i l " fàV .àQ\ ( ÔP

(5F " " " " R V ^ œày)^ \\V\àx lôjc)' X\dy'~ldf)y

dv _ i r

ce qui donne, quelle que soit la fonction
dv .dv

h f 3- = 0 .
cm as

La proposition précédente peut donc s'énoncer ainsi :
Pour un bassin circulaire limité par un parallèle critique, s'il existe une

fonction de Green Go vérifiant au bord la relation
dG0 . do*Q _ 1
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il en existe une infinité définie par la formule

G = Go

où P et Q sont les deux fonctions associées d'une fonction analytique.
Ces deux exemples (nos 41 et /i2) donnent une idée des circons-

tances diverses qui peuvent se présenter dans le cas général.

CHAPITRE IV.

LES ÉQUATIONS DES MÀllÉES ET LE CALCUL DES VARIATIONS.

4 3 . ENONCÉ DU PROBLÈME ET RAPPEL DES ÉQUATIONS DES MARÉES. — Le but

de ce Chapitre est de ramener les équations des marées à un problème
du calcul des variations. Dans l'intention de provoquer des recherches
et de préparer l'application de la méthode de Ritz, IL Poincaré a
donné une solution de la question et il a été suivi dans cette voie par
A. Blondel et M. F. Jager. Mais Vintégrale de Poincaré renferme des
coefficients qui deviennent infinis à la latitude critique. Conséquem-
ment, il n'est pas sans intérêt de chercher à éviter cette première
difficulté.

D'après les équations (io) du n° 15, chaque oscillation contrainte
harmonique complexe du bassin formé par l'ensemble des océans est
déterminée par les équations suivantes, où oc et y désignent les coor-
données sur la carte de la molécule liquide mise en mouvement par la
marée.

En tout point intérieur au bassin océanique ot),

(34)

. O
U -+- 2 l Ç -

OC

.0) COSÔ
V — 11 u :

1

Î T

âhu àhv
—r 1 3 — >
ojc ay

~~~ J JLQ
ïldx'dy'

k'\

THESB BERTRAND 1S
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Au bord (C) du bassin, la condition suivante doit être vérifiée :

hy dx — h u dy = o.

44. L'INTÉGRALE DE POIISCARÉ J. — Si Ton élimine les pseudo-déplace-
ments u et v, on obtient les équations (11) du n° 16, qui, en modifiant
légèrement les notations, peuvent s'écrire

Z d f j do \ d / , d(Q \ . f dep dï\ d<& dti
A* dx \ l dx ) dy \ i dy ) \dx dy dj dx

(35) hoc*

4 «2 cos2 0 — a* *

avec la condition au bord

/ ^9
\ an

&) COS0

<x as
\
)

Pour obtenir la forme cherchée, dans toutes ces équations je sépare
la partie réelle et la partie imaginaire en posant

F =Ft+iVt,

et j'obtiens ainsi les quatre équations indéfinies

-1- A
ày

(36)

d / , dvz\ ^ f * do2\ ó®i dfi do{ dn Zi
dx \ l dx J dy \ dy ) üx dy dy dx k1 *

2i
a2A2 a2A2 a2A2

À2 a2A2 a2A-2 "1" a2A2
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et les deux équations a la frontière

(37)

\ dn a ds J

Je multiplie respectivement les quatre équations indéfinies (36) par

et j'intègre dans tout le bassin océanique dB, limité par le contour (C);
cette intégrale doit évidemment être nulle.

Je dis que cotte intégrale se ramène à la variation exacte SJ d'une
intégrale J dont je vais chercher l'expression.

Les deux premiers termes de la première équation (36) intégrés
par parties donnent

J J&làx\ * àœ) ày\ïdyJ]Jl J

'\ôx dx dy dy J J Jc
 l\dx J dy

ce qui peut s'écrire

e,t les termes analogues de la seconde équation donneront

/ \ T- \ hi ~1T• ) "+• T - \ hi -f1 )\ ô(?2 dx dy(öL^V àxj dy\ ldy)\ ^2 J

* J J® l\àxj \dy J J ' J c dAi

En
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cette intégrale peut s'écrire

-fi [- - f;
autrement dit,

ày dx dx ày

On a de même

J J^\ôx ày ôy dx) ^ J

J J(t) L ^r ^ dx ôy \ J Jc as •

D'où, en réunissant ces quatre intégrales, on a d'abord pour les inté-
grales doubles

\ ^ ày dx ây

puis pour les intégrales simples, en se rappelant que

J€ \àn a as J r Jc \dn a as J t%

Si l'on se reporte aux conditions à la frontière (37), on \oit que ces
deux intégrales curvilignes sont nulles, car h{ contient h on facteur.

On a ensuite
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qui est une variation exacte, à savoir

if f \_kn+ oc**2 J

et il reste

Envisageons Ç, et nff
t,

tK '*" } J J<£> **(*', y') r{x, y; *', y)

et par conséquent

puis

d'un autre côté,

J J&> k

~ J Jn
La fonction r(.x, y; .r', >') est symétrique par rapport aux paires de

variables x,y; oc', y \ les deux intégrales quadruples sont donc égales
et Ton a



On a donc

Rassemblant tous ces résultats, nous voyons que les six équations
du problème ont pour conséquence

dJ = o,

en désignant par J l'intégrale suivante

^

dy dx dy ) A2

2aU' 2 2 a1/:2 2 a2 A2

Remarque. — Cette intégrale, trouvée par Poincaré clans le cas de
A = o au bord de la mer, est encore valable si le bassin océanique est
limité par une falaise verticale, comme Ta montré M. Jager. La marche
suivie ici prouve que le même théorème est vrai si le bord de la mer
se compose en partie de plages, et en partie de falaises.

Réciproquement. — Dans le champ fonctionnel on <p2, *(,, t2, où les
fonctions y,, ç2 vérifient les équations aux limites, si Ton cherche le
système de fonctions qui annule la variation première SJ, on trouve
que ces fonctions sont déterminées par les quatre équations (36) qui
ont servi de point de départ.

45. L'INTÉGRALE J,. — L'intégrale de Poincaré J contient hK et r\ qui
deviennent infinis à la latitude critique. Il est aisé de former une inté-
grale J< qui ne présente pas cette difficulté. Pour cela, il suffit de
reprendre les équations (3/j) et de refaire le raisonnement précédent.
Posons donc dans ces équations

cp =2 <p,

n^n'.
F ^ F ,
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elles deviennent
2 G) COS 0 à®*

2WCOS0 d®t

-2 M cos 9 d<0\

d hut à hvx

_ _ H- _
d hu2 d hv-2

9i , A-Ct n ;

ir; F2 _
2 A 2 2 A 2 ~"~ 'A:2 a 2 A 2 a 2 A2 a 2 A

la condition au bord se dédouble en deux équations :

hui dy— hvx dx — o,
h u2 dy — h c2 dar •=. o.

Je donne à u„ u2i v{, v2 de petites variations oui9 Sw2-» ̂ ^ Bv2 respec-
tant les conditions au bord, à <p,, <p2, ̂ f, Ç2 les variations Sç4, Sç2,
S£i> SC2î je multiplie les équations respectivement par — hBu{,
— h$u2, —Aof,, —htv 2 , ocp4, So2, o^,, o(̂ 2, puis par dxdy, et j ' in-
tègre sur toute la surface (ö du bassin océanique. J'obtiens ainsi une
intégrale qui est évidemment nulle.

J'ai d'abord

ƒ I — h ( ut èut -f- u2 dit2 -H r , <5r, -f- ^2 ̂ t?2 ) dx df,
J J(û-

qui peut s'écrire

puis
/* C 2 0) COS0 , . . ç, -,
l l A f ^ ö M j — ^ i Ô M J — a , öi'1, -h ux



qui s'écrit
i f f s w cos 9oj J

vient ensuite

r <te ày dy

qui, par l'application des formules de Green,

se dédouble en deux intégrales

Je
\ (dhàux âhàvx\ /âhdu

?i ( —ï— H — i — • ) "+ ? (
l \ àjj dy )

« ( —3— H — i —
2V dœ ày

l'intégrale simple est nulle, puisque 8ui9 ovi9 Sw2, ov2 vérifient les
conditions à la frontière.

On a maintenant

la somme des deux dernières intégrales doubles forme une variation
exacte, à savoir

Puis on a

_rr t.rfp. + T.tt. + c . f r .+yac^ 8 f ƒ
^ ./ÖB ^ J J(O

« h ? ) ^ I L=ô IL ¥-^2
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et comme ci-dessus

En rassemblant tous ces résultats, on voit que les dix équations de
départ ont pour conséquence

&J, = o ,
à condition de poser

( 3 9 ) J , - = -

CC r /<*/*". dh\\\ (ôhu, àhv%\\, ,
/ / ©il —5—L •+" —s—* M " ? Î ( —i—1 H T~̂  )\dJC dy

L ^

Réciproquement. — Dans le champ fonctionnel ut, v{ ; //2, e2; 9,, <p2;
^,, *C2; où M,, e,, i/2, 2̂ satisfont aux conditions au bord, si l'on cherche
le système de fonctions qui annule la variation première oJ4,on trouve
que ces fonctions sont déterminées par les huit équations indéfinies
qui ont servi de point de départ.

11 suffit pour le vérifier de refaire les calculs précédents, mais en
sens inverse.

L'intégrale J, ne contient plus aucun coefficient susceptible de
devenir infini.

46. L'INTÉGRALE J2. — Dans l'intégrale J,, il est facile d'éliminer <p
et £. On a, en effet,

Ç, ô Im 1 à hvt

T* ~ ~~~dl~ ~^ ~Jy~'
Ci ô hut à hvt

Le problème des marées revient donc à écrire

THKSK BERTRAND
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en désignant par J2 l'intégrale suivante

(4o) j f = _

ôx ày
n; (ùhu, x

avec
wtn C C l (à hit à hv\ _ ,

J c/(0 r \ OT vy J

Cette intégrale J2 ne contient plus que quatre fonctions inconnues.

47. L'INTÉGRALE J, SUR LA SPHÈRE. — II est aisé de transformer J,, en
revenant de la carte à la sphère elle-même; il suffit pour cela de se
rappeler que

dx2 -h dj 2 = k2 (d9'2 -h sir

et que u et v sont des pseudo-déplacements liés aux déplacements
réels u' et v1 par les équations

Soient maintenant U et V les composantes du déplacement sur le
méridien et le parallèle ; on a

On a par ailleurs, pour la dénivellation £ :



— 107 —

Sur la carte,
Ç â ha à hv

Sur la sphère,
„ . a dhUsinO â hv
Ç g i n 0 = _ _ _ + _ r .

d'où l'égalité

\ àx + ây ) ~ ~ sin0 [ dô "*" dty J *

Quant aux éléments d'intégration,

Et l'on voit que l'intégrale J, peut s'écrire

\ Vf 4- U2 -h V»—

T T)]

s i„
48. CONCLUSION. — Cette formule ne contient aucun élément sus-

ceptible de devenir infini ; elle est donc tout à l'ait adaptée à l'appli-
cation formelle de la méthode de Ritz.

Dans le cas fictif d'une mer recouvrant tout le globe terrestre, il n'y
a pas h se préoccuper de conditions aux limites. Ou pourra, par
exemple, développer les huit fonctions inconnues en série de fonc-
tions sphériques, et cela permettra facilement de tenir compte de
l'attraction du bourrelet.

Envisageons, en effet, le potentiel du bourrelet à l'intérieur de la
sphère terrestre

dans le cas présent le domaine <o c'est la sphôre tout entière, et,
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d'après un théorème fréquemment invoqué au Chapitre II,

Décomposons donc en série de fonctions sphériques Ç sur la sphère
et II'' en son intérieur

la relation précédente donne
À

2 / 1

et l'on pourra traiter le problème dans toute sa généralité.

Vu et approuvé :

Paris, le 5 juillet 1922.
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