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SUR LA RECHERCHE

DES

POINTS SINGULIERS DE CERTAINES FONCTIONS

DEFINIES PAR LEUR DEVELOPPEMENT DE TAYLOR.

INTRODUCTION.

1. Les problémes abordés dans le présent travail peuvent étre
classés en deux catégories :

A. Je me donne deux séries de Taylor dont les rayons de conver-
gence ne sont ni nuls, ni infinis :

o

q;(x):Z a,x", k(x);i b, x".
n=>0

n=20

Elles définissent deux fonctions analytiques. Je désignerai, dans tout
ce qui suit, la série £a, b, 2" par H[¢(«), k(x)] ou par H[g, k], et ce
symbole représentera aussi la fonction analytique correspondante )
D’aprés un théoréme de M. Hadamard, tout point singulier « de”
H[q, k| est égal au produit By d’un point singulier 3 de g(x) par un
point singulier y de k(z). M. Borel ('), puis M. IFaber (*) se sont

(") Borer, Sur les singularités des séries de Taylor (Bull. Soc. math.
de France, t. XXVI, p. 238).

(%) FaBer, Jahsesberichte der deutsche mathematiker Vereinigung, 1907,
Bd XVI.

THLSD SOULA 1



2 J. SOCULA.

demandé dans quels cas on peut affirmer qu’un produit By est bien
singulier pour H[2, k]. En fait, 8y peut &tre un point régulier de
H[o, k] et la disparition de cette singularité se produit souvent quand
il existe un autre point singulier ' de ©(xz) et un autre point singu-
lier v de k() tels que By = B'v’, ce que nous exprimerons en disant
que By peut élre obtenu plusicurs fois. Il peut arriver que By soit
point régulier de H| ¢, %] sans que By soit obtenu plusieurs fois. On
verra de nombreux exemples de ce fait dans ce qui suit; je signale
dés maintenant le suivant :
Je pose

o(x) :2 cos E-;/—nx'a_

~
. TV« . .y e pa -
On sait que cos—;i— est une fonction entiére de u, de genre inférieur
a 1. Il en résulte, d’aprés un théoréme de M. Leau, que ¢(«) n’a pas
d’autre point singulier que le point 1, qui est d’ailleurs point essentiel.

Je prends ensuite

Mx>:2 xer0?
p=0

série présentant un grand nombre de lacunes et qui, d’aprés un théo-
réme de M. IFabry, admet son cercle de convergence comme coupure.
@ étant égal a 1, v étant un point quelconque de module 1, la singu-
larité By disparait, bien que By ne puisse étre obtenu qu’une fois,
¢(x)n’ayant qu’un point singulier : on a en effet H[¢, k] =o.

Pour étudier de telles disparitions de singularités, nous aurons a
faire usage de I'une des reinarques essentielles de M. Borel. Supposons
que 3(x) admette un point singulier isolé et séparable. Yentendrai
par la, dans tout ce qui suit, que I'on peut écrire

o(2) =9 (x) + @ (=),

¢,(x) n’ayant pas d’autre singularité que 3 & distance finie, ®(x)
étanl réguliére en B. Soit v, un point singulier de la fonction k(x),
si By ne peut étre obtenu ¢u’une fois, Pallure de la fonction Ho, k|
en By ne dépend que de la partie irréguliere 9,(x), elle est la méme
que celle de H]g,, A]. M. Borel signale ensuite des catégories de
points singuliers 3, les poles entre autres, pour lesquels Hfo, k] est
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toujours irréguliére en By, si Py ne peut étre obtenu qu’une fois, et
cela, quelle que soit la fonction & (z), irréguliére en y. J'ai été ainsi
conduit & me poser les questions suivantos :

1° A quelles conditions un point singulier § de ¢(z) est-l tel
que H[y, k] admette le point singulier By toutes les fois que k()
est singuliére en v et que By nec peut étre obtenu qu’une seule fois?
Si B posséde cette propriété, je dirai que c'est un point singulier
principal de ¢(x). Un pole est un point singulier principal, le fait,
pour un point singulier séparable, d’étre ou de n’étre pas principal,
ne dépend que de la partie irréguliére. Je serai ainsi conduit a traiter
d’abord le cas ot ¢() n’a qu’un point singulier.

2° Je considére la fonction ¢(x), admettant, entre autres points
singuliers, un point singulier 3. Iist-il possible que H|[g, k] admette
toujours le point singulier 8y, quand k(«) est singuliére en y et cela
méme si By peut étre obtenu plusicurs fois? Si 8 posséde cette pro-
priété, je dirai que c’est un point singulier principal absolu.

B. Je me donne la fonction ¢(x) =ZXa,z" et une fonction g(u),
définie pour u=a,(n=o0,1,2,...), qui sera, en général, holo-
morphe pour ces valeurs de la variable. Je cherche les points singu-
liers de F(x) =X g(a,)x" en supposant connus ceux de ¢ (x).

Ce probléeme a été traité dans des cas particuliers importants et
les résultats obtenus sont bien connus : je ne puis que renvoyer a
’Ouvrage de M. Hadamard : La séric de Taylor et son prolongement
analytique ('). Je citerai les théorémes de M. Leau (*) :si a,= ~ct
si I’on prend g(u) holomorphe pour z = o, FF(x) n’a que le point
singulier 1;si a,= n etsi g(u) est fonction entiére d’ordre inférieur
a 1 ou égal & 1 par exces, F'(«) n’a que le point singulier 1, qui est
essenticl. Ces théorémes ont été démontrés & nouveau, notamment

par MM. Le Roy et Faber (*). M. Leau traite encore le cas ol g (%)

(') Collection Scieniia. Gauthier-Villars.

(*) Leau, Recherches sur les singularités d’une fonction définie par une
série de Taylor (Journal de Liouville, t. V, 18¢g).

(®) Le Rov, Sur les séries divergentes et les fonctions définies par un déve-
loppement de Taylor (Annales de la Faculté de Toulouse, t. 11, 1900, p. 341
et 349). — FaBer, Mathemaltische Annalen, 1903, Bd LVIL



h J. SOULA.

est une fonction entiére et o g (z) véiifie certaines conditions. Les
résultats les plus simples sont ceux oli ¢(x) n'a que le point singu-
lier 1 et ou il existe un nombre positif ¢ tel que |1 - |?| ¢ ()] soit
borné au voisinage du point 1, ce que jexprimerai en disant e ce
point singulier est d’ordre fini et que son ordre est q. F(x) n'a
encore que le point singulier 1 si ¢ < 1; ou bien, si ¢ > 1 et si l'ordre

. .y . v . . 1
de la fonction entiére g(u) estinférieur a

1—q
M. Fabry (') a traité le probléme quand a, = n ct quand g(u) est
holomorphe dans un angle qui admet la partie positive de Paxe réel
I
, Tl
a tout nombre positif donné dés que |z| dépasse un nombre
convenable. Nous exprimerons ce fait, dans la suite, en discnt

pour bissectrice et telle, de plus, que L|g(u)| devienne inférieur

que T;WL]g(uﬂ a uniformément zéro pour plus grande des limites

dans cet angle. M. Fabry a montré que F(«), n’a, dans ce cas,
pas d’autre point singulier que 1 sur son cercle de convergence.
M. Le Roy (?) a traité le méme probléme dans un cas particulier.
MM. Mellin ct Lindelof (*) ont étudié la méme question que M. Le
Roy et des questions analogues.

2. Les méthodes que jemploieral nrésentent quelques analogies
avec celles que M. Volterra a créées pour étudier ce qu'il appelle la
composition de premiére et deuxi¢éme ecspéces (‘). Je considére
H[z, /] comme transformée de k(x) par une opération distributive
par rapport a I'addition. Il y a licu d’étudier 'effet de plusieurs opé-
rations successives ct 'on voit que, transformer p fois k() revient &
effectuer Uopération H{9,(x), k(x)| en posant g,(z) = Za)z".

() Fasry, Sur les points singuliers d’une série de Taylor (Journal de
Liouville, t. IV, 5¢ série, 1898).

(?) Le Roy, Memoire cité.

(*) Livbevor, Lecons sur le calcul des résidus (Collection Borel, p. 108
el suiv.).

(*) Voir, par exemple, VoLTerrA, Lecons sur les fonctions de lignes (Col-
lection Borel).
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Il faut étudier aussi I'opération inverse de la précédente, c’est-a-
. . . xn
dire celle qui s’obtient en remplacant ¢ (z) par g_,(x) = za—-
n

On a pu construire des théories générales des opérations distri-

butives (). Toule théorie de la transformation T qui remplace F

par T(F) demande ’étude préalable de la transformation qui rem-

place F par
AT(F) + RTH(F)+...+2TP(F)+...,

T# étant le résultat de p transformations T. Cette étude préalable a
fait, par exemple, 'objet des théorémes de M. Fredholm dans le cas
de la permutabilité de deuxiéme espéce. On passe ensuite de la trans-
formation précédente a la transformation qui remplace F par (?)

&(F) = C,AT(F) + C,RT(F) 4 C03T(F) + ...
et qui fait correspondre &(I") a la fonction analytique
&) =Ch+ CyA2 + C3h2+. . ..

Nous verrons, de méme, qu’il est possible de déduire 1'étude de la
fonction

R(z, A\)=Cho(x) + Cyho*(x) +...+CohPo () +. ..

de celle de
Q(z, N)=2¢(x) -+ Moy (x)+ ... + AP0 lz) + ....

T"'

Or, la deuxiéme est formellement égale a “XZ et la pre-

1

Un
miére a Eg(?xdn)x”, ce qui permet de prévoir que le probléme B,
dans le cas ou g(«) est fonction analytique de #, se raméne au pro-

bléme B particulier ou g (%)= — ‘l- Il faudra donc faire 1’étude

u
de Q(x, L) et nous n’y parviendrons que pour des fonctions ¢(x)
particuliéres.

(') Voir PincuerLE, Atti della R. Accademia dei Lincei, 3 novemlre 1912.
(%) Voir VoLterra,Ouvrage cité, et Leesaug, Sur un théoréme de M. Volterra
(Bull. Soc. math. de France, t. b0, 1912).
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Je n’emploierai pas d’ailleurs, explicitement, la méthode de
MM. Volterra et Lebesgue, mais une méthode équivalente indiquée
par M. Borel ('), dans un cas particulier. Pour justifier le calcul
formel qui précéde, plusieurs méthodes peuvent étre employées : je
m’appuierai toujours sur la méthode due a M. Montel (*). Quelle qre
soit la méthode employée, il importe tcujours de commencer par la

recherche d’une borne de Q (#, A) quand « et A varient dans certaines
conditions.

3. Les problémes A et B sont liés I'un & I'autre au point qu’il est
préférable de ne pas les étudier séparément. On verra que la condition
nécessaire et suffisante pour que le point singulier, supposé unique,
de la fonction ¢ () soit principal, est que la fonction g, (x) = %E
n’admette qu’un point singulier, ce qui raméne le probléme A & un
probléme B. Mais, d’autre part, la nature de la fonction Q(z, ),
considérée comme fonction de x, dépend de la question de savoir si
les points singuliers de ¢ («) sont ou ne sont pas principaux. J'ai été
ainsi conduit & m’occuper alternativement des deux problémes.

Dans la premiere Partie, je reprends I’étude des théorémes de
MM. Leau et Fabry. Je généralise un des théoremes de M. Leau en
traitant le cas ol (&) n’a qu’un point singulier d’ordre g inférieur 4 1
et ot g(u) est non plus entiére, mais holomorphe & l'origine. Je
reprends ensuite la démonstration du théoréme de M. Fabry relatif

aux fonctions de la forme Eg(n)x”; la méme méthode permet de

traiter des cas particuliers, celui de M. Le Roy, entre autres.

La deuxiéme Partie est consacrée au probléme A. J'y donne des
conditions pour qu’un point singulier soit ou ne soit pas principal et
des exemples de points principaux et de points qui ne le sont pas.

La troisiéme Partie ultilise les résultats de la denxiéme pour I’étude
du probléme B en ne supposant plus que la fonction ¢(«) n’a qu'un
seul point singulier, mais en adoptant des hypothéses plus générales.

(') Borer, Sur la recherche des points sing-liers des series de Taylor (C. R.
Acad. Sc., 12 décembre 1898).

(*) MonrtEL, Lecons sur les séries de polynomes. p. 27-28.
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J’ai recu de nombreux eccouragements de MM. Borel, Fabry,
Hadamard et Vessiot; je dois surtout beaucoup a M. Montel qui m’a
aidé de ses conseils avec une inlassable bienveillance. Je tiens a leur
exprimer 4 tous ma vive reconnaissance.

PREMIERE PARTIE.

4. Généralisation d’un théoréme de M. Leau. — J'aurai besoin
de traiter le probléme suivant : Deux points x et z parcourent d’une
maniére indépendante un contour fermé; étudier le domaine

formé par les points t = ‘;

Je suppose d’abord que le contour est une courbe simpie C, entou-
rant I'origine, convexe, et méme (il n’y a pas d’'inconvénient & parti-
culariser ainsi le probleme) que cette courbe est une ellipse C ayant
son foyer a l'origine O. Je désigne son excentricité par e, et le

domaine cherché, par D. Je pose ¢ = re*?; on voit que le module 7 est
donné par

o 1+ ecosw

T 14 ecos(wm 4 cp)’

ot 'argument ¢ et le paramétre » peuvent prendre toutes les valeurs.
¢ étant donné, r vérifie, si ¢ fait partie de D,

ri(1—e?)—ar(1—e¥cosg) +1—e?So,

dé sorte que le domaine D comprend deux courbes I', et T',, entourant
Porigine et la région située entre ces deux courbes. I', et I, appar-
tiennent & une méme courbe algébrique d’équation

ri(1—e?) —2r(r—e*cosg) +1—e*=o;

elles se coupent au point 1 qui est point double de la courbe algé-
brique. Les tangentes au point 1, symétriques par rapport a 'axe réel,

T — &
font avec lui des angles dont la tangente est \/'—ezi Un tel angle
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peut étre rendu arbitrairement petit, il suffit de prendre e assez
voisin de 1.

N’importe quel point du plan peut appartenir & D, s’il ne se trouve
pas sur 'axe réel, il suffit que I'excentricité soit assez grande. En
exprimant que le point re‘® appartient a D, j’ai, en effet,

e (r—a)? )
T r*—arcoso -1
Or,
(r—m)’

r*—arcosg -1

<1,

Tous les points du cercle =1 appartliennent & D; la courbe I, est
intérieure, la courbe T, extérieure & ce cercle, car le produit des
valeurs de 7 correspondaut & une valeur de ¢ est égal a 1.

La demi-droite L qui est située sur l'axe réel, du coté positif, qui
part du point 1, n’a en commun avec D que le point 1.

Je vais traiter maintenant la méme question en remplacant le
contour C par un autre contour (' défini de la facon suivante. Je trace
un arc de spirale logarithmique d’équation g = ae ™ (a et m positifs),
et je marque les points A(w =0, p = a) et B(0 = — 27, £ = ae*”").
Les rangentes a cette courbe font, avec les rayons vecteurs aux points

de contact, un angle V tel que tang V = -- ;:—z Je désigne par a'angle

. .. LR _ s
aigu et positif tel que tanga = —; j’ai V = — «. Je trace ensuite une

droite AD, au-dessous de 'axe réel O z, faisant avec lui un angle aigu
dont la valeur absolue est o', tel que o< a'<la < g AD coupe
I’arc de spirale en D voisin de B.

Je raccorde la droite AD et Parc de spirale en tracant deax petits
arcs de cercle a3 et y¢ tangents a ces deux lignes; o est pris trés
voisic de A, et ¢ trés voisin de D, sur l'arc de spirale AD. Le
contrur C' sera formé de I'ar: de spirale o, du segment de droite v,
et des deux raccords o et y3. Cherchons le domaine D’ occupé par le

point ¢ = f quand x et z parcourent (.

On voit d’abord que D’ est borné, ne contient pas l'origine, et se

o . . I
transforme en lui-méme si 'on remplace un de ses points ¢ par ;-
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Il est facile de voir que D" a des points sur tous les rayons vecteurs
issus de Porigine O. Pour trouver les points sur le rayon d’argu-
ment g, il suffit de faire pivoter un angle égal & ¢ autour de O. Un de

Fig.

Y

Ayt . x
ses cOtés coupe C' en x, 'autre en z, et l'argument de < est o.

x
E
a plusieurs points sur chaque rayon issu de O ; le domaine D’ est une
sorte de couronne entourant I’origine.

Pour 1'étudier d’'une facon plus précise, nous considérerons D’
comme engendré par unc courbe C., qui est elle-méme le lieu du

ne garde pas la méme valeur quand I'angle tourne, de sorte qu’il y

point = = ¢ quand s reste fixe et quand = parcourt C’. Cette courbe

est semblable & C’ et passe par le point £=1. Elle faiten ¢ =1, avec
I'axe réel, un angle égal 4 I'angle de C’ avec le rayon vecteur Oz du
point z. Cherchons, d’aprés cela, la forme de D" au voisinage du
point 1. 1l suffit de chercher I’angle que fait, avec 'axe réel, la tan-
gente T, & la courbe C] au point 1 et de suivre ses variations quand z
parcourt C’ (voir fig. 2). Je trace, au point 1, les droites RR" ct S§’,
dont les directions au-dessous de Ox font avec lui les angles aigus a
et o'. Si z parcourt I’arc 8« de la spirale, la tangente T, reste sur RR’.
Si z parcourt I'arc «83, on voit que T, balaye un angle RS/ (et son
opposé R’S,), S8 est la position de T, pour z en 3; elle est aussi
voisine de §'S qu'on le veut, si 'on considére le raccord 3 comme
infiniment petit.

THESD SOULA 2
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Quand z parcourt le segment de droite By, I'angle aigu de T,
avec Oz diminue et T, balaye les angles opposés S, S, et 88}, S,S)
étant la position de T, qui correspond a y. Si, enfin, z est sur le

raccord v¢, T, balaye les angles S,R’ et S.R. Finalement, T, n’est

Fig. 2

jamais dans I'angle RS (ou R’'S") et elle peut étre aussi voisine qu’on
le veut des deux cotés de cet angle, si le raccord «f est assez petit.
T, occupe toute autre position a 'intérieur des angles RS, R’S,. Au
voisinage de 1, D’ a des points infiniment voisins de 1 sur tout rayon
dansl’angle RS/ et n’en a aucun sur un rayon de'angle RS. D’ présente
donc une sorte de pointe. Ajoutons que D’ est évidemment une aire
bornée par une frontiere qui est une courbe formée d’arcs analytiques.

Je dis maintenant que I'angle RS (au-dessous de Ox), est entié-
rement extérieur & D’. Je trace une droite L’ située dans cet angle.
Elie fait avec Oz un angle aigu dont la valeur absolue 0 vérifie

oL Lh<a g Si cette derai-droite rencontrait D’ en un point ¢

autre que 1, on aurait @ = ¢z,  ct 5 étant deux points distincts de C/.
La demi-droite zL’ déduite de L', en multipliant I'affixe de chaque
point par s, rencontrerait C/ en un point x autre que z. On peut
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tracer zL. pour chaque point z de (7, elle part de z et fait avec le
rayon vecteur un angle égal & — 0. Si z est sur I'arc de spirale, zL’ est
extérieur & C/, puisque la tangente fait, avec le rayon vecteur, un
angle négatif — o et que 'ona « >0, Si z décrit C’ en entrainant zL
avec lui, L' ne se confondra jamais avec une tangente, qui ne fait
jamais I'angle 6 avec le rayon vecteur. zL' est donc toujours dirigé
vers I'extérieur de C'. Il reste & savoir si cette droite ne va pas ensuite
couper le contour C’ en des points éloignés de z. L’étude de la figure
montrera aisément qu’il n’en est rien. La demi-droite L est donc
extérieure a D’ pour ! <0<« ct et W'a avec D' aucun point
commun aulre que 1.

Par contre, D’ contient un segment mn de l'axe réel et 1 cst situé
sur ce segment entre m et n. Il n’y a qu’a remarquer qu’on peut
prendre sur C’ deux points x et z de méme argument. On peut choisir z

. . o . x ..
voisin de A et o voisin de B. Alors = est voisin de e*™™ et, en prenant

le raccord assez petit, cette quantité est aussi voisine de e*™” qu’on le
veut. Le segment mn peut donc englober tout point de I’axe réel, il
n’y a qu'a prendre m assez grand (et, par suite, a et &’ assez petits).

Est-il possible de tracer un chemin cntiérement intérieur & I),
joignant un point de module inféricur & 1, & un point de la ligne L.?
On peut répondre affirmativement, puisqu’il y a des contours C; qui
coupent L. et qui ont des points intérieurs au cercle de rayon 1, il
suffit de prendre z sur $y pour s’en rendre compte. C, posséde alors
deux points réels d’argument zéro et dont les modules sont I'un supé-
rieur, l'autre inférieur 4 r. Mais il estaremarquer que ces chemins ne
coupent pas les lignes L et sont, par suite, situés au-dessus de Oz, au
voisinage de L. Ils ne permettent d’aborder L que du c¢6té supérieur.

On peut considérer le contour C” symétrique de C’ par rapport
a Ox. Il donne lieu & un domaine D” possédant des propriétés ana-
logues a celles de D'. Je signalerai que I'on peut tracer des chemins
situés dans D” allant de points intérieurs au cercle | 3| = 1 jusqu’a des
points de L et abordant L du coté inférieur.

Je remarqueral enfin que 'on peut associer un contour C et un
contour C! de facon que le domaine formé par la réunion de D
et Y recoucre entiérement un cercle assez petit de centre 1. 11 suffit
que I'angle RS, soit intérieur & I’angle des tangentes aux courbes T,
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et T'; et pour cela que I'ellipse € soit assez excentrique. On peut donc
se donner (7, C existe tel que la condition précédente soit vérifiée.

3. Je considére deux séries
¢(x) =Za,z" et  f(x)=2Zb,2"

qui définissent deux fonctions analytiques ¢ () et f(x). Je suppose
qu’elles sont holomorphes dans tout domaine fini comprenant I'o-igine
et n’ayant aucun point commun avec la demi-droite L et aussi dans
tout domaine fini n’ayant aucun point commun avec une demi-droite 1./
située, par exemple, au-dessous de l'axe réel, qui fait avec lui un
angle 0 aigu quelconque et qui part du point 1. C’est ce qu’on peut
exprimer en disant que ces fonctions n’ont a distance finie pas d’autre
point singulier que 1, quand on n’effectue que des prolongements
analytiques qui ne font le tour d’aucun point singulier.

J'admets de plus que I'on a au voisinage de o =1, et pour toute
valeur de x située dans un des domaines qui viennent d’étre précisés,

A B
|<P(T)l<—|‘,;c‘:_—l—“l,,* |f(»’v)]<‘l—x—__1|‘7,’

A et B étant des constantes positives; ¢ et ¢’ des nombres positifs
inférieurs & 1. On pourra dire que ¢(x) admet 1 comme point sin-
gulier d’ordre ¢. Je vais étudier I'intégrale

ds

]

J(x,y)ZQ‘;‘gJ:‘P@)f(}f’) &

prise sur le contour C dont il vient d’étre question, « et ) étant deux
. x F:4 . . .y
points de C. Comme — etz appartiennent au domaine D, quin’a pas

de point autre que 1 commun avec la ligne L, comme les fonctions
¢(?) et f(z) sont uniformes dans D, I'élément diftérentiel est bien
défini sans ambiguité et c’est une fonction holomorphe de z sauf pour
F=a,3=y.

Je suppose x différent de y, I’élément différentiel devient infini
I

I
et ;
|z—axl? " |z—y)d
variables réelles, I'intégrale peut étre définie sans difficulté. Dans ce
but, je tracc deux pelits cercles de centres respectifs et y, de rayons

comme

- On peut montrer que, comme pour des
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o et p’ assez petits pour qu’ils ne se coupent pas entre eux, pour qu'ils
coupent C en deux points seulement, pour qu’ils laissent I’o1igine &
Vextérieur. Je désigne par I' la partie de C qui est extérieure a ces
cercles, par v, la partie du cercle de centre x qui est extérieure a
Dellipse, par v, la partie du cercle de centre y intérieure & C. L'intégrale

) L z\ o(z\dz
(2, y) = 57 F+y.+y,?<z>f<y> =

anb ,
.;"” 2", cela résulte de
K

la démonstration du théoréme de M. Hadamard. Le point singulier y

représente le prolongement en «x de la série Z

de f <5> est bien extérieur au contour, le point singulier « est bien
Y

intérieur, la ligne yL est extérieure, la ligne —E obtenue en prenant

l'inverse de chaque point de L et en multipliant par « est bien inté-
rieure au contour comme le demande cette démonstration ( fig. 3).

Fig. 3.

. x .
On voit que z = - ne coupe pas la ligne L. quand z parcourt

le contour T' + vy, + v,, ?<,§> est donc bien défini et 'on a
x A
(@<t
=
et, de méme,
z B
. If(;) <—|_i|?,
)/

Evaluons la partie de I'intégralerelative a I'arcy, ; je désigne par M
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z g .
une borne du module de f (;) quand z est extérieur au cercle de
centre y et intérieur a un cercle de grand rayon contenant toute la
figure & son intérieur. Je pose z =z + pe'®, w varie de w, & w, sur

I'arc vy, : ——I_‘[<P<£>f<£)tﬁ 3
2(TC 1 3 y z

Cette quantité tend vers zéro avec p. On verrait, par un calcul
analogue, que l'intégrale le long de v, tend vers zéro avec p'".
L’intégrale le long de p a donc une limite lorsque p et ¢’ tendent
vers zéro et c’est cette limite qui sera l'intégrale J(z, ). D’ailleurs
% ¥ (z, y) est indépendantde p et de o', de sorte que J(z, y) =J'(x, ¥)

| a5 5 =11 G) o)

et 'on a ainsi une sorte de généralisation de I'intégrale de Parseval.
Ce qui précéde s’applique si 'on remplace le contour C par C,
D par D, L par une des demi-droites L.

I MApt—e
am [|x|—p]—7

(wg — o).

6. Je pars d’une fonction ¢(?) vérifiant les conditions que j'indique
au début du n® 5 et je forme

oy(z) =H|9(2), ¢(2)];  9s(@)=H[g(2), ¢(2)],

Ces fonctions n’ont que le point singulier 1. Je considére ¢,(2)
pour ¢ appartenant au domaine D. Cette fonction sera donnée par

0 (3)- 5 (203G
y% ¥ _zmlzq) s yqo y)

d’apreés ce qui précéde, x et y étant sur C. Ceci montre que M@,(E)
est le premier noyau itéré du noyau )i, 0 (;) fonction des deux

variables « et y qui parcourent C. L’ordre de grandeur de o, (;) pour

z voisin de y doit pouvoir se déterminer comme on le fait pour les
noyaux qui deviennent infinis pour # = y dans le domaine réel. Mais
ici encore, il n’est pas tout a fait évident que les méthodes ordinaires
s’appliquent. Je reprends donc le calcul.
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Je choisis une origine des arcs sur C. A chaque point z, y ou 3z,

correspond une abscisse curviligne s, s, ou s,.

s a pour borne
ds, pou

supérieure 1. Comme C est une courbe analytique, z — & se laisse
développer en série suivant les puissances de s; et de s, et est de la
forme (s, — s,) (s;, s,). La fonction w(s,, s,) est analytique pour
sy ets,réels et compris entre o et /, longueur de la courbe. (s, s;) ne
peut étre nulle, d’aprés sa définition, que si z =, elle scrait donc
nulle pour des valeurs de s, et s, égales et égales & un nombre déter-
miné a. Mais alors (s, — a) p(s;, @) admettrait la racinc double a.

dsz

— admetirait la racine @, ce qui ne peut avoir lieu que si  est un
2

rebroussement. La fonction continue |u(s,, s,)|, qui n’est jamais

nulle dans le champ o0Ss,<</, 0<s,<<![, a donc une borne infé-
rieure m. On a

1 .L‘___Ifll..’vl zdzd
yo\5)=am ), 20 G) ) a e

et, 1. désignant le rayon vecteur minimum de 'ellipse G,

1 a 1 Az fl ! d.
:‘)—,(Pg 5;) <Em2"p-2“"q’ o Sa— s |7 )s— s, |7 =

On peut, maintenant, appliquer un calcul classique ('). On voit

x y I . I
que @2<-)—,> est de 'ordre de T s et, par suile, de To =y

pour z et y sur C. Donc, [1 — ¢[**'|9,(?)| est borné, si ¢ appartient
au domaine D.

Les considérations précédentes sont valables si I'on remplace
C par ' et D par D'. (7 est, cn cffet, formé d’arcs analytiques,
ne présente pas de points anguleux, les coordonnées cartésienncs d’un
de ses points ainsi que leurs dérivées sont fonctions continues de I'arc
de la courbe.

Lz fonction |1 —2|**—'|9,(?)]| est donc bornée dans D et D'. Or,
D et D’ peavent étre choisis de fagcon a recouvrir le voisinage du
point 1. Je rappelle que () est holomorphe dans tout domaine

(") Voir, par exemple, Goursat, Cours d’Analyse, t. 111, p. 357.
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n’ayant aucun point commun avec une ligne L', ligne qu’il faut consi-
dérer ici comme donnée. Je choisis C’ de fagon que L soit une des
demi-droites extérieures & D’. Je puis ensuite choisir, comme on T'a
vu, le contour C de fagon que D et D’ recouvrent le voisinage du
point 1.

11 est donc démontré que | (1 — £)*?~* g,(2)| est borné au voisinage
de 1 quand ¢ est contenu dans un domaine ot nous avons admis
que 9(¢) est holomorphe.

Ce résultat obtenu, on démontrera, par 'étude de 'intégraie

1 I X 1 z
sim CE‘*’2<2)';*°<;>”’Z’
(2im)? x

ue ‘-~ est le deuxiéme noyau itéré de — (f-) et I'on calcu-
q y s (y) . y y\7

. lera de méme son ordre de grandeur pour x voisin de y. On peut,

(2im)r! <f

évidemment, continuer ainsi, et — %y

> estle (p — 1)** noyau

itéré deyl o (i—) Il est comparable & | !

&= == Donc, comme dans

le cas des noyaux réels, (—2—%)—”:%(;) finit par rester borné pour p
assez grand.

Il est a remarquer que ces résultats ne sont obtenus que par la
considération simultanée des contours C et C’. Ils ne sont pas démon-
trés pour une fonction qui aurait la ligne L. comme coupure essen-
tielle et qui veérifierait les autres conditions. Il faut que ¢ () soit pro-
longeable au dela de L vers le bas, jusqu’a une ligne L’ (ou vers
le haut, jusqu'a une ligne L"), pour que notre démonstration
s’applique.

7. Ce qui précéde permet de considérer I'intégrale de Parseval
généralisée comme unec intégrale de Fredholm et d’appliquer les
théorémes de M. Fredholm. Je dois étudier le noyau résolvant du

noyau -I};@ (3—?) Ce noyau résolvant I'(x, y, A) vérifie

(1) lﬁ%({)(‘;)l‘(z,y, Nds=T(=z, y, 1)—-}@(5).
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11 est le prolongement analytique en A de la série

[ TA x (2fimh)P! x
Lz, y, 2 =< <f +2m <—>+...+——— <->+....
(2) I(z, 7, 1) Al },) 7 3 7 %\y

Enfin, il y a lieu d’en écrire I'expression que donne la théorie de
M. Fredholm.
\ (2em)n—t x
Je désigne par - (;
pour . voisin de y et j'utilisc des notations analogues a celles de
M. Goursat (*).

Je désigne par D,(1) le « déterminant d’ordre infini » du noyau
(2fm)" !

> le premier noyau itéré quireste borné

cp,,<§>, par I',(x, y, \) son noyau résolvant. Le premier

Y
théoréme de M. Fredholm permet d’écrire :
(1)
I‘n(‘Ta)’v )\) - __B;V(T)—’

Dn<; ‘ 7\> étant une fonction entiére de A. Je pose ensuite

H(z, y, )\):;_,CP<£> + 2Ht)\<?z<£> +.. .+ M@n~:<£\:

y ¥ ¥ y
D,,(x w)
y

D, (")
L f H(z, s, 1) D,( °
l)”()\") c y~ ) n )
et j'étudie les termes du deuxiéme membre, en commencant par

0.(;

coefficients sont certaines combinaisons linéaires des noyaux itérés

ieye5)

j'ai

(3) 1‘(3?,,7,7\):H($,)’,7\)+1”‘1

7\"> dz,

7\">- Il est connu que c’est une fonction entiére de A dont les

D, (2]i) = e as(2)
¥ a};. vy \ry

(') Goumsar, Cours d’ Analyse, t. 111, p. 382 et suiv.

THISE SOULA
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avec
Pa
x x
Aa<;>:p2:1Cpcp,m<;> (=1, 2, ...).

On sait de plus que cette série admet une majorante. On a

()<
Y

pour x et y sur C, B, étant tel que ZB,2* soit une fonction entiére.

7\”) est de la forme

Ceci montre d’abord que, sur G, Dn(

X
J
;—<{J<§, 7\>- Posons 7 = ”';, $(t, 1) est définie et holomorphe lorsque ¢
est dans D. (¢, 1) est en effet somme d’une série de fonctions holo-

morphes, séirie admellant une majorante, dans tout domaine formé de
points appartenant & D et laissant le point 1 & 'extérieur.

H(z,y, ) est,deméme, dela forme %f(—;) et cette fonction devient
infinie comme <—;x—>——q pour « et y sur C. L’intégrale qui figure dans
1

Y
Péquation (3) est donc de celles que nous avons étudiées au n°® 3. Il

résulte de la que I'(zx, ¥, ) est de la forme i Q(;, 7\> et aussi que

Q <Ji/, 7\> est fonction de ¢ = % définie et holomorphe quand ¢ est dans

un domaine qui fait partie de D et qui laisse 1 & I’extérieur, pourvu
que A ne soit pas racine de D, (A*) = o.

On peul aller plus loin et donner une borne de T'{«x, y, 1) lorsque A
est dans un domaine borné, la distance d’un point de ce domaine & une

racine de D, (4”) = o admettant une borne inférieure et lorsque ¢ =

R

est dans un domaine D, qui fait partie de D mais laisse le point 1
'extérieur.

I est clair que, dans ces conditions,

b=y 0,7

xn>
¥

admet une borne. H(x, y, 1) en admet une aussi. Il reste a étudier
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I'intégrale qui figure dans I’équation (3). Je suppose x et y sur C et
je reprends les notations du n° 6,

/L B'
N B A
y <z M@y WI<mmm—p

B et B’ étant des constantes qui ne dépendent que de 'ellipse C,

ds
An > &5 ds,

H(z, mm("’

L
fH(ar, z, )\)D,,<“|7\">dz\<f
v G J 0 Y

_ BBt ds,
- prmd ) sy — sz |7
et cette quantité est bornée.

En résumé, F(w, y, M) est borné dans les conditions indiquées. }
Q(¢, 1) Dest aussi.

8. Je remarque que I'on a (si ¢(x) = Za,2”)
-1 ol
LI A <P<f>;ndzzinaﬂ,
21T . F4 3 y ‘)’

d’aprés la formule du n® 5. La quantlte 2! ost donc conslante carac-

an
e . I . '
téristique du noyau J—/go(;) Ceci montre que a, tend vers zéro
1 . , . . o .
avec ~- C’est un premier résultat relatif aux fonctions définies au

début du n° 5.

Posons

1
(¢, u)__—-Q< ’ 9L7tu)+ﬁ —

Je suppose que u parcoure un contour simple & entourant 'origine,
contenant & son intérieur tous les points a,. S’il existe des valeurs

e . 2T . .
caractéristiques A, autres qlleg,;a—— Je supposeral que ¢ ne passe par
it Yn

aucun point d’affixe 3{—75
P

Soit g(u) une fonction holomorphe sur o et a 'intérieur de . Je
considére

F(¢)= ;%Tfm(t, w)g(u)du.
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Siu est surcet¢dansD,, Q <l, Z;—ﬂ) admet une borne indépen-

dante de 7 et de u, d’aprés les résultats du n® 7. 1l en est de méme
de ®(¢, u) g(u). La méthode de M. Montel (') montre que F(7) ést
alors fonction holomorphe de ¢ dans D,.

Pour tirer parti de ce résultat, je cherche le développement de
® (1, u) au voisinage de £ = o. Je suppose

l[t]<b<;

>a>1 (pour n=1, 2,3, ...).

u
ay

Alors, la série

v_r o Lral
-——a, up
n=0 n=0 p=0
admet une majorante
1N oo
Ly e
r 4l (1

r étant la plus courte distance de l'origine au contour s. On peut
grouper les termes d’'une autre maniére :

© ©

C. ® £
n ,, .
£ — ! jalitnv___..l___l__._ — 1a17tn
tw—a, ub n wr— ¢ 2 up+t Z n
p=0 n—0 p=1 n=0

n=10

1 T ¥ 1
— - -—E-———m,t:q)tu.
ltl—[+lt2 up—1 ’() (4, )
p=1

Si donc tous les points du contour o sont tels que |u|>aa,

pour n =1, 2, ..., on peut, pour les valeurs de ¢ qui appartiennent

ln
dans

a D, et qui sont inférieures a 0, remplacer @ (¢, u) par Z —
¢« Un

'expression de F'(¢). On peut aussi intégrer terme & terme et il vient :

F(t)zzg(a,,)t".

n=0

(') MonreL, Legons sur les series de polynomes, p. 27-28.
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Cette série a donc pour prolongement une fonction holomorphe
dans D,.

Si le contour o, a l'intérieur et sur lequel g(u) est holomorphe
? q g\ I'p Y

ne vérifie pas une inégalité de la forme

5;|>a> 1,onn’aqu'arem-
placer ¢(x) par une fonction dont les coefficients vérifient cette rela-
tion en diminuant le module de certains d’entre eux. Comme les a,
n’ont pas d’autre point limite que l'origine, il n’y a qu’un nombre fini
de termes & modifier et le résultat subsiste.

Le domaine D, peut comprendre tout point du plan a I'exclusion
de ceux qui sont sur 'axe réel. Donc F'(¢) n’a pas de point singulier
hors de I'axe réel.

On peut remplacer le contour C par un contour C’ (ou C”) : ce qui
précede subsiste entiérement, F(¢) est holomorphe a I'intérieur des
domaines D’ (ou D”), F(¢) est donc holomorphe dans les régions ou
nous avons admis que ¢(¢) I’était. Nous énoncerons d’'une maniére
moins précise :

Sig (x) = Xa,x” n’a d’autre point singulier a distance finie que
le point singulier 1, en supposant que les prolongements analytiques
ne fassent le tour d’aucun point singulier; st, de plus, le point sin-
gulier 1 est d’ordre q ('), la fonction Xg(a,)x" n’a pas d’autre
point singulier que 1, toutes les fois que g(u) est holomorphe a
Uorigine. (Les a, n'ont pas d’autre limite que Uorigine, et g(a,)
est, par suite, définie dés quée n est asses grand.)

Il résulte de nos démonstrations que l'ordre de ® (¢, u) est 1, ce
sera aussi l'ordre de I(¢) en général.
¥

9. Cas particulier. Théoréme de M. Fabry. —Le cas ou a, = -

n

o(x)= L(;—ix) a été particulierement étudié. On peut obtenir des

résultats plus complets que dans le cas général et ne pas supposer
que g(«) soit holomorphe & 'origine. Je pose u = re™ et je suppose
que g(u) soit holemorphe pour |a|<a,, 0 <r <r,. Je suppose en

(1) Je rappelie que ces facons de parler ont été précisées au n°® 5.
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outre que g(u) vérifie certaines conditions de grandeur dans ce
domaine ot elle est holomorphe.

M. Fabry a démontré que si rL|g(«)| a uniformément pour plus
grande des limites zéro (') lorsque 7-tend vers zéro, F(x)=2Xg <%>x"
n’a que le point singulier 1 sur son cercle de convergence.

M. Le Roy a démontré de plus que si «, est égal a g, F(xz) n'a de
point singulier que sur I’axe réel du coté positif. Il supposait,il est vrai,
que g(u) vérifie une autre condition, mais MM. Mellin et Lindelof ont
étlabli que le résultat est exact sous la seule condition «, = ;—T M. Lin-
delof (*) donne, de plus, une étude détaillée de F () dans le cas ol «,
est égal a g etil signale d’autres cas plus particuliers intéressants. Je
ne reprends pas ces questions, je n’étudierai qu’'un cas particulier
nouveau el je montreral ensuite que le théoréeme de M. Le Roy et aussi
le théoréme de M. Fabry, dontla démonstration estassezcompliquée,

peuventsedéduire tréssimplement des propriétés de la fonction ®(x, u)
pour u voisin de zéro. Je pose

R Y )

1”«‘—'@

et j’al
1

1 1
D(x,u)= g ?R(x, u).
Je considére un contour & du plan de la variable z = re** compre-
nant deux segments de droite OA, et OA, dont les arguments sont «,

et o, et un arc de courbe A, A, raccordant ces deux droites, les
I

;7
morphe a U'intérieur de o et sur le contour (sauf a I'origine ) et admet-
tant une borne quand « est dans ce domaine. Je suppose que R(x, u)
soit bornée quand u« est sur le contour & (mais pas nécessairement

a I'intérieur et quand « est dans un domaine A, contenant 'origine et

laissant le point 1 & 'extérieur. Dans ces conditions, Zg(—)x” est

. I I} . ) s ) . .
points 1, ~> .-+, —, étant intérieurs & 5. Soit g () une fonction holo-

1
n

(1) Gette expression a été definie au n° 1.
(*) Legons sur le calcul des résidus, Chap. V.
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holomorphe dans A. Je vois, en effet, que u*®(x, «) est borné si x
est dans A et u sur 5. Le raisonnement de M. Montel montre encore
que
I
—_— 2
Fi(x)= zin/;u D(x, u)g(u)du

est fonction holomorphe de # dans A. Si || est inférieur 4 un nombre

xll

fixe, inférieur & 1, on peut remplacer @ (x, u) par 2 et inté-

I
U— —
n

grer terme a terme

> 2
Fa(x):Zw" #fz—ig%)du.
1 G

w— —
n

La fonction #*g (u) n’est pas holomorphe sur ¢, maiselle est bornée
et son seul point singulier, sur le contour & et a l'intérieur, est le
point O. On peut, par un raisonnement semblable & celui du n° 3,
établir que la formule habituelle du calcul des résidus est applicable.

On a donc
F,(x) :Z%g(%)x”

et cette fonction est holomorphe en méme temps que

Py =Yg (3)om

R(z, ) est borné quel que soit x dans A, comme on I’a montré plus

haut, tant que « reste & une distance bornée inférieurement des points

1, é, . ~,%, ... Il nous suffit donc d’étudier R(x, ©) sur la partie du

contour ¢ voisine de I’origine et pour cela sur une droite OA d’argu-
ment a.

10. Supposons d’abord cosa négatif. Je prendrai comme point de
départ I’égalité

1

— 1
f ipndt e ——
0 I

n—— 41
u
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oll n est un nombre entier quelconque. L’intégrale est prise sur
.. - — L ,
I’axe réel, la déterminationde ¢ “este *  (L(Z)réel).

172

t ,
dt repré-
11—l r P

On sait que M. Hadamard a déduit de la que (') f

®
n

. . x
sente le prolongement analytique de la serleE —_— Donce
0o nN— -L; +1I

1
1,7
Rz, u):xf ¢ vde

vy 1 —tx

Soit A un domaine borné, contenant I'origine, laissant a I'extérieur
la demi-droite L formée des points dont'affixe est réel et supérieura 1.

Siw est dans A, si ¢ est sur le segment 0.1, la fonction

1
— (oS &

une borne. D’autre part, si u = re™, | “| =¢ ', quantité qui est
aupluségalea 1 si Zest positifetinférieur a 1. On voitdonc que R(x, u)
est borné dans A.

Nous pouvons aussi étudier des domaines A coupant la ligne L.

L’intégrale
1
» Y ude
[ ==

représente toujours R(r, ©) si elle est prise sur un arc de courbe rec-
tifiable /, joignant o et 1, ne se coupant pas lui-méme, pourvu que la
fonction a intégrer soit bornée lorsque ¢ tend vers zéro sur cet arc et que

x
I admet
1—(a

le domaine A laisse a l'extérieur la courbe /' décrite par l—t quand ¢
décrit /. Sije pose t = pe™,

1 1
— —{co: G.Lp+(n) ne)—
l ¢t ul —e (cos st ),

b

et si ¢ tend vers zéro suivant une direction bien déterminée,

cosalp + wsina

(*) Hapamaro, Journal de Mathematigues, 4 série, t. VIII, 1892, p. 159 et suiv,
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1
croit indéfiniment par valeurs positives et |li’7‘ est inférieur & 1. La
fonction R(w, ©) est donc bornée dans tout domaine A du plan des
pourvu de la coupure /'. Cette courbe ' est d’ailleurs une courle arbi-
traire partant du point 1, allant & I'infini, ne se coupant pas elle-méme
et pourvue d’une asymptote. On peut doncdire que R( z, «) est borné
dans tout domaine qui laisse le point 1 & I'extérieur et qui ne fait pas
le tour du point 1.

En nous reportant au n° 9 nous pouvons conclure :

Si la fonction g(u) est holomorphe et bornée & U'intérieur du
domaine parcouru par la variable u quand on a r <1,|x|=a, avec

n 0\ o, . . . .
5 <o <, Xg <7L>x n'a que le point singulier x =1, st les pro-

longements analytiques ne font le tour d’aucun point singulier.

11. Je suppose que le point « soit sur la demi-droite d'argument «
tel que cosa soit positif. Les intégrales qu’on vient d’étudier n’existent
plus. On peuat cependant obtenir des résultats en partant de I'égalité

1
1 1 n—1—1—+l
1 I
f t "t dt= — : -
¢ 1 ]

n —— 41 n— - +1
u 21

P’intégrale étant prise le long d’une ligne C ne passant pas a I'origine.

1 1

La détermination de ¢ “s'obtient en posantz= pe®, ¢ "=e¢

et en faisant varier ®w d’une maniére continue & partir de w = o qui
correspond a f =1.

Je considére encore I'intégrale
1
¢ “dt
J(.Z‘, It) :f-———— .
P e Lt

Je suppose . dans un domaine A, borné, contenant I'origine, laissant
A lextérieur les points de la ligne C’ qui se déduisent des points de C

1
— E” p +iw)

par le changement de 'affixe ¢ en % Alors, J(x, u) est, de méme que

les intégrales déja vues, pour une valeur de « bier. déterminée, fone-
tion holomorphe de x dans A. Je cherche le dévelopoement en série de

THESE SOULA &
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J(x, u) au voisinage de l'origine, je désigne par t la plus grande

. ) , I :
valeur de | ¢| sur G, je prends || <C - § étantun nombre inférieura r.

1
"

. ¢ . . _
Je puis développer ——— suivant les puissances de x et intégrer terme
1 —lx

a terme :

: xh ATIL Qf‘ g(ix)n

e u)wzw—l——“ —¢& Z——T—ﬂ
0o N— — 41 o B—— 41
u u
d’ou
1

) zJ(z, u)=R{z, u) —~5 “R(tz, u)

et cette équation est valable lorsque x est dans A.
Je prendrai pour C un arc de la spirale logarithmique d’équation
p = e~"%n* de sorte que si £ = p e est un point de cette courbe, on a

1
ll “! = 1. L’arc C et son extrémité le point & sont pris intérieurs au
cercle de rayon 1.

La courbe C' est alors la partie de la spirale extérieure au cercle de
I
3

e . 0 R sepe py s .
intérieur au cercle de rayon ——, 0 étant un nombre positif inférieur a r.

rayon t et qui va du point 1 au point -+ Je supposerai le domaine A

Je dis que dans ces conditions R (2, #) admet une borne indépendante
de r=|u|etdex.
|R (§«, u)| admet d’abord une borne, puisque |Ex| <0 <1

: on : gn
IR(E”"»“I<ZI i <Z nsine’
ne=1 | — = n=1
u
1 o1
lE ”‘ est égal & 1, enfin V'intégrale J(z, u) est bornée, carll ”‘ =1

sur C et —

———admet une borne si x est dans A, puisque ;—parcourt
larc C' extérieur & A. L’équation (4) montre que |R(x,u)| est
borné.

On peut déduire de la le théoréme de M. Fabry :

Supposons qu’une fonction g (u) soit holomorphe et bornée dans
le domaine de la variable u = r e** défini par — «, SaZa,, r < 7, (avec

«, >o0,%, >o0,r, >o0), sauf a I'origine qui est poinl singulier.
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Je trace (fig. 4) deux arcs de spirale p = ™%, o = ¢~“""* que je
désigne par C, et C,. Ils sont intérieurs au cercle de rayon 1 et dis-
posés comme l'indique la figure. Je désigne par C| et C| les arcs des

Fig 4

o

mémes spirales déduits de C, et de G, par le changement de l'affixe ¢

d’un de leurs points en % Enfin, je limite C, et C, au point 1 et a leur

premier point de rencontre &, C| et ) sont limités au point EI Je
considére ensuite un domaine A intérieur au contour formé de C| et
C,;il résulte de ce qui précéde que si x est dans A, R (z, ©) est borné,
que z soit sur la demi-droite OA, d’argument — «, ou sur la demi-
droite OA, d’argument «,. 2g<%> %, est donc holomorphe dans A.
Je suppose maintenant, non plus que |g(«)| soit bornée dans le
domaine indiqué pour #, mais que | «|L | g(«)| aituniformément pour
plus grande limite zéro lorsque |«| tend vers zéro. C’est dire que, quel
P 2
que soit ¢ positif, | g(«)|e '"' est borné. La fonction g(u)e “ est
de module borné quel que soit le nombre positif A, car
——éco; o

|g<u>.e‘}7|:|g<u>|e

sl U — re'®

X cosa’
— = COS O

et cette expression estinférieure a | g(u)|e o désignantle plus

grand des deux arcs «, et «,. La fonction X g <%> Ci)n est holo-
morphe dans le domaine A. La fonction = g (;’) x" est holomorphe
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dans le domaine A, qui se déduit de A en divisant I’affixe de chacun

de ses points par ¢’. Comme e» est aussi voisin de 1 qu’on le veut,

I

g <;> x" est holomorphe & I'intérieur de A, qui est lui-méme aussi

voisin qu’on le veut du domaine limité par les arcs C et C',.

Si g (u) est holomorphe pour — a,Sa<a,, r<r, el sur la fron-
Liere de ce domaine sauf au point u = o, si rL| g (u)| a uniformé-
ment dans ce domaine pour plus grande des limites zéro lorsque r

s . I
tend vers zéro, la fonction F(x)=Xg <,—1> x" n'a, sur le cercle de
conpergence, que le point singulier 1 et elle est holomerphe entre
les arcs C et C.
Je suppose maintenant que l'on puisse prendre «, aussi voisin

43 5 1
de - quon le voudra, «, restant fixe. On peut supposer que > se

3

déplace sur C,. La valeur de  au point - de C/ est

3
tang o
o — 7t
tango, -+ tango,

Si «, tend vers 7—; cette expression tend vers 27. Alors F(«) est holo-

morphe dans le domaine compris entre I'arc de spirale p= e®®"*

pour w variant entre o et 27, et 'axe réel. Si «, peut lui aussi étre
. . .. T , .

pris aussi voisin de - qu’on le voudra, le domaine que nous venons

d’obtenir peut contenir tout point du plan autre qu’un point d’affixe
réel, supérieur & 1 et I’on a le théoréme de M. Le Roy.

St g(u) est holomorphe dans le domaine défint par
—Zoa<I <,
2 2

st dans ce domaine et sur sa frontiére rL|g(u)| est inférieur a
; N . 1

tout nombre donné ¢ dés que & est assez pelit, Eg(;) " n'a de

point singulier que sur la partie positive de l'axe réel.

Oa peut dcnner un énoncé un peu plus général : il suffit que
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rL|g(u)| devienne inférieur & € pour: |arg u| << a; r<ry; r, dépen-
dant de ¢ et de a et ne restant pas borné inférieurement si o tend

™
vVers —-.
2

Je signalerai, pour terminer, un cas intermédiaire entre celui

du n° 10 et celui du n° 11. g () sera supposée bornée et holomorphe
N T ™

dans le domaine — a, << a <a, avec — < <o, - <o T

w tang oy

Alors F () n’a de point singulier que sur la spirale p =e
(pour ® > o0). On peut d’ailleurs remplacer cette spirale par la spirale
o= e”""%sia<a, (x>>0), cequi montre que les points de la spirale
p = e“""% ne sont pas singuliers si l'on effectue le prolongement
analytique en abordant la spirale du cdté de sa convexité. Mais,
peut-étre, le sont-ils cependant, si 'on aborde la spirale du coté
de la concavité et si g (u) ne répond plus aux conditions que nous lui
avons imposées quand on remplace «, par un angle aigu plus grand.

12. Les coupures obtenues sont-elles essentielles? Il parajt difficile
de donner a cette question une réponse générale. Je me contenterai
d’affirmer d’abord que les contours C, et C, que j’ai choisis sont ceux
qui, par la méthode employée, donnent pour I (x) le champ d’holo-
morphie le plus étendu. Je n’ai pas mis ce point en évidence dans le
raisonnement précédent, mais il est facile de s’en rendre compte.

J'étudierai ensuite un exemple que jemprunte a M. Fabry (*):

F(x)_—_zgn[-l—kcos(Ln)l an (O<)\<l)

Il résulte du calcul de M. Fabry que x, et a, peuvent étre pris
aussi voisins de g qu’on le veut. F (x) n’a donc de point singulier que
sur l'axe réel.

Je considére de méme

'y
CP (.’l‘) —_ Z en [—1—eo0s (Ln) lwn;

un calcul analogue donne le méme résultat. Il en résulte que la

fonction
Y(x)=¢(etxr)= S enti—cos L] pn

(') Journal de Liouyille, 5° série, t. IV, 1898, p. 348.
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n’a de point singulier que sur la droite qui joint le point e~* au point
a l'infini sur I'axe réel positif. L'une au moins des deux fonctions
F(x) et W (x) a un point singulier autre que celui de son cercle de

convergence : S'il en était autrement, H[F, ¥'] n’aurait que le point
1

I —x
n'est pas possible d’aller, dans le cas général, plus loin que ne
l'indiquent les résultats précédents. Il est certain d’autre part que,

dans des cas particuliers, les coupures obtenues ne sont pas essen-
1

tielles : prenons g (u) = e “.Si I'argument « de u est tel que cosa
soit positif, le module de g () est borné. On est dans le cas de
M. Le Roy et cependant I'(«) n’a que le point singulier e sur T’axe
réel.

Je signale d’autres exemples qui offrent de l'intérét, a d’autres
points de vue.

Je prends g(u)=-e """ (a réel). Alors | g(u)| = e** reste borné
2u voisinage de l'origine. Done Xe™" 2" = Xn“y" n’a, dans tout le
plan, d’autre point singulier que 1. 1l en est de méme des fonctions
Esin(al.n)x” et Xcos(alin)x”, qui se déduisent facilement des pré-
cédentes et qui sont bien connues.

singulier e=?; or, cette fonction est - On peut donc prévoir qu’il

Je prends ensuite g(u) = e“" a étant réel et o réel et positif.

. , ai —
Alors |g(u)| = e 7"""*" est borné, de sorte que Xe ™x" n’a que
le point singulier 1.

13. Je vais montrer, par I’étude de deux exemples, que les dernijers
théorémes peuvent étre utilisés, non seulement pour la recherche des
singularités de certaines séries, mais aussi pour I'étude d’unme fonc-
tion g(«) au voisinage d’un point singulier.

Soit g(u) une fonction singuliére pour « = o, mais holomorphe et

L4 . 'n
bornée dans le secteur défini par — o, <a <a,, r <r, avec «,> =

Alors, comme Zg <%> 2" ne peat avoir que le point singulier 1,

d’apres le n° 10, la plus grande des limites de \n/

que 1 ou o; elle ne peut étre un nombre compris entre o et 1;

g <Z]> l ne peut étre
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Soit, en second lieu, une fonction g(u), singuliére pour z = o,
mais holomorphe pour tout autre point du secteur défini par
—a, <a<a,,a étantquelconque. Deplus, |«|L|g(«)| a uniformé-
ment pour plus grande limite zéro, lorsque {u| tend vers zéro dans ce
domaine. Je vais montrer que, dans ces conditions, les points de I'axe
réel pour lesquels la partie réelle R[g(u)] de g(u) change de signe
ne sont pas distribués d’'unc mani¢re quelconque au voisinage de I'ori-
gine. Par exemple, il est impossible ue les racines de R[ g(«)] soient

a a a . . .
les nombres @, — <> .-+, — - -+, qu’elles soient simples, et qu’il n’y en
Yo 3 n ’

ait pas d’aulres (@ est un nombre positif quelconque).
S’il en était ainsi, R| g(au — ©*)| changerait de signe quand u

. 1,
passerait de la valeur -~ a la valeur

» pourvu que n soit assez

R

n —+ 1

grand.
On a

1
ey 3 Y —
lu|L|g(au —w*)|=]au — u*|L| g(au u)lla-—uzl

Or, si |u| est assez petit, |au — 1*)|L| g (au — u*)| peut devenir
inférieur & toute quantité donnée, ccla tient a notre hypothése et au

. v N 1 1
fait que au— u® tend vers zéro avec u. Comme — tend- vers ~

.| g(au — u?)| devient inférieur 4 toute quantité posi-
tive donnéesi | «| est assez petit. Il résulte d’un théoréme de M. Fabry

on voit que |«

e . a I . . .
que la série g ( - — — 2" n’a que le point singulier 1 sur son cercle
S\n n?

y . 7 a 1 n o .
de convergence. La série X(— 1) g(; — -3 )" n’y a que le point

singulier — 1. Or, ceci est impossible, puisque la partie réelle des
coefficients est toujours positive.

. I v . . . r_ 1 ’ s
Sig (D> était entiére et d’ordre inférieur a 1, ce résultat serait une
\
conséquence des théorémes de M. Hadamard sur les fonctions
1 clul o .
g <7¢> ‘ < e, st petit que

soit ¢, dés que| u| est assez grand, et aussi lorsque la fonction n’est pas
entiére, mais vérifie des conditions plus générales.

entiéres. On voit qu’il subsiste lorsque
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DEUXIEME PARTIE.

14. Les méthodes que nous employons dans ce travail ne permet-
tent pas, en général, d’étudier toutes les déterminations des fonctions
analytiques dont neus nous occupons. D’un autre cété, les nombreuses
applications du théoréme de la multiplication des singularités que
nous aurons a faire seront facilitées sil’on considére les points inté-
rieurs a des espaces lacunaires comme singuliers (*). Nous adopterons
donc, du point singulier, la définition particuliére que voici :

Un point A du plan sera régulier pour la fonction ¢ (z) = X u,x"
si le prolongement analytique de la série peut étre poursuivi, au dela
de OA, le long du rayon OA issu de l'origine O. Si un point A ne
peut étre ainsi atteint, il y en a d’autres dans le méme cas que lui:
ceux qui sont plus éloignés que lui de 'origine. Dés lors, parmi les
points du rayon OA, qui ne sont pas reconnus comme réguliers, il y
en a un qui est plus prés de l'origine que tous les autres. Celui-la,
que nous désignerons par A, sera singulier. Soit maintenant B, sur le
prolongement de OA. Il sera régulier si on peut l'atteindre par un
chemin OB n’ayant que O et B en commun avec la demi-droite OB.
Dans le cas contraire, il sera singulier.

Avec cette définition, le théoréme de la multiplication des singula-
rités ne souffre pas d’exception Si H g, k] est singuliére en un point «,
c’est que 'on a « = 3y, 3 elant un point singulier de ¢ (x) ety un
point singulier de k(x).

Quand je dirai qu’une fonction n’a qu’un poiat singulier, il faudra
Uentendre au sens précédent. De plus, elle pourra étre irréguliére au
point & 'infini dont nous ne nous occuperons pas. Le mot point sin-
gulier ayant le sens qui précéde le point singulier 8 de «(x) sera dit
principal si, quel que soit le point singulier v de k(z), By est tou-
Jjours point singulier pour H{ ¢ /] si on ne peut 'obtenir qu'une seule
fois.

(') Vour Monrey, Lecons sur les series de polynomes, note p. 26.
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A3. Points singuliers principaur isolés et séparables. — Je
considére simultanément les deux fonctions

cp(x):Z a, r", o4 (x)= f—”,

alL

et je suppose qu’aucun a, ne soit nul. Je désigne par R’ etl—',\ la plus

petite et la plus grande des limites de la suite y]a,|. Le rayon de

convergence de ¢(x) est R et celui de ¢_,(x) est R". On a
d’ailleurs RR’s1.

Si la fonction p(x) n'a qu'un point singulicr 8, pour que ce
point soil principal, il faut et suffit que R’ soit différent de zéro et
1

e

que o_,(x) nail quun point singulier qui sera alors

principal.

el qui sera

Je suppose que B soit singulier principal pour ¢(x), qui n’a pas
d’autre point singulier. Si R’ était nul, on pourrait extraire de la
suite ] a,|, une suite illimitée

ny— Ng jr————u=
Viao ], Vianl ...
ayant zéro pour limite unique. La série
k(x) =2t + 2" ~+.

aurait au moins un point singulier sur son cercle de rayon 1, et
cependant H[o, k] serait une fonclion entiére, ce qui est en contra-
diction avec ’hypothése que {3 est principal.

Il résulte de la que nous pouvons supposer qu'aucun des coeffi-
cients a, n’est nul, sans diminuer la généralité des énoncés, quand
B est le seul point singulier de ¢ () et qu'il est principal. Cela étant,
¢, (@) existe. Soit y un de ses points singuliers :

(1) Hl¢, o] = ..

I1—x

By ne peut étre obtenu qu’une fois; il est donc nécessairement égal
1
g

a1,et o, (x)n’apasdautre point singulier que

THESE SOULA
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Réciproquement, je suppose que ¢_,(x) n'admette pas d'autre
singularité que -é— Soient k(x) une fonction définie par une série

entiére en x, et ¢ un de ses points singuliers. On a
(2) H{o o\, N[, k1] = k().

Le théoréme de M. Hadamard montre que H|g, k] posséde un

é, donne 3. Donc % = {8 (*).

Si la fonction ¢(x) n'a qu'un point singulier principal 8,
V] a,| Wa gu'une limite. il en était autrement, R’ serait inférieur
a % et, sur le cercle de convergence de ¢_, (), existerait au moins

point singulier A qui, associé &

. . . e e . 1 . .
un point singulier ¥ dont le module serait inférieur a g’ ce qui serait

en contradiction avec I'énoncé précédent.

16. Jindique une autre propriété des fonctions que nous venons
de considérer et, pour cela, je sépare le module et I'argument des
coefficients en posant a,= p,e"". Je désigne d’'une maniére genérale
par A I'imaginaire conjuguée de 'imaginaire A. On a

q_o-(.;t) =p, e nzn; 5(;) = Zp, e Onzh,

Je pose ¢(z) = 4(x). Les deux fonctions ¢(x) et y(x) sont en
relation simple : a tout prolongement analytique de I'une correspond
un prolongement de I'autre, les chemins étant symétriques par
rapport a 'axe réel. Les points singuliers de ¢(x) et de $(x) sont
deux & deux imaginaires conjugués.

Voici une autre remarque que je vais utiliser : Si deux fonc-
tions ¢(x) et k(x)n’ont, I'une et l'autre, pour toute singularité,
qu’un point singulier principal, il en est de méme de H| 9, k|, comme
on le voit, par exemple, a 'aide de ’énoncé du n° 15.

Considérons maintenant une fonction ¢(«) qui n’a qu'un point

(') Cette propriété a déja été utilisée dans des cas particuliers (MontEL,
Legons sur les séries de polynomes, p. 87. — Fasry, Mémoire cité, p. 350).
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singulier, ¢(x) posséde la méme propriété et, par suite,
H[g, ¢]=Zpra"

n’a qu’un point singulier. Cette derniére fonction n’est d’ailleurs cer-
tainement pas entiére, méme si le point singulier de ¢(x) n’est pas
principal.

Si o(x) Wadmet qu’un seul point singulier, pour qu'il soit prin-
cipal il faut et suffit que les deux fonctions

EP?z x? et X eliw,gn

r’admettent chacune qu'un point singulier et que ce point soil

principal.

Admettons que ¢(z) ne posséde qu’un point singulier qui soit prin-
cipal. Il en est de méme de

o_1(x) :2 F.:__e—iwn xn et de Y(x) :Z pn i g

et, par suite, aussi de

Hlg_y, ¢]=Ze20ngn
et enfin de
2 e2iwn xn.

Reste & montrer que le point singulier de o’ x" est principal. On y
parvient en associant la série Xe ™ x” a la série Zp*"e™"a" pour
lesquelles la proposition est démontrée.

Réciproquement, admettons que ¢(z) = Zp, e**"2" n’ait qu’un point
singulier et que les séries Xp, 2" et X ¢*“ 2" n’en aient chacune qu'un
qui soit principal. Il en est de méme, alors, d2 9,(x) =Xp} " x”
qui s’obtient en associant les deux précédentes. Il en résulte que
9“2(.’36):22—‘:- n’a qu'un point singulier (n° 15). En [associant
a ¢(«x) = Xa,z" on obtient ¢_,(x) qui n’a qu’un point singulier, ce
qui démontre que le point singulier de ¢ () est principal.

Comme exemple, on voit que, si les a, sont réels, si g(x) n’aqu’un

point singulier, pour que ce point soit principal il faut et suffit que
celui de g,() le soit.
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Je ferai encore une remarque. Je supposé que g() n’ait qu'un point
singulier qui soit principal. Il en est de méme de ¢,(x), mais ¢, (x)
posséde alors une propriété qui n’est pas démontrée pour p(x) : la
série obtenue en remplacant chaque coefficient par son module n’a
qu'un point singulier qui est principal et il en est de méme de la série
Z erz" obtenue en divisant chaque coefficient par son module.

17. Cas particuliers, exemples de points singuliers principauzx. —
Les poéles sont des points singuliers principaux (*).
, . I \ _
Les séries g () = Xg <;>r” ot g(u) est holomorphe pour u =o
n’ont que le point singulier 1. Ce point est principal, car lasériea_, (@)
est de méme forme pourvu que g (o) ne soit pas nul. Si g(o) est nul,
on peut écrire

Cy
Cot = 4+ = ...
n n

n2

T 1 1

— =i =n1y{ =) avec c,3% 0.
1 ¢y n

g -_—

Comme les séries Zn7x” et E¢<L>Jc” n’ont que le point singulier 1,
n
il en est de méme de ¢_,(z). Done, méme si g(o)=o, le point
singulier de ¢ (x) est principal.

On peut aussi former des points singuliers principaux & 'aide des
théorémes du n° 8. Sig(x) =2Za,z” n’a que le point singulier 1,
d’ordre inférieur & 1, la fonction Xg(a,)x”, ol g(u) est holomorphe
et non nul pour # = o, n’a que le point singulier 1 qui est principal.
a

Par exemp'e, - ~+ ¢(«) admet le point 1 comme point singulier

— &
principal tant que @ n’est pas nul.

Il apparait donc que le fait, pour le point singulier supposé unique
de la fonction ¢(x), d’¢tre ou de n’étre pas principal, est en relation
avec la facon dont ¢(x) croil quand « se rapproche du point singulier
et la régularité de cette croissance joue peut-étre le role le plus
important.

Il existe, cependant, des fonctions ¢(x) admettant un seul point

‘(') Borev, Sur les singularités des séries de Taylor (Bull. Soc. math. de
France, t. XXVI).
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singulier qui est principal et quin’est pas d’ordre fini. On le démon-

. - sh(L
trera en remarquant que les deux fonctions ch(Layu) et i—(\;i—\/z)
u

sont entiéres et d’ordre inférieur & 1. D’aprés un théoréme de M. Leau,

Sz"ch(ynLa) et an%a\/n) n'ont, pour toule singularité, que le

n
point essentiel 1.

Il est facile d’en déduire que Xa'"x" n’a que le point singulier 1
qui est principal, puisque je puis changer a en é Ce point n’est pas
d’ordre fini pour Xa"x" et Ta V"a" simultanément, car il serait
d’ordre fini pour £x” ch(yn La) et 'on sait qu’un point essentiel n’est
pas d’ordre fini.

Je signalerai encore les fonctions Zn?z", qui n’ont que le point
singulier 1 quel que soit ¢ positif ou négatif (). Ce point est principal
pour toutes ces fonctions.

Enfin, si la fonction Ze™x” (ol w, est réel) n’a qu'un point singu-
lier, ce point est principal, car Ze—™»2" n’en a qu'un aussi (n° 16).

C’est le cas de w, == %(c>o) et aussi de w, = atLin (n° 12). Ce
dernier exemple donne lieu & une remarque importante : Si deux
fonctions n’ont, l'une et l'autre, pour toute singularité, que le
point principal B, leur somme n’admet nécessairement pas (3 comme
point principal. Prenons

E.'E,L" ——2"1:.:‘an
o(x)=2e"? "an, Y(z)y=232e 2 “zm,

Alors
9(x) —Y(x)=2(Z sin(\%g Ln)w"

et cette série a une infinité de termes nuls, de sorte que son point
singulier ne peut étre principal.

On peut trouver d’autres fonctions ayant un point singulier unique
et principal en combinant celles qui viennent d’étre obtenues par
I'opération de M. Hadamard.

() Le Roy, Mémoire cité, p. 339-340 On peul aussi utiliser les résultats
du n° 10.
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18. Je vais étudier le cas d’une fonction de la forme

Y()=A(—x) "+ Aa—2)" + A (1 —z)"+...,

ou m>m'>m">..., ol le nombre des termes est fini, les A, A’,
A, ... sont des constantes, et les différences m — m/, m — m”, .
ne sont pas entiéres.

Une différentiation remplace {(x) par une expression de méme
forme ou les exposants — m, —m’, ... sont tous diminués d’une
unité.

D’autre part, le point singulier est simultanément principal ou non
principal pour {(x) et pour ses dérivées, comme le montre la régle
dunc135.

On peut donc, sans rien changer au résultat, supposer m positif.
Je pose alors

©

hA(zx)y=(1—x) m:Z m(m + l)‘.n.!(m—i—n—l)xn‘

n=0
®©

n! .
h 1(x):2 m(m—;—n)...(m—}—n—l)'x !

n=0

h_,(x) n’est autre chose que la série hypergéométrique F(1, 1, m, x)
qui admet le seul point singulier 1, évidemment principal. Les deux
fonctions ¢(x) et H[{, ~_,] admettent le point 1 simultanément
comme point singulier principal ou non principal.

Or, la fonction H[{, /_,] peut s’écrire

H[Y, Ay ]= [_ﬁ—i + 9(2),
sil’on a posé

. :m’(m’—i—l)...(m’—l—n——l)n' .
¢(w) = A’Z n!m(/n-f—x)...(m—i—n—l)xl

n=0
- W( ol ” _ 1
+A”2m (n"+1).. (Mm"+n l)/l.a‘n
nlm m-+1)...(m—+n—u)

n=0
e e e s .
elx)=AF(m',1,myz)+A"F(m", i, m, z)+....

Le pointsingulier 1 de F(m', y, m, ) estd’ordre égala 1+ m' — m,
donc inférieur & 1. On obtient le méme résultat pour les autres termes
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de 9(x). D’aprés le théoréme du n° 8, appliqué & la fonction ¢ () et au
\ . I . . . ..

casou g(u)= e le point singulier 1 est principal pour H[{, A_, ]

et, par suite, aussi pour la fonction proposée ¢(x).

19. Nous avons rencontré plusieurs exemples de fonctions

o(x) = Za,z"

n’ayant qu'un point singulier qui n’est pas principal. Mais pour toutes
ces fonctions, une infinité de coefficients a, s'évanouissent. On peut se
demander s’il est possible de construire une fonction ¢(x) n’ayant
qu’un point singulier non principal et telle que la plus petite limite.
des \[a,| ne soit pas nulle. Pour y parvenir, je vais montrer qu'il
existe des fonctions ¢ () n’ayant qu'un point singulier et telles que la
plus petite des limites de '{/Ta—,,[ soit différente de zéro et différente
aussi de la plus grande des limites; de telles fonctions n’ont pas été
signalées, & ma connaissance. Je m’adresserai & des fonctions de la
forme Esin (al.n — ) x" quiont déja servi a montrer qu’une fonction

. . . . Ans1 -
eut n’avoir qu’un seul point singulier sans que le rapport =2=* ait une
P q p gu q rapp a,

limite (*).

Je pars de la fonction ¢ (x) = Xsin [LW—ZL (L;)] x" qui est delaforme

précédente. Je remarque que je ne change pas le module du coefficient

général en remplagant r par Q—nk quel que soit I'entier k. J’ai donc a
étudier

n - T n
sinw avec W, = L .
\/IW nl T2 y.2*
Jécris n dans le systéme de base 2 :
n=2oP+ A== 2P g . 2P -, 2P P4 4§,

les ¢; étant égaux 4 o ou & 1, et je prends k = p.
Je suppose d’abord p fixe et j'étudie w, quand n varie de 27 a

. . . . 4
27" — 1. Alors A, varie de 0 & 27 — 1. Je prendrai y compris entre 2

(1) Hapamaro, Journal de Mathématiques, 4° série, t. VIIIL; 1892, p. 163.
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2 Py n . 1
et V2. Dans ces conditions, p restant fixe, 77 est compris entre —

2

2 . Fis 3

et —- L’arc w, est compris entre — - et —-
Ve 2 4

Je cherche la plus petite valeur de 7 (comprise entre 27 et 27+ — 1)
pour laquelle | sin w, | prend la plus petite valeur. J'écrirai :

. . «ep . ’ y . . 1
y—1 estici positif, je le développe en série de puissances de ~»

EER A T ./
}/——‘I——-—g' ; PP 27 ce g

les o étant égaux Aoou a1,

n
—_— =

7.21’ v.2°

[51.21’“’4— gg.2P % -,

o o
—1 —2 p+1 p+2
+Ep——0(].2p ——-0(2.2” —...—-0'1,——~—————‘——-+... )

la quantité entre crochets est la différence d’un entier positif ou
négatif et d’une fraction positive. Elle n’est donc inférieure a 1 que si
Ventier

E,=¢.2P 146270 L gp—ay 2PV — L —a, = A, — oy 2P — L —a,

est égala 1 ou & 0. Or, comme A, prend toutes les valeurs entiéres de
0 4 27—1, comme a, 2"~' + %,277* 4. ..+ «, est un nombre compris
entre ces limites, le nombre entier E, prendra une fois la valeur o et
une fois la valeur 1.

Donc, pour deux valeurs N et N’ de n convenablement choisies,
on a

avec
o<<h<1, o< <1,

2

2
},‘2p>l’

Pour toute autre valeur de n telle que 2/Sn <2, si

ona
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. n
S|7};<r,ona

n

lL

)1.2‘“

41

I

>

v 2

Les deux valeurs de w, correspondant 4 N et & N’ sont évidemment

. roe . T
inférieures a

en module, dés que p est assez grand. Comme v, varie

4
.3 . . .
de — Za =T la plus petite valeur de [sin w, | est donc : ou bien
2 4
. T 1
Sln[l—‘J.zL<1+ Y 7\>] )

9P

v oy e . . .n .
inférieure a sin w,, si — >>1; ou bien
v

sin| ——
L.2

. . \ . . n
inférieure & |sin w,, |, si oy <.

L<1—

)]}

y.21’

Cela posé, je choisirai v de facon que tous les «, soient nuls, sauf

qui sont égaux a 1. Les premiers

. . 4 —
que 7y soit compris entre y/2 et y2
d’un certain rang, on aura T =

A

rq
el, par suite,

. o
) rqy

iy Tay oeey Tyy + .. SODL sUppOsés tels

comme on ’a admis; mais, a partir
2'1. Je prends maintenant

P <Tqn

<
rg12 28 <Tgiq

et )’ai alors

I 1

A= — —
—1 [ —
y.2r 2'ieP  lgraTP

-]

N o I

vy ab y.2P

N I . I
y.2? y.zl’p'_l_y.zl’

1 I
2 q+1—P -+ org+2—pP

Je vais d’abord démontrer que y/[sinw,|a sa plus petite limite au

s \ 1 y ) n L ..
moins égale a 5 Je suppose d’abord n tel que T > 1 sinw, est positif

) W . T N
et supérieur a sin <L_2 L ; )p>- Or
N 1 .
y.21’>l+ 2r

THESE SOULA
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j'ai en effet remplacé dansle crochet p parr,,, —1, ce qui ne peut que
diminuer I'expression. La quantité

I I

Qrg+a—rg+1+1 o g+3— g+1+1

est inférieure 4 son premier terme multiplié par 2. Elle tend vers zéro
si ¢ augmente indéfiniment, Deés que ¢ est assez grand, on a donc

N k
>1+

y.21’ v.2P

)

k étant une constante positive.
Si x vérifie o << x < 0 <1, 0 étant un nombre fixe, on a

. 71:
sin [E—2 L(x +7:)J > A,

A étant une constante positive qui ne dépend que de 0.
D d d s n . . .
onc, dés que n est assez grand, si S >>1, sinw, est supcrieur a

Ak nm— (o on/ANK o . N
PP Vsinw, est supérieur a Tn dont la limite est 1 si 2 croit indé-

finiment.
Je prends maintenant la deuxiéme hypothése %; < 1. La formule

qui donne N’ montre que

1 . I 1 i I i > I
y.gl’H_ ; ol q+1 o7 g+3 te y.21'7+:.

sin []—_‘77:_2 L(\I—y.z;”w)] |

Or,sio<ax<<b<1,0na

Donc
|sine, | >

sin [% L(1 — x)] l > Bz,

B étant une constante positive qui ne dépend que du nombre 6 choisi
arbitrairement. Donc, dés que n est assez grand,

. B 1 B
sinw,|>— —2— —
Y Fa+1 y on

(car nizf’zrqﬂ).
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On voit que [sinw,| est dans le cas actuel supérieur & une quantité
qui tend versé Il est donc établi que la plus petite des limites de

n)yT—— ’ . I . .
V|sinw,| est égale ou supérieure a > daus tous les cas. Je vais mainte-

1
nant montrer qu’elle est inférieure & E

Je prends p = r,. Il existe pour cette valeur de p un entier N que je
désignerai maintenant par N, lel que I'entier correspondant Ey soit

nul. On a d’ailleurs
2'7SNg << 2.27,

La valeur correspondante de o, est
T L(, _ Ny >
L.2 72"

N¢ 1 I 1 + 1 N
= I— = 1l - e |
y-2" ! y.z’q” Y\ 27+t 2’ q+:

La quantité entre parenthéses est inférieure au double de son pre-
mier terme

Jai

1 2
y.2"q“ < y.z’”qﬂ'

Sio<<x <1 |sin —]%L(I - x)‘ < Ca, C étant une constante.

Donc, dés que ¢ est assez grand,
2C 1

lsinqu |< T')/— 217_‘_‘,

N, 297
Viston1 <"/ 2% 5

-y 2774—1.

Or r,,, = 2"s et l'on voit que la quantité & laquelle nous parvenons

a une limite unique égale a \—/l—; Il y a donc une infinité de valeurs de n
2

pour lesquelles /[sinw, | a une plus petite limite au plus égale & \—/I—_ et
2
cela démontre le résultat annoncé.
Le point singulier unique de Xsinw,.2" n’est pas principal puisque
la plus grande et la plus petite limite de \/Tsinw,] sont distinetes, et
la plus petite des limites n’est pas nulle.
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20. Points principaux absolus. — Je rappelle la définition donnée
aun° 1. On dit que o(x) admet le point principal absolu B, si, quel
que soit le point singulier v de la fonction %(x), H[9, k| admet le
point singulier 3y, méme si By peut étre obtenu plusieurs fois. Remar-
quons que cette propriété dépend non seulement de la nature de la
singularité 8 au voisinage du point 3, mais de la fonction ¢(x) prise
dans son ensemble. Il suffit, pour le voir, de supposer ¢ (.x) régulier

pour x = — {. Alors 9(«) + ¢(— x) se comporte comme ¢(x) aun
voisinage de x =@ et cependant H[l xﬂ, o () + q)(——-ao)] = o,

de sorte que si B est principal absolu pour ¢(x), il ne U'est plus
pour ¢ (@) + ¢ (—x).

Si ¢ () ne posséde qu’un point singulier etsice point est principal,
il est aussi principal absolu. D'une maniére plus générale, pour que
le point singulier 3 de ¢ (x) soit principal absolu, il faut et suffit

que o_, (x) ne posséde que le point singulieré ".

On verra d’abord que g_,(x) exisle comme au n°15. Si o_, ()
I
B

H|o, v, ] aurait des points singuliers autres que 1, ce qui esl impossible.

possédait des singularités autres que -, et si 8 était principal absolu,

Réciproquement, si o(x) n’a que le point singulier é, st k(x)

admet le point singulier v, I’égalité
() H[o, Hlg, 41]= k(=)

montre que H[o, £] admet toujours le point singulier 3.

Il résulte de |notre énoncé qu’une fonction ne peut posséder plus
d’un point principal absolu.

Existe-t-1l des fonctions admettant plusieurs points singuliers dont
I'un est principal absolu? I’exemple du n° 19 montre que 'on peut
répondre affirmativement. La fonction Xsinw,z" que nous avons

n

ite n’ | int singulier ct "
construite n’a que le poi gulier 1, et la fonction }_‘ ———dont le

n

rayon de convergence n’est pas nul en a, & coup sfir, plusieurs, &
savoir, des points sur son cercle de convergence, puis le point 1, et

() Je suis redevable de cet énoncé a M. Montel.
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d’autres peut-&tre encore. Le point 1 est pour elle singulier principal
absolu.
Si la fonction ¢(z) = Xa,2" admet le point principal absolu {8, on
. .. . .. , n—-—
a une borne inférieure de la plus petite des limites R’ de y|a,]|, cette

quantité est en effet égale & <.

2

Je signale plusicurs problémes qui se posent & propos des points
singuliers principaux absolus. Si la fonction ¢(x) admet le point
singulier principal absolu 3 et d’autres points singuliers, peut-il se
faire que § soit sur le cercle de convergence? Peut-il se faire que le
cercle de convergence soit coupure essentielle pour la fonction ¢ (x)?
Peut-il se faire que le cercle de convergence ne soit pas coupure ? Il
ne parait pas facile de répondre a ces questions. Par contre, on peut
donner une propriété intéressante de la fonction ¢(x).

21. Points singuliers principaux non isolés et non séparables. —
Si la fonction ¢(x) admet le point singulier principal absolu 8 et
d’autres points singuliers, le point 3 n’est pas séparable. On peut
méme montrer (ue les points singuliers de ¢(x) ne peuvent étre
séparés en deux groupes, je veux dire que I’on ne peut avoir

o(2) ={¢(z) + f(2),

¢(x) et f(x) n’etant pas entieres et n’ayant pas de point singulier
commun. Je suppose qu'il en soit autrement, je suppose que c’est $(x)
qui admet le point singulier 3. Par combinaison avec ¢_,(z), on a

I

—Hle_, $1=Hlo_y, f].

I—u

Le premier membre ne peut avoir comme singularités que les points
singuliers de () multipliés par é-, le deuxiéme que les points singu-

liers de f(«) multipliés par é— Comme ces poinis-lé sont différents, il

faut que les deux membres soient égaux 4 une fonclion entiére G(x).

Alors
f(x)=H[G, ¢] = fonction entiére,

ce qui est en contradiction avec notre hypothése.
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Ce qui précéde parait montrer qu’il existe des relations entre le
probléme de la recherche des points principaux et le probléme qui
consisterait a chercher les fonctions dont les singularités ne peuvent
étre séparées en deux groupes. On peat méme aller un peu plus loin et
faire la remarque suivante. Soit une fonction o(x) qui posséde un
point singulier principal absolu 3, soit une autre fonction k() dont
les points singuliers ne peuvent étre séparés en deux groupes, la fonc-
tion H[g, k] posséde la méme propriété. S’il en était autrement, on
aurait

HBP? k] :LH‘L’)"‘_f(‘T)’

$(x) et f(x) n’ayant pas de point singulier commun. On en dédui-
rait

k@) =H[o_1, ]+ Hlo, f],
et comme ¢_,(x) n’a qu’'un point singulier, les deux termes du
deuxiéme membre n’ont pas de point singulier commun, ce qui
contredit notre supposition relative a k().

22. Remarque au sujet des fonclions qui ont tous leurs points
singuliers sur l'axe réel, du cété positif. — On peut essayer d’élu-
dier certains ensembles de points singuliers, comme nous ’avons fait
dans le cas d’un point singulier unique.

Supposons que les fonctions o(x) et ¢_,(x) soient I'une et 'autre
réguliéres partout ailleurs que sur I'axe réel positif. Dans ces condi-
tions, si k(x) admet le point singulier pe'®, la fonction Hg, k]
admet au moins un point singulier sur la demi-droite dont les points
ont pour argument . S'il en était autrement, I'équation

(2) H[¢ s, H[o, k1] = k()

montre que k() serait réguliére sur la demi-droite d’argument w.
On verra aussi facilement que, si o(x) est réguliére tant que x
n’est pas réel et positif, ct si H| g, k| admet toujours au moins un
point singulier de méme argument que le point singulier quelconque
de k(x); alors, _,(x) a tous ses points singuliers sur I’axe réel.
Ceci se produit pour la fonction

© ( z ) — 3 en[—l-H:os(Ln)M (n° 12).
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On remarquera que, si l'on forme H[g, o_,], lasingularité 1 x< e % qui
provient des deux points singuliers situés sur les cercles de conver-
gence disparait. Ces points singuliers de I’axe réel ne sont pas sépa-
rément principaux, mais leur ensemble posséde des propriétés ana-
logues a celles d'un point principal.

TROISIEME PARTIE.

23. Etude d’un cas particulier du probléme B. — Les résultats
obtenus dans la deuxiéme Partie permettent de prévoir que, pour
aborder dans certains cas le probléeme que j’ai appelé au n° 4 le pro-
bléme B, il importera de savoir si les points singuliers de la fonc-
tion ¢(x) sont ou ne sont pas principaux. On verra aussi que le
probléme est particuliérement simple si o(x) n’a qu’un point
singulier sur le cercle de convergence. Nous commencerons par

1
supposer g(u) = --

Nous supposerons donc d’abord que ¢(x)= Xa,2” n’a, sur son
cercle de convergence de rayon R, qu'un point singulier 8, que ce

. n
point est principal. Je dis que, dans ces conditions, ¢_,(x) :212-
n

. . . n
n’a qu'un point singulier sur son cercle de convergence et que y|a
n’a qu’une limite.

On démontrera, comme au n° 13, que la plus petite des limites R’

»

de V| a,| n’est pas nulle, ce qui permet de supposer sans diminuer la
généralité des résultats que o_,(r) existe el qu'aucun des a, n’est
nul. Soit y un point singulier du cercle de convergence de o_,(x);
By est singulier pour H|[9, o_,], car il ne peut &tre obtenu plusieurs
fois. Il faut donc que By =1. D’ailleurs, si R’ est la plus petite des
limites de '</|_an—|, ona

I

RR' = | By | =1, R’:E-

2A4. Je suppose encore que ¢(x) n’a que le point singulier § sur le
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cercle de convergence, que § est principal et qu'il est isolé : il n’y a
pas d’autre point singulier dans un cercle de rayon R + a (a > o).
Soient 3,, 8,, ... les autres points singuliers de ¢(x) qui peuvent
d’ailleurs ne pas former un ensemble dénombrable. Soit ¥ un point
1
p

'existence. Nous nous servons toujours de la relation

singulier quelconque de 9_, (%), autre que = dont on a déja reconnu

T
.

(1) Hl9, ¢1]=

I1—x

By doit &tre obtenu plusieurs fois. Il existe donc un point singulier 8,
de o(x) et un point singulier y, de o_, («) tels que

By=Bivis  BiZEB:  nFEvy.
[Bi|>|BI=R.

Mais
Donc
Il <l7l
Si vy, n’est pas é; on démontrera de méme qu’il existe un autre
point singulier v, de ¢_, (x) tel que
6 _ 7B,

PTG T B
Tant qu’on n’obtient pas é de cette fagon, on pourra continuer et
mettre en évidence I'existence de points singuliers

p

Yoo Yo eves Ypry oevs }’p:}’m'
Cette suite esl-elle illimitée? D’aprés notre hypothése, les rap-
B B c .. R
ports BB sont Inférieurs a o On a

R I3
Il <171 (5m)

P LI . . e,
et comme |y, | ne peut devenirinférieur a > la suite des vy, est limitée.

L’un d’eux finit par étre égal 4 =, de sorte que tout point singulier
p g q P g Y

g
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de ¢_, (x) peut s’écrire

@ j BB - By

p+1 4

les B,, ..., B, étant des points singuliers de ¢(z) distincts ou non
distincts.

Les valeurs de y données par la formule (3) correspondent-elles
toujours a des points singuliers de o_,(2)? Je traiterai d’abord le
cas ot ¢{x) ne posséde que deux points singuliers tous deux prin-
cipaux § et 3,. Dans la recherche des points singuliers de H[ 9, 2_,],

. 1 . . . . N .
associons §3, et =+ Comme 21 differe de 1, il doit disparaitre. Il existe

B g
donc un point singulier 3" de p(«) et un point singulier v, de ¢_, (x)
tels que
% =70 B B

Donc

B'=p; wz%-

iy
e

En associant 3, et y,, on obtient un deuxiéme pointy, =

|

Let’on

™

peut ainsi prouver que ¢_,(x) admet les points singuliers

(4) B g

qui sont tous les points donnés par la formule (3).

Mais, si ¢ () admet plus de deux points singuliers, des réductions
sont possibles. Pour nous en rendre compte, échangeons le réle des
fonctions o(x) et ¢ ,(x) dont il vient d'étre question et admettons
que le point—é—de ¢_,(x) soit principal, ce qui sera démontré, dans
des cas particuliers, un peu plus loin (n° 23). On voit, dés lors,
qu’une fonction qui a une infinité de points singuliers peut donner
naissance a une fonction qui n'en a que deux.

Ce cas se présente d’ailleurs comme exceptionnel parsuite de ’exis-
tence de relations entre les points singuliers de la suite (4) et il est
facile de donner des cas ou les valeurs de vy fournies par (3) corres-
pondent & des points singuliers. On peut montier, par exemple, que,

s
THESE SOULA 7
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si B,, un des points 8,, 8,, ..., est principal et non supérieur a-lI'un

quelconque des autres, le point % est bien singulier pour ¢_,(x).

23. Lorsque, aux hypothéses précédentes, on ajoute la condition
que {3 est séparable, on peut obtenir quelques précisions de plus sur la
I
5

¢(x) =[f(z)+ ¢(=),
() n’ayant que le point singulier B dans tout le plan et {(x) étant

réguliére en B3, de sorte que le rayon de convergence de {(x) est supé-
rieur a R = |B|. Jai

-nature de la singularité de _, («) au point - Je pose

1

=H[/, o]+ H[, 0],

1— -
et, en combinant avec f_, () qui n’a que le point singulier é, on a
S-(x) =94 (2)+ H[f~17 Hlo_y, ‘~P]]
Le rayon de convergence du deuxiéme terme du second membre est

) . v I . \ ' .y 1
supérieur & - On voitdonc que g_, (x) — /-, () est réguliére pour =,

B

ce qui revient a dire que ¢_, () admet le point singulier % comme

point singulier séparable et par suite aussi, principal, puisque la partie
irréguliére est £ ().

Oan voit immeédiatement que si 3 est pole simple, = est pble simple
pour ¢_, (). Si 3 est pole d’ordre p de ¢ (), on voit que é ne saurait
étre un podle pour ¢_,(x). Si ce point était un pdle d’ordre g,
H[f, /-] admettrait le point 1 comme péle d’ordre (*) p + ¢ —1 et

- I'on ne peut avoir p + ¢—1 =1 si p > 1. Si par exemple
1

on a
0 (xy=axL(a—=a).

(') BoreL, Sur les singularités des séries de Taylor (Bul. Soc. math. de
France, t. XXVI, p. 338).
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26. Eiude d'un probléeme plus général. — Des considérations-
analogues aux précédentes permettent de généraliser les résultats du
. , )
n° 8. Je suppose que la fonction ¢(z)=X'b,2" n'admette sur son
cercle de convergence de rayon 1 que le point singulier 1, d’ordre
inférieur a 1, séparable et isolé. Clest dire que I'on a

9(2) = 91(2) + Y () (et je pose o1(z) =, ax>

¢,(x) n’ayant que le point singulier 1 tel que (1 — )79, (2) ait un
module borné pour x voisin de 1, ¢ étant inférieur a 1. Le rayon de
convergence de | (x) est supposé supérieura 1. Je le désignerai par r.
Je cherche a traiter le probléme B pour la fonction ¢(z) et je com-
mence par I'étude de la fonction

o

z\",
Q(=, u):z P
n=0

en supposant u différent de zéro, des b, et aussi des a,. Les résultats
du n°® 26 nous renseignent sur les points singuliers de Q(x, u) consi-
dérée comme fonction de x, puisque X(« — b,)+” n’a que le point
singulier 1 sur son cercle de convergence, que la partie irréguliére
pour x =1 est X(u — a,)x" et que, d’aprés les résultats du n° 8, le
point 1 est principal pour cette fonction tant que « n’est ni nul, ni
égal al'un des a,. [l importe d’aller plus loin et de chercher une borne
de Q(x, u) comme on 'a fait a plusieurs reprises. Je pose

D (x, u):S1 > >

e (4 — A,

et je remarque que cette fonction est bien celle qui a été étudiée sous
le méme nom au n° 8. J'ai

Y

H[Q(%" ")’?I—%} ’*CPt(-”)—LP(T)] =

11—

{0, ) s — (o) | = g+ HIQ. ),

I— X
et, en combinant avec ®(x, u),

(5) Q(z, u) =®(x, u)+ 1]Q, H[®, L]).
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Je pose
o, —=H[®, ®]; @®,=H(®, ®]; ...;
$o== H[Y, ¢1; $s=H (s, 1;

Je remplace, dans le deuxiéme membre de (5), Q(x, u) par
Pexpression (ue nous en fournit I'équation (5) elle-méme et je répéte
(p —1) fois cette transformation. J'obtiens :

(6) Q=0+ H[D,, J]+H[D,, J,]+...
+HL(I)177 q’ﬁ‘l] + ”[Qv H[(I)P) q’l’]]

Le rayon de convergence de H[Q, H[®,, q.'p]] est au moins égal
arr, d’autre part, @, ®@,, ..., ®, n’ont que le point singulier 1. L’équa-
tion (6) montre donc que les points singuliers de Q(x, u) autres que 1
et de module inférieur & 77 sont les mémes que ceux de §, 4, ..., §,_,
etceci coincide bien avec le résultat obtenu autrement (n° 24).

Soit maintenant D, un domaine contenu a lintérieur du cercle
de rayon r? et de centre origine; D, ayant pour frontiére une courbe I
simplement connexe, laissant & l'extérieur les points singuliers
de Q(a, u), contenant l'origine a 'intérieur. Soit, d’autre part, une
courbe simple ¢ du plan des u, contenant & son intérieur tous les a,,
tous les b,, ainsi que leur unique point limite, l'origine O. Si x est
dans D, (ousurT) et u sur o, ®(x, v) admet une borne indépendante
de z et u (n° 8). 1l est possible d’en déduire une borne pour

ds
D, (x, u):_2%r-c /F‘(I)(z, u)‘l’(if, u)—:’—,

pourvu que & soit intérieur & un domaine A, quelconque intérieur aD,,
sans point commun avec I'. L'intégrale de Parseval précédente donne
bien en effet ®,(x, «) dans ces conditions puisque I' contient le point
a son intérieur et laisse le point 1 a D'extérieur. ®(z, #) admet une
. , .. . . , u ., -
borneindépendante de et de u dans les conditions indiquées. = décrit
un domaine qui laisse le point 1 & son intérieur quand x est dans A,
x v x .
et zsur I, (I)<: ) u> est donc borné quand = est dans ce domaine et u

&

sur o; I'existence d’unc borne pour ®,(x, ©) est donc démontrée.
On trouverait de méme une borne indépendante de « et de u pour
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®,(x, u) quand u est sur o et  dans un domaine A, intérieur a A,,
sans point commun avec la frontiére de A, (A, est encore supposé
simplement connexe et il contient ’origine). On peut continuer ainsi
jusqu’a ®,(x, ©). Finalement, étant donné un domaine A,_, intérieur
4 D,, mais qui, p étant donné, peut étre pris aussi voisin de D, qu’on
le voudra pourvu qu'il n’ait aucun point commun avec la frontiére

de D,, les fonctions @, ®,, ..., ®, , admettent des bornes qui ne
dépendent ni de # (supposé sur ), ni de z (supposé dans A,_,).

Les fonctions (), {3(x), ..., §,-,(x), qui ne dépendent pas de «,
sont réguliéres dans A, elles y admettent des bornes. 1l est facile d’en
déduire, par un procédé analogue au précédent, que H[®,, ¢],
H[®,, {,], ... admettent des bornes dans un domaine A, intérieur
a A,., aussi voisin de lui (et par suite aussi de D,) qu’on le veut et
sans point commun avec sa frontiére, ces bornes ne dépendant encore
ni de x, nide u.

Enfin la série

(b, — a,\r
H[Q, H[®,, J,1] :Eo(u — (a”)p (u— by)

est convergente dans A, puisque A, et D, sont intérieurs au cercle de
. . n
rayon 7?7 et que la plus grande des limites de y|b, — a,]| est r'.

Comme la courbe o contient a son intérieur les a, et les b,, on a

1

(u—ay)’ (u—by)

<M,

M étant une borne indépendante de u (situé sur o) et de n.
On peut trouver ¢ tel que si z est dans A, |z| < r,—c. Alors

|H[Q, H[®,, $,1]| <M |r7 —c|"| b, —an |,
n=0
et le deuxiéme membre est une borne du premier, borne indépen-
dante de u et de x.

De cette discussion il résulte que Q(«, ©) admet une borne, si z est
dans A, et u sur o, puisqu’il en est ainsi des différents termes du
deuxiéme membre de I'équation (6).

A, peut contenir tout point du domaine intérieur au cercle de centre
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origine, de rayon r, autre que les points singuliers de ¢, 4,, ..., $p_y.
On en déduira comme on l'a fait déja plusieurs fois que si g(u) est
Sonction holomorp/;e pour u= o (donc aussi pour u="" qui tend
vers zéro si n croit indé finiment), sous les autres conditions enoncées
plus haut, 2g(b,)z" n'a d’autres poinits singuliers que les points
donnés par

y=0B1Ba2---Bus

By, By, ... étant des points singuliers de ¢(x) autres que 1 et qui
ne sont pas nécessairement distincts. Ce résultat s’applique en parti-
culier si 1 est point régulier de ¢ () etsi () a son rayon de conver-
gence supérieur a 1. On peut en effet, sans rien changer aux démons-

. I
trations, supposer que les a, sont nuls et que ®(x, u) = i — Le

probléme B est donc particuliérement simple si les points singu-
liers de o(x) sont tous extéricurs au cercle de rayon 1 et si g (u) est
holomorphe a l’origine.

27. Cas od la fonction donnée a deux points sur le cercle de
convergence. — Je me bornerai, afin de mettre en évidence les diffi-
cultés qui se présentent dans ce cas, a démontrer la propriété suivante :
Si la fonction ¢(x) = La,x" n’a, sur le cercle de convergence, que
deux points singuliers 3 et 3, tous deux principaux, si le rapport
s = Bﬁ_. n’est pas racine de l’unité, la fonction o_,(x) = Z % admet

son cercle de convergence comme coupure. (On suppose que la plus
petite des limites R’ de /[ «,| n’est pas nulle.)

Je suppose d’abord R’ inférieur & la plus grande des limites%{de

V| @,| . Soity un point singulier de ¢_, () tel que |y| = R’; By ne peut
étre égal a 1, il doit donc disparaitre dans H[g, ¢_,]. Il existe un
point singulier y" de o_, () et un point singulier 3’ de ¢(x) tels que
By = @'y’ Les modules des deux membres ne peuvent étre égaux que
si 8" et ¥ sont sur les cercles de convergence respectifs des deux fonec-
tions, 3’ n’est donc autre que §3,. Il existe donc sur le cercle de conver-
gence de p_, () le point singulier y'=ys. On verra de méme qu’il y
ays?, ys,...; ensemble de ces points est dense sur tout le cercle qui
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est coupure essentielle. (On remarquera que cette démonstration

suppose seulement (3 principal, 3, peut ne pas I'étre.)

Supposons maintenant R’:%- Il y a un point singulier vy de

¢_,(x) et un point singulier de g(x) dont le produit est 1, mais le
produit des deux rayons de convergence R et R’ étant 1, ceci ne peut
avoir lieu que si les deux points en question sont sur le cercle de
convergence qui leur correspond. Le point singulier de () est donc

B ou B,, supposons par exemple que ce soit 3. n associant » de ¢_, (x)

¢
a (8, de o(x), on démontre I'existence d’un point singulier YI:% de
¢(x) et 'on achéve comme précédemment (*).

‘Cette proposition montre la difficulté & laquelle on se heurte sil’on
cherche a traiter le probléme B dans un cas analogue a celui dun® 8,
en supposant que le point singulier n’est plus 1, mais un point de
module 1 : ®(x, ©) peut alors admettre son cercle de convergence
comme coupure.

28. Je terminerai parl'étude de la fonction p_, () lorsque x posséde

sur son cercle de convergence deux points § ct 3, tels que s = 21 soit

B

racine de l'unité. La méthode précédente ne donne pas de résultat :
nous devrons appliquer des hypothéses plus restrictives, les points 3
et B, seront supposés séparables.

Je suppose donc que I’on ait

o(x)=f(x)+ glz)+ k(x)=Z2La,x",

Jf(x) n’ayant que le point 3, g(«) n’ayant que le point singulier 3,.

Ces deux points sont supposés principaux. On a |B|=|B,|= R etle
rayon de convergence de £(x) est supérieur a R, s = % est la racine
péme de Punité, \/[a,| n'a que la limite Pi{ et enfin une autre condition

sera indiquée plus loin.

(') Des exemples du cas précédent sont Lien connus el utilisés pour former
des fonctions simples ayant leur cercle de convergence comme coupure : Goursar,
Cours d’Analyse, t. 11, p. 248 (2° édition).
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Nous partirons de la relation suivante :

HLf, 9]+ H[g, 0o, ]= —— + E(),

E(x) désignant —H][4, 9_,] dont le rayon de convergence est supé-
rieur a 1.

Je combine les deux membres de I’égalité précédente avec f_, () et
je pose

g(xz)=H[g, f.];  d(x)=H[E f4]

Jobtiens
(7) o-1(2) + Hlgy, g1 =f1(2) + Y (2),
¢(r) a pour point singulier s, ¢(x) a un rayon de convergence supé-
rieur a Pi{

Je combine ensuite p — 1 fois les deux membres de I'équation (7)
avec ¢(x). Je pose

Hlg,9]1=9¢:; H[gs ql=2¢s;
J’al ainsi :

Hlo g J1+Hley, g2l =H[f0, g 1+HLY, ],

(8) e e s
Hlo-y, gpa]+Hlo_y, g, ] =H[S , o]+ U, gp].

J'ajoute ensuite membre & membre les équations (7) et (8), aprés
avoir multiplié les termes de la i@ par (— 1)"~':

(9) 91+ (—1)'Hlo_y, g,]
=fa—H[f v 7—q+...Eq ] +y—H[b,9—q+ .. Eg,.]

Je pose

f(x) = l—_I—[ + (—1)P"lg,(r)

et je suppose que le point singulier 1 de 0(x) soit principal, ce qui,
d’apres les résultats du n° 8, a lieu dans le cas ou le point singulier 1
de g,(x) est d’ordre inférieur a 1 et dans bien d’autres cas usuels. On
voit alors que les points singuliers de ¢_, («) sont les mémes que ceux
du premier membre de I’équation (g) et, par suite, aussi que ceux du
deuxiéme membre. Ce sont donc ceux de ¢ — ¢, +...%=¢,_, combinés
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avec le point —é- de f_,(x) ou avec les points singuliers de ¢ (a) qui

dépendent de ceux de k(x) et quisont de module supérieur a l—l,; En

particulier, les points singuliers du cercle de convergence de o_,(x)
I 5 S sp+t )
TR Le cercle de convergence n’est

ne peuvent étre que
donc plus coupure.

Les restrictions que nous avons adoptées pour traiter le cas actuel
sont bien essentielles. Si, par exemple, on ne suppose pas que I{/[ a, |
n’a qu’une limite, le résultat ne subsiste plus nécessaircment.

o . x

Soit p(x) = —=+ k(x), k(r)ayant unrayon de convergence R
supérieur a 1. Posons k(x) =X b,a",

2n x2n+l
(@)=Y (5o + o ):

I+ b?n +1

A : xn .
Le rayon de convergence cst le méme que celui de ZT au plus égal
21

L

a fl—{ et les points singuliers du cercle de convergence dépendent de

ceux de k(x); ils peuvent étre quelconques.
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