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PETITS NOMBRES DE SALEM

*
par Marie-José BERTIN (")

Un noubre de Salen est un entier algébrique T, 7> 1, dont tous les conjugués

autres que lui-néne ont un wodule inférieur ou égal & 1, avec effectiveuent des

conjuguéds de wodule 1.

Ce nornbre est racine d'un polyndue réciproque, irréductible, unitaire, a coeffi-

cients entiers.

Un "petit" nonbre de Salem est un nonbre de Salen inférieur a 1,3. Le plus

de degré 10, :T, = 1,1762808... , de

petit connu actuellenent est le noubre T, ,

polynbue réciproque

10 9 7 6 5 4 3

M) =X +X -X' -X =X =X -X +X+1

ou encore
T=110-1-1-1=1-1011
(selon la notation de D. W. BOYD).

Le noubre T, est connu depuis 1933, signalé par D. H. LEHMER [8] qui ne pouvait
alors soupgonner tous les travaux de PISOT et SALEM sur cette classe de nonbres a

laquelle T, appartient. En 1933, LEHMER s'intéressait a la quantité

M(a) = ﬂ|a3‘>1 le| >

ot « désigne un entier algébrique (¢ #0 ,a # 1) et @ , ... , %, les conju-
gués de « . Il se deuandait s'il existe ¢, > O tel que M) > 1 + ey » pour «
entier algébrique non racine de 1l'unité. Aussi, en congidérant de fagon aussi sys-
téuatique que possible les polyndnes de degré inférieur ou égal a 14, il avait trou-

vé M) 2T .

Le probldne, connu aujourd'hui sous le non de probléue de Lehner [8], était appa-
ru lors d'une recherche de LEHMER sur les grands noubres prer.iers. Plus tard, on

retrouvera ce probléme en théorie ergodique. Enfin, ce probléne est 1ié & une con-

jecture de PISOT sur les E-suites.

Si 1'on désigne par % 1'ensewble des noubres de Salen, l'existence de ey en-

tratnerait 1'existence d'un plus petit éléuent de 1'ensenble G .

Réciproquenent, on pourrait espérer que la dénonstration de l'existence d'un plus

petit noubre de Salen entrafnerait la conjecture de Lelhuer.

E
(") Marie-José BERTIN, liathér.atiques, Université Pierre et Marie Curie, 4 place
Jussieu, 75252 PARIS CEDEX 05.
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D'ou 1'intérét d'une neilleure connaissance de & .

La difficulté d'étude de & réside essentielleuent dans la réciprocité des poly-

nbues T associds aux éléuents de G .

En effet, la conjecture de Lehmer est vraie pour les polyn8ues non réciproques -

[14] (SMYTH, 1970) : on a slors M(a) > 8, » pour « entier algébrique de polynd-

ne nininal non réeciproque, « #0 , o« #1 , 8, désignant le plus petit noubre de
Pisot ([97, [10]), 6. = 1,32471795.4s , racine supérieure & 1 de 1'équation

0
XB"X-].:OU

Rappelons qu'un nonbre de Pisot est un entier algébrique supdrieur & 1 dont tous

les conjugués autres que lui-néume ont un nodule stricter:ent inférieur & 1, et que
l'enseuble S des nombres de Pisot est ferné dans R (sALmEM, 1944) [11].

En 1944 égalenent, SALEM prouva que tout noubre de Pisot © est liuite & droite

et & gauche d'une suite infinie de nonbres de Salen : c'est la "construction" de

Salen ([127, [13]). Les nonbres de Salen T, » définis pour n > n, et tendant

vers 9 , sont racines des équations

2 P(z) + ¢ P(z) =0 y

ou P est le polynéme uininal du nombre de Pisot 6 , P 1e polynfne réciproque
dge P, B(z) =22%8P p(1/2) et e=2x1.

" Ce résultat prouve que l'enseuble S des noubres de Pisot est contenu dans 1'en-

genble des noints linites de 1l'ensenble & .

Mais on ignore toujours si les nombres de Pisot sont les seuls points linmites de
1l'ensenble des nombres de Salem. Si toutefois il en était ainsi, on aurait de

bonnes raisons d'espérer résoudre la conjecture de Lehner.,

En juin 1977, D. W. BOYD publiait une réciproque a la construction de Salem [4].
I1 wontrait que tout nombre de Salem T , racine d'un polynbéue réciproque T , s'ob-
tient & partir d'un noubre de Pisot © , racine d'un polynfue P , de la fagon sui-

vante :
I1 existe un polynSme cyclotouique K (éventuellement K =1 ) tel que

(1) o(z) =%(z) ™(z) = 2" P(z) + e P(z) , n entier, n21, e=+1, P
polynéue réciproque de P . Aussi désigna-t-il tout nonbre de Salem T par
6; (resp. G; ) puisque T est racine d'une équation (1) avec e =+ 1,

(resp. €=-1).

Ce résultat, ou plutdt un corollaire tiré de sa déionstration, permit & BOYD

d'établir une liste de 39 "petits" nonbres de Salem, dont le plus petit est évi-

demment 1'illustre nonbre de Lehmer T Cependant, il ne pernit pas d'en déduire

1l'existence d'un plus petit noubre de Salem, ni d'établir que l'ensemble S des

noubres de Pisot constitue tout 1'ensenble des points linites de & .
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by by

Puisque les nonbres de Salen sont si difficiles & appréhender, & cause de la ré-
ciprocité de leur polyndne wrininal, pourquoi ne pas essayer d'en ronpre la synétrie.
Curieuser.ent, un résultat d'A. CONNES [7] sur la localisation des zéros de polynd-
nes fut le catalyseur du résultat suivant. Je montrai dans na thése (juin 1977)
([17, [2]) 1'égalité suivante :

= U Z ,

q=>2, entier %,h
'<h<t

ol L désigne 1l'enseuble des nonbres algébriques 06 > 1 , dont tous les conjugués

autres que lui-néne, appartiennent au disque |z| <1 et ob Zq,h‘ pour q entier,
qgq22, h réel, 0<h<1, fixds, est le sous—ensemble de L forué des non-
bres algébriques O tels que 1/ soit le seul zéro simple, situé dans Izl<$ 1,
d'une équation de la forme z = A(z)/Q(z) , A et Q polyndues i coefficients
entiers, A(0) #0, @0) =q, Q sans racine dans |z| <1, et vérifiant

IA(Z)/Q(z)l £h sur |z| =1.
Je savais, en outre, que :

# 1'ensenble Ch = Zq 1 contient des noumbres de Salen et des nombres de Pisot ;
]

% 1'ensenble Ch est horné par q + Mqﬁ -1

* les seuls points limites de 1'enscuble Gq sont des nonbres de Pisot [3].

Aprés la publication du résultat de BOYD (1977), je constatai &égalewent que :

* tout nonbre de Salem T appartient & un ensenble # , pour q suffisamment

grand, c'est-a-dire est racine de 1'équation z = ¢ P(z)/P(z) avec ¢ P(0) =1,

P(0) =q, P sans racine dans Izl‘s 1.
Je ne posai donc la question suivante :

(2) Un noubre de Salem T, T S(p(q) , appartient-il 3 un ensemble & , pour
une fonction ¢ & déterminer, par exeuple o(q) =q ou ¢(q) = q + ., -1 72

En particulier, les nombres de Salem inférieurs ou égaux a 2, appartiennent-ils

25
La réponse affirnative & la question (2) serait particuli®rement intéressante
puisqu'elle entrafnerait que la linite d'une suite de nonbres de Salen serait un
nonbre de Pisot et que le plus petit nonbre de Salen appartiendrait & 1'ensenble

52 .

Vers 1979-1980, BOYD effectua une recherche sur ordinateur et vérifia 1'inégalité

M) = To »
pour « entier algébrique, non racine de l'unité, de degré < 16 ou de degré

£ 26 et de hauteur <1 (c'est-2a-dire dont le polynéme mininal n'a pour coeffi-

cients que 0, 1 ou =1 ) [6].
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I1 publia alors entre autres, une liste de quelques 150 noubres de Salen de degré
inféricur ou égal & 10 et inférieur & 2, et de degré inférieur ou égal a 26 et in-

férieur & 1,3, de hauteur 1 pour les degrés supérieurs ou égaux a 18,

J'inaginai alors de tester le probldme (2) & 1'aide de cette liste : calculs dé-
J& pénibles pour le degré 8 et qui nécessitaient la résolution de 3 inéquations &
3 inconnues entidres, décourageLent devant les 12 inéquations attachées & un nombre
de Salen de degré 26 ! Plus tard, je repris ces calculs sur micro-ordinateur et
constatai gue les nombres de Salen de cette liste, de degré inférieur ou égal & 10
(70 environ), appartenaient effectivement 2 52 . Je nontrai alors mec calculs a

BOYD et nos réflections conjointes aboutirent & la jolie caractérisation suivante.

b \ 7’
THEOREME DE "SEPARATION" DEL'ENSEMBLE '232 (BOYD-BERTIN , 1986)., - Soit T un -

nonbre de Salerm de polyndrie ninimal T . La condition nécessaire et suffisante pour

ue T appartienne a est l'existence de deux polyvndues cvclotomiques K et
qu 1P} ._PoLy \ q et

L tels que les arguments des racines de module 1 de XT , conpris entre O et

™ , soient "séparés" par ceux des racines de module 1 de L , égaleuient coupris

entre 0 et 1w .

Plus précisénent,

(a) le noubre T appartient & G, NG avec zP - P=(z-1) KT , K cycloto-

nique, K(1) #0, degP=2n, P(0) =2, si, et seuleuent si, il existe un po-

lynéne cyclotonique L ,

L=(z+1) T[T} (2 - e™¥)(5 - &™)
avec O <»$1 < ? < eee < Wm—l < P-1 <m, et

L(1) > - k(1) 7(1)

KT = ﬂi:i (z - ei¢“)(z -éiq&)(z - Nz - 1/7) 3

(b) le noubre T appartient & G, n & avec zP - P = (22 - 1) KT , K cyclo-
tonique, K(1) #0, K(-1)#0, degP=2n+1, P(0) =2, si, et seuleuent

si, il existe un polynfne cyclotonique L ,

L = Hi:l (z - eiwk)(z - e-ivk)

<y, <@, < 4ue < < <y <
avec 0 <y, <9 Yuop SPqog Sy ST &6

L(1) > - 2k(1) (1)

KT =ﬂ’;i (z - %) (2 = e XY (5 = 7)(z - 1/7)
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(c) Le nonbre T appartient 3 &, n% avec zP +P=(z+1)KT, K cyclo-

tonique, K(- 1) # 0 , degP=2n, P(O0)=-2, si, et seuleuent gi, il existe
un polyndue cyclotomnique L ,

L = ﬂ§=l (z - elvk)(z - e_1Vk) ’

avec 0 < ¥ <9y < eee < Vg < Puog SV, < y et

L(1) = - 2&(1) 7(1)

kT =77 (2 - &2%)(z - &%) (2 - 1)z - 1/7) 5

(d) le nonbre T appartient & G, nG avec zP+P =KT , K cyclotouique,

degP=2n-1, P(0) = - 2 , Si, et seulerient si, il existe un polynéue cycloto-
nique L ,

L=(z+1) ﬂi;i (z - e_Wk)(z - e—wk)

L(1) = - k(1) 1(1)
avec O S SR Seee <UL <9 <m, ol

KT =T (2 - & %)(z - %) (2 - 7)(z - 1/7) .

La dénonstration repose sur le fait que les nonbres de Salen de 52 vérifient
seuleuent des équations du type (a), (b), (c¢), (d). Le point délicat de cette as-
sertion consiste & Lontrer que zP - ¢ P n'a que des racines simples : on utilise

la courbe algébrique =z = z(t) définie par 1'équation
Q(z , t) = zP(z) -€t §(z) =0,

et 1'on conpte les branches qui "entrent!" et "sortent" du cercle unité, comre dans
BOYD "Petits nonbres de Salen", [4]. On utilise en outre le critére de Boyd pour

qu'un polynbue soit sans racine dans |z| 1.

Quelques exeuples,

#*pPour T=1000-1-1-1000 1, associé au noubre de Salen

¢ (degrés) : 66,71 82,07 125,13 167,69
Soit alors

b, (degrés) : 36 72 108 144 ,
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dtou
L=(z+ 1) - 1)/(z° - 1) , L(1) =10>-17(1) =1
Le nonbre T appartient donc & G, (cas (a)).

#Pour T=10-1-1010-1~-101, associé au nonbre de Salen

T =1,2534859531... , et K polyndue cyclotomiqgue K=11111-= F5 = gi::Tl ,
on obtient KT =11 6-1-1-1-1-1-1-1-1-1011, et

¢, (degrés) : 41,007 72 10L604 127972 144 166,282 .

En prenant

¥ (degrés) : 27,7 %d 83,1 110,8 138,3 166,154 ,

soit ,
L = (z+1)F13 , L(1) =26 >-x&(1) ™(1) =5,

on voit que T appartient & &, (cas (a)).

2

¥*Pour T=1-100-10-100-11, associé au nonbre de Salen
T = 1,4723531176... , on obtient

G (degrés) + 50,636 77,859 116,609 166,514 .
Alors, pour
', (degrés) + 20 60 100 140 ,
on trouve
L=(z+1)F2F6F18 , L1) =2==-17(1) =2
est le noubre T appartient 2 62 (cas (a)).
On peut wéne nontrer que la fanille infinie correspondant aux polyndues P et

T suivants, appartient & G, (cas (a)).

P

111100 e¢0 0-1=1=1-2

T

1—100—10.-.0"100-110

Corollaires et conséquences. — Je n'en citerai que deux.

(a) GznGCanG , VTg=2

(b) z;zncc{e;, o>1, 6€8},

Le théoréne précédent peruet de montrer, sans recours a l'ordinateur, que les
quelques 150 "petits" nonbres de Salem de la liste de Boyd, sauf peut-8tre trois

d'entre eux, appartiennent & 1l'enseuble 52 .

Le corollaire (b), malheureuseuent, apporte une réponse négative au probléme (2),
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du noins dans sa formulation actuelle.

En effet, en 1978, BOYD [ 5] avait déteriiné deux "petits" noubres de Salem qui

1 s + . .
n'étaient pas de la forme Gm y 22, soit

023 = 1,2816913715... de degré 26
et
0y, = 1,2851991792... de degré 44 .
Aujourd'hui, le corollaire (b) prouve que 9,3 et 95 n'appartiernent pas 2
62 .
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