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THÉORIES 03C91-CATÉGORIQUES
par Sébastien EHRSAM (*)

Théories stables
(B. POIZAT)
1 re année, 1977/78, n° 3, 6p.

Introduction. - Une théorie T , toujours supposée complète sans modèle fini et
dénombrable dans ce qui suit, est dite B-catégorique ( B cardinal quelconque) , si

elle n’admet qu’un seul modèle de cardinal 03BB , à isomorphisme près. Après qu’on
eut trouvé des exemples de théories 03C91-catégoriques non 03C9-catégoriques (corps al-
gébriquement clos de caractéristique 0 ) , ou 03C9-catégoriques et non u).-catégori-
ques (ordre dense sans extrémités). LOS s’est posé le problème suivant : Tétant

~-catégorique ( À ~ ill1 ), T est-elle catégorique en tout cardinal non dénombrable ?
La réponse affirmative, trouvée par MORLEY en 1962, reposait sur un résultat plus
fort : " T étant ~-catégorique ( À ~ 0)1 ), tout modèle de T non dénombrable est

saturé " ; elle utilisait l’analogue de la dérivation des espaces topologiques et
du théorème de CANTOR-BENDIXON pour certains espaces de types.

Notre exposé s’attachera plus particulièrement à placer ce théorème dans le cadre
des théories 03C9-stables. A cet effet, nous utiliserons sans démonstration préalable,
outre les résultats du cours de B o POIZAT sur les théories stables, les notions ba-
siques de skolémisation, la totale indiscernabilité des suites d’indiscernables dans
une théorie stable, le théorème des 2 cardinaux de Vaught et 1 existence de modèles
premiers dans les théories w-stables.

Notations. - 1 X) = cardinal est le langage dans lequel T est défi~

nie, N désigne la restriction élémentaire M de N , est le rang de

Morley de p p C (p) son "rang de Cantor" et t (x) le type de x au-dessus de A n

Si 11 est un modèle de S) ~ ~ E une formule, on note
çp (Fî) = [m E 11; )- 8:)} 0 Il est rappelé qu’une paire de Vaught est la donnée
de N modèles de T et cp(x, ’;3), a E M ) N , = g(N) et

j$(M)j &#x3E; (D . t(a) désigne un terme construit sur a .

THEOREME de T catégorique en 03BB  03C91 si, et seulement si, T catégo...
rique en tout cardinal non dénombrable.

1re étape s Elle n’utilise nullement l’hypothèse de catégoricité.
, ,

THEOREME d’Ehrenfeucht. - Soit T ayant un modèle infini e t x un cardinal 

il exi ste ~{1, modèle de T , de cardinal x tel ue si 1 ~I ne,
réalise p as plus de w type s de S (A) .

Soit (I, ) ensemble ordonné de cardinal 03BB . Soit T* une skolémisée de T .

On prend un modèle de possédant une suite d’indiscernables C a. ) . 9 et

(*) Sébastien EHRSAN, C. E. S. de Wintzenheim, 68000 COLMAR
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soit ii° le skolémisé dans £* , skolémisé de e, des (ai)i~I noté h({ai}i~I) :
M est un modèle de T . Soit A s M dénombrable. Tout élément de A est formé à

partir d’un nombre fini de et donc A c J dénopbrable.

Alors, le type de ai sur A ne dépend que de la manière dont i est placé par

rapport à J : Si a. 

o 
et a., sont tels que, pour tout j ~ J, io ce 1 si, et

seulement si, alors, si FI ]- ... , bn) , avec bi EN,

N~~ 1- cp(a. , B(~)). avec ... , r extraits de J, et donc, par

indiscernabilité, N* 1- cp(a., , t~~) ~ ... , ~~~ ’ soit 
01 

n 
n 10 

n

De même, M est de ... , a. ), ty-

pe au-dessus de A, ~(x) , ne dépend que de t et de la façon dont se place

... , in) par rapport à J (même argument).

Il suffit donc de trouver l ordonné, avec 1 Il = À , tel que, pour toute partie
J dénombrable de l, et pour tout entier n, la relation ~ (n , J) , exprimant

que 2 suites croissantes indexées par n sont placées de la même façon par rapport

à J, qu’un nombre dénombrable de classes.

On considère À comme ensemble, i. e. comme ordinal ; le résultat se montre par

récurrence sur n :

Pour n = 1 : Soit J quelconque ; si i ~ À , alors inf(j; j = J ; i  j)

est dnns J et détermine la classe de i .

Le passage de n à n + 1 se fait en remarquant que la classe de 

est déterminée par la classe de module ~ (1 , J’ = J u ... , et

la classe de (i , ... , in) module ~ (n , J) . Cela ne donne qu’un nombre de-

nombrable de classes module ~ (n + 1 , J) .

2e étape: _S~ T est ~-catégorique , B :&#x3E; ~ , T est ~-stable.

Si T est non ~-stable, il existe A , ensemble dénombrable de paramètres, pro-

duisant 03C91 types qu’on réalise dans un modèle Fi contenant Â de cardinal B ?

mi ne peut pas être isomorphe au modèle construit dans le théorème d’Ehrenfencht,

et donc T n’est pas ~-catégorique.

3e étape: ~ T est À-catégorique1 À ~ (1)1’ T est sans paire de Vaught.

Par l’absurde, d’après le théorème des 2 cardinaux de Vaught, T étant 03C9-stable,

si T admettait une paire de Vaught, T admettrait (K, À) , i. e. il existerait

un modèle FI et une formule cp (x , ’8), a e avec (J ~ K  À , et 1 q (}I) 1 =K
et |M| = À . Or Fi n’est pas saturé. -

L’ensemble des formules a) , pour tout s dans ç (FI) ) se laisse

prolonger en un type sur ij? (M) , non réalisé dans FI . Or, T étant 03C9-stable, donc

À-stable, il existe un modèle N saturé de cardinal À (théorème de HARNIK). M

et N étant non isomorphes, on obtient une contradiction.
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4e étape : Etude préliminaire sur les formules minimales.

Définitions. -Une formule minimale est une formule ’a) , avec ad-

mettant une infinité de réalisations et telle que, pour toute extension B de A,
tout et toute ou

- ~ (x , b’) A a) n’a qu’un nombre fini de réalisations.

D’autre part, a), a: e est une formule minimale, on définit sur
tout B , ensemble de paramètres contenant A, le type moyen n de 03C6 sur B par

les formules 03C8(x , b) A ayant une infinité de réalisations. On vérifie

aisément sa consistance et sa complétion. On remarque qu’il ne peut savoir sur C

contenant B , deux fils distincts non-algébriques.

La proposition suivante donne le lien entre formules minimales et type de RM

égala 1 .

PROPOSITION.

1° ~ est minimale~ le type moyen n sur B ;:) A est

de RM égal ) 1, et 03C6(x , ’a) l’ isole des types de dans S.(B) .
;.?O Soit M étant un modèle de T , avec RM(p) = 1 . Si p(x , 9 ,

avec a ~ Mn , isole p des types de RM  1 , 03C6(x , a) est minimale.

1° 03C0 a une infinité de réalisations : Si G , modèle de T , contient toutes les

réalisations de S1 (G) contient une infinité de fils de rr distincts, qui
s’accumulent en un point au 1 . B:) isole n des types de

RM  1 dans S1 (B) . En effet, sinon, il existe une formule 1B1 (x , P) telle que

TI 1.. ~(x , b) a) et TT’ 1- J W(x , b’) &#x26; , avec u et n’ de

1 ; cela signifie que rr’ est non algébrique et b) A ~)
admet donc une infinité de réalisation, ce qui contredit la minimalité de 8.) 0
Si 2 , n aurait sur modèle contenant B , un fils q , point d’accu-

mulation de types de 1 (i. e. 2 ) ; q n’est pas le type moyen de

(o sur M car sinon il serait isolé par a) dans Sl (M) parmi les types de

RM ~ 1 ; donc q 1- ~(x , E) A ~) ~ qui n’admet qu’un nombre fini de réalisa-
tions, soit ID1(q) = 0 . Contradiction : = 1 .

20 Si a) n’est pas minimale, il existe N , extension élémentaire de 

b) , 1?~tT~ tels que a) et a) b)
ont une infinité de réalisations, dont une infinité existe alors dans N. Soit

(x.).- et (y.)..- des éléments de N vérifiant respectivement 03C6(x,a) A 
et a) A - 1jr (x , types et s’accumulent en daux

points et tN(Y’) . On a et  1 , ce qui en-

traîne, x et y* vérifiant tous deux D , et leurs types sur M étant

de 1, = = p ; d’où = = 1 . Donc p a

sur N deux fils équirangs avec lui, ce qui contredit la stabilité de p , car p

est rangé par RM .
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THEORE}.iE. - T est 03C9-stable et sans paire de Vaught si, et seulement si, T est
catégorique en tout 03BB  uo .

Ire partie : On suppose cp(x) minimale sans paramètre. Soit M , modèle de cardi-
nal 03BB  03C91 , et l’ensemble associé à 03C6(x) et Il; la 03C9-stabilité nous

assure de 11 existence de P, modèle premier avec donc P - 1,1 . Comme

il n’y a pas de paire de Vaught, P = M . Donc M est premier et même

minimal sur ce qui entraîne que |03A6(M)| t := À . On construit dans 03A6(M)
une suite de la manière suivante : Le type moyen de cp sur Ø est réalisé dans M

en aO’ ~ réalise dans 1-1 le type moyen de cr sur [~}, ..., aa+l réa-

lise dans l-I le type moyen de ((’ sur ... , a } = A . On poursuit cette
construction aussi longtemps que l’on peut réaliser le type moyen de cp sur Acx
dans M . Dès que cela s’avère impossible, on s’arrête.

A = {a p } pE 11 étant la suite ainsi trouvée, Q(M) . est exactement l’ensemble des
éléments de la clôture algébrique A*’ de A ,satisfaisant C?(x) . En effet, si

g E ijJ (H), S ne réalise pas le type moyen clé cr sur A; il existe donc 1B1 (x , a)~
a: E satisfaite par g, et algébrique; par conséquent, tA (s) est algébrique..
De plus, lAI = À. , car lA)  À impliquerait 1 Ç? (M) 1 J  À. , ce qui contredit

le fait que 1.1 et 03A6 (M) ont même cardinal À.

La suite A = (ai)i~I est indiscernable Montrons le par récurrence sur n:

aO et pour tout réalisant tous deux le type moyen de cr 

ont même type sur Ø .

Supposons que, pour tous indices ka  e..  kn , les suites {a0 , ... , an} et

fa. ,... , ak } ont même type sur Ø. a 
l 

réalise le type moyen de cr sur

"0 Rn 
An = [aO ’ ... , a11} , et 

akn+1 réalise le type moyen de cp sur A. *"’2014 i -l’ et donc
aussi le type moyen clé cp sur [ak , ... , ak }; an+l et a- ont alors

o n 
~ n+l

même type sur ... ,an} et {ak0 , ... , ak } , d’où le résultat à l’ordre
(n + 2) . 

" 
0 n

On sait que, dans une théorie 03C9-stable, toute suite d’indiscernables est totale-

ment indiscernable. A est donc totalement indiscernable sur Ø . Soient Nl et

M2 deux modèles de T de cardinal À.. Alors, dans ijJ (1B) et 03A6 (M2) , on construit
Al et A2 ’ suites d’indiscernables totaux de cardinal À, qui sont donc isomor-

phes, les clôtures algébriques suivant cp(x) le sont aussi et, par conséquent, Ml
et M2 modèles premiers et minimaux sur g; (Hl) et 03A6 (M2) le sont aussi. Ceci

achève le raisonnement dans le cas où m est minimale sans paramètre.

2a partie s Pour pouvoir refaire le précédent raisonnement avec une formule mini-

male à paramètres en partant du type moyen de sur (a}, il
est nécessaire et suffisant de pouvoir reproduire dans tout modèle de T un

. - 
e 

- "" d etn-uple a de même type sur j0 que a; pour ce le type de a sur Ø doit

être isolé.
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Si nous considérons un type p sur modèle atomique ou premier sur Ø , de
RU égala 1, toute formule ~) ~ avec ~, E ~~~’ ~ qui isole p parmi les

types de RM  1 , sera minimale d’ après la proposition p:éécédente, et le type de
a sur Ø sera isolé. L’ existence de ce type découle de deux assertions :

LEMME 1. - Si T n’ admet pas de paire de Vaught, et si 03C6(x, y , #) , 
a une infinité de réalisations en x pour des valeurs de 00FF ~ on peut trouver un
entier K ne dépendant que de la formule et exprimer cette infinité de x par :

Par l’absurde. supposons que (n ) S S~03C9 
soit une suite strictement croissante d’en-

tiers telle que, pour tout s ~ w , il y a Y et n 
s 

éléments x qui satisfont

03C6(x, ys , a) et pas n + 1 . On regroupe ces éléments dans un modèle 1;1 conte-

nant A . Soient U un ultrafiltre non principal et y 
Alors y ~ a) est non algébrique, car on peut construire à partir des x

et de U une infinité de réalisations de y , a) dans 1-1 , et, si N est

une extension élémentaire propre de cette formule détermine une paire de Vaught
sur et N ~

LEMME 2. - Soient T sans paire de Vaught et M un modèle de T ; si p ~ Sl (M)
est de "rang de Cantor" C(p) égal à 1 , alors fllvI(p) = l .

On rappelle que, pour tout type p , C(p) . Soit a) , avec a E Mn,
qui isole p parmi les types non isolés ( C(p) = 1 ). Alors~ dans toute extension
élémentaire N de l’ouvert-fermé a)&#x3E;N de Sl (N) ne contient qu’un

seul type non isolé.

Suppo sons, par 11 absurde, que, dans 81 (N) , il y ait deux types non isolés véri-
fiant 03C6(x, ë:) : il existe b ~ Nk , et 03C8(x , ) tels ?) A ’;)

~(x ~ 1?) A a) ont une infinité de réalisations. D’après le lemme 1, il

existe 2 entiers K et K’ tels que cele s’écrive : il existe Kx tels que

l-- b) A (p(x ~ 8:) , et il existe K’ x tels que 1- -i ~(x ~ H) A (on

peut prendre le même entier pour les deux cas, que je note KU). On a donc

N 1- (B y) i 1 ( 3 Kit x) (~(x,~) A A [(p Kit x) (-, *(x,~) A 
Il existe donc, dans M~ ~ 5’ tel que ~(x ~ P’) A et

~ 5’ ) A a) aient une infinité de réalisations. Cela signifierait de

manière évidente que ’8:) &#x3E;H contiendrait deux types non isolés, ce qui est

contraire à l’hypothèse.

Si RM(p) ~ 2 , p aurait dans une extension élémentaire N de un fils p ,

point d’accumulation de types de RM :&#x3E; 1 . Dans a)&#x3E;N , il existe p’ et p"
de RM  1 , ce qui signifie que dans :P, extension élémentaire de p’ et pU
ont des fils q’ 1 et q" points d’accumulation de types, donc non isolés et qui

appartiennent à a)p , contradiction.
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On a donc 2 .

On conclut en prenant I~L ~ modèle premier qui est dénombrable. 

est dénombrable par ~’-’stabilité. L’ensemble E des points dl accumulation de 81 
est un compact fini ou dénombrable.

Diaprés le théorème de Baire, il n~ existe pas de compact par£ait ~i. e. sans

point isolé) dénombrable : E admet un point isolé p e S qui est donc tel

que C(p) = 1 , et donc = 1 , d’après le lemme 2.


