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VIII - 1 Séminaire de Théorie des Nombres 

16 et 23 janvier 1975 

Grenoble 

MODULES ASSOCIES AUX A-MODULES FORMELS 

par Jean Marc DECAUWERT 

Soit L un corps p-adique complet, K une extension finie de Q p 

contenue dans L , B et A les anneaux d'entiers de L et K . Le but de 

cet exposé est l 'étude des A-modules formels définis sur B . Après avoir 

rappelé certains résultats généraux, dus pour l ' essent ie l à L . Cox [1] sur 

ces A-modules formels et leurs logarithmes, on s'intéressera au cas où 

l 'extension L / K est non ramifiée 0 Dans ce ca s , on associera à tout A -

module formel F défini sur B un module M ° ( F ) sur un anneau de s é ­

ries formelles non commutatives à coefficients dans B et on montrera que 

ces modules permettent de classer les A-modules formels définis sur le 

corps résiduel de B . On définira ensuite un sous-B-module L ° ( F ) de 

M ° ( F ) et on montrera que l 'étude des A-modules formels définis sur B 

se ramène à ce l l e des couples du type ( L ° ( F ) , M ° ( F ) ) , en suivant une 

méthode indiquée par J 0 M 0 Fontaine [3] et [4] „ 

I - GROUPES FORMELS ET A-MODULES FORMELS. 

Soit B un anneau commutatif unitaire « Si X = (x. # . . . , x ) est 
1 n 

un système de n var iables , on notera B [ [X] ] l'anneau des séries for­

melles en les n variables x, / 0 0 , , x , à coefficients dans B 0 Si 
1 n 

f(X) et g(X) sont des séries formelles de B [ [ X ] ] , on dira que f est 

congrue à g modulo degré r et on notera f = g (deg r) si f et g 

ne diffèrent que par leurs termes de degré total s> r . Si £ER est un idéal 

de B , on écrira f = g (3Jl) si ( f - g ) est une série formelle à coe f f i -
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cients dans -SOI , et f = g (deg r,ïft) s 8 i l existe cp et \|i dans B [ t X ] ] 

t e l les que f -g = cp+\|/ avec cp = 0 (deg r) et \|j = 0 (©) . , On notera 

B [ [X] ] l 'ensemble des séries formelles f = 0 (deg 1) . 

DEFINITION I o l o Soient X et Y des systèmes de n variables 

( x . , . . . , x ) et (y ,oo»ffy ) o Un groupe formel de dimension n défini 
i n 1 n 

sur B est un système de n séries formelles 

F ( X , Y ) = (F (X, Y ) , o o « ,F ( X , Y ) ) Ç B [ [ X , Y ] ] n 

1 n o 

vérifiant : 

( i ) F ( X , Y ) = X + Y (deg 2) 

( i i ) F ( F ( X , Y ) , Z ) = F ( X , F ( Y , Z ) ) . 

Si de plus F vérif ie F (X ,Y) = F (Y ,X) , on dit que F est commuta-

t if . 

De ( i ) et ( i i ) on déduit que F(X,0) = F(0 ,X) = X et qu' i l existe 

i p ( X ) 6 B[ tX ] ]JJ 
tel que 

F ( X , i p ( X ) ) = F ( i p ( X ) , X ) = 0 . 

L'exemple le plus simple de groupe formel commutatif est le groupe 

additif G ( X , Y ) = X + Y „ Lazard a démontré que tout groupe formel de 
a 

dimension un défini sur un anneau réduit est commutatif. 

DEFINITION I 0 2 0 Soient F et G deux groupes formels définis sur 

B , de dimensions respect ives n et m , et soit C un anneau contenant 

B . Un élément cp de C [ [X] ] „ (où X = ( X i / o o o / X ) ) est un homomor-
0 I n 

phisme de F dans G s ' i l vér i f ie : 

cp© F = Go cp 

c 'es t -à-di re cp(F ( X f Y ) , . . . , F n ( X , Y ) ) = G(cp(X),cp(Y)) . 

Si m = n et si cp est invers ible , cp * est un homomorphisme de 

G dans F et on dit dans ce cas que cp est un isomorphisme de F 

dans G ; si de plus cp(X) = X (deg 2) , on dit que l'isômorphisme cp 
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est stricte 

Par la suite, nous ne nous intéresserons qu'aux groupes formels com-

mutatifs, et "groupe formel" signifiera donc désormais "groupe formel com-

mutatif". 

On munit alors l 'ensemble Horn ( F , G ) des C-homomorphismes de 

F dans G d'une structure de groupe commutatif en posant 

(cp© ^) (X) = G(cp(X),^(X)) 

si cp et \|i ç H o m ç ( F , G ) . 

Cet te addition et la composition des séries munissent en particulier 

End (F) = Horn (F ,F ) d'une structure d'anneau, en général non commutatif0 

Si B est un anneau de caractéristique nulle et L son corps des 

fractions, et si F est un groupe formel de dimension n* défini sur B , 

i l exis te un unique L-isomorphisme strict f de F dans le groupe addi­

tif de dimension n ; on l 'appel le logarithme de F a 

On voit alors que si G est un groupe formel défini sur B de d i ­

mension m et de logarithme g , tout C-homomorphisme de F dans G 

est de la forme cp = g * o M 0 f pour une matrice M £ M (C) ; récipro-
_1 m , n 

quement si M ç M (C) , g " o M o f ç Horn ( F , G ) si et seulement si 
m, n U 

g"^oMof est à coefficients dans C . L'application qui à cp associe M 

définit un isomorphisme de H o m ^ ( F , G ) dans M (C) et en particulier 
C m,n 

si F = G un isomorphisme d'anneaux de End (F) dans M (C) . On 
o n 

appellera M la matrice jacobienne de cp . 

Si F est un groupe formel de dimension n défini sur B , on d é ­

finit par récurrence des systèmes [r]p de n séries formelles 

( [r]„ - , . « . , [ r ]_ ) de B [ [X] pour tout entier r en posant 
F , l F ,n 0 

[ l ] p ( X ) = X 

[ r ] p ( X ) = F ( [ r - l ] p ( X ) , X ) . 
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Nous nous intéresserons désormais au cas où В est l'anneau des 

entiers d'un corps p-adique complet L ; т désignera une uniformisante de 

В et Z le corps résiduel В/тВ 0 Si F et G sont deux groupes formels 

définis sur В et ф un B-homomorphisme de F dans G , la réduction 

cp de cp à £ [ [ X ] ] ™ définit un £-homomorphisme de F dans S . 

DEFINITION I 0 3 0 Un groupe formel F de dimension n défini 

sur £ est dit de hauteur finie si ? [ [ x 1 / O O 0 / x ] ] est un module de 
1 n 

type fini sur le sous-anneau € [ [ [p]„ - / . . „ , [p]„ ] ] ; s ' i l en est ainsi 
г / 1 F ,n 

€ [ к , / . о . , x ] ] est un module libre sur £ [[ [pL л / » » . , [pL ] ] dont le i n t , 1 F ,n 
rang est une puissance p de p ; H est la hauteur du groupe formel F . 

La hauteur d'un groupe formel défini sur В est par définition la hau­

teur de sa réduction à £ . 

A-MODULES FORMELS о 

DEFINITION I 0 4 o Soient A et В deux anneaux et i : A - В un 

homomorphisme. Un groupe formel F défini sur В est un A-module for­

mel si pour tout a ç A , i l exis te un B-endomorphisme [ а ] ^ de F de 

matrice jacobienne i ( a ) I

n

 e t t e * 4ue l 'application ainsi définie de A 

dans End (F) soit un homomorphisme d'anneaux. 
D 

Si С est un anneau contenant В , un С-homomorphisme du A -

module formel F dans le A-module formel G est un ф ç Hom^(F , G) 

te l que pour tout a ç A 

ф о [ a ] p ( X ) = [ a ] Q o < p ( X ) 0 

On notera Н о т * (F /G) l 'ensemble de ces homomorphisme s, qui est muni 
О z A 

d'une structure naturelle de A-module, et de même Н о т , A ( F 7 F ) = End (F) 

est une A-a lgèbre , non nécessairement commutative 0 

Nous allons d'abord appliquer cette définition au cas où К est un 

corps local contenu dans le corps p-adique L , d'anneau d'entiers A , 
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d ' indice de ramification e sur Q , de degré résiduel d , on dés igne-
P 

ra par rr une uniformisante de A et par k le corps résiduel A/TTA , 

de cardinal q = P * Le degré de K sur Q est donc m = de , et i 
P 

sera ici l ' inclusion de A dans l'anneau B des entiers de L 0 

On voit en particulier que tout groupe formel défini sur B est un 

Z-module formel et même un 7L -module formel 0 

P 

PROPOSITION l o i . Soit F un A-module formel défini sur B de 

hauteur finie H en tant que groupe formel 0 Alors m divise H et 

€ [ [ X , , . o , , X ] ] est un module libre de rang q n sur £[[ [nL - / . . . , [TTL ] ] 
1 n r , i r , n 

où h = H/m . 

P ^ i ^ ^ I Ê ^ 0 ! 1 • ^e m ° d u l e de Tate de F est un A-module libre puis­

que F est un A-module formel ; or on sait que ce module de Tate est un 

Z£ -module libre de rang H ; on en déduit que m divise H . 
P 

0 
De plus, TT et p ont même valuation et comme la multiplication 

[p] par p est une isogénie de degré p , [rr] p est une isogénie de 
, . H / e h degré p 7 = q . 

DEFINITION 1,5 o On dit alors que h est la hauteur de F en tant 

que A-module formel. 

Désormais, "la hauteur d'un A-module formel" désignera sa hauteur 

en tant que A-module formel» 

Nous allons maintenant étudier quelques propriétés du logarithme 

d'un A-module formel défini sur B „ 

PROPOSITION 1.2 . Soit f le logarithme du A-module formel F . 

Alors : ( i ) f(nX) = 0 (n) 

( i i ) r^nX) ^ 0 ( n ) . 
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Dénionstration : 

( i ) f(nX) = 0 (rr,deg 2) ; supposons donc que f(rrX) s 0 (rr, deg r) ; 

alors 

/ " ^ ( X ) = / " ^ ^ ( X ) (deg(r+l) ,Tr) 

(r) 

où f désigne la composante homogène de degré r de f „ Composons 

cette congruence avec [n]p(X) = f ^TîfCX) ; nous obtenons 

T T r - 1 f ( b ] F ( X ) ) = / _ 1 f ( r ) ( h ] F ( X ) ) 

= •nT~1tiT\-nX) ( n , d e g ( r + l ) ) 

- , 2 x ~ l f ( r ) (X) 

d'autre part 

TT r" 1f ( [TT] F (X) ) = n

r f ( X ) 

= T î r f ( r ) (X) (deg r + l , n ) 

donc 

/ f ( r ) ( X ) = 0 (deg r + l , n ) , 

ce qui montre par récurrence que f(*nX) = 0 (n) . 

( i i ) Posons g = f 1 „ Nous pouvons de même supposer que 

g(TrX) = 0 (n,deg r) . 

Soit 

g(nX) = T r r g ( r ) ( X ) (deg r+1 ,TT) . 

Composons de même avec [rr]p : 

g ( n 2 X ) a n

r + 1 g ( r ) ( X ) (deg r + l , n ) 

soit 

TT g (X) = rr g (X) (T\) 

r (r) 
ce qui montre que TT g est à coefficients entiers» Mais 

fog (TrX) = f ( n r g ( r ) ( X » (deg r + l f T T ) 

= 0 

donc rr rg(X) = 0 ( d e g ( r + l ) , n ) , ce qui achève de montrer par récurrence 

que g(nX) = 0 (TT) o 
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COROLLAIRE. Soit f le logarithme du A-module formel F et a 

et 3 des systèmes de n séries formelles à coefficients dans B 0 Alors 

f ( a + T T p ) = f(cc) (TT) 

6 t -1 -1 
f (a+rrp) — f (ex) (n) . 

En effet 

F ( a + n p , i F ( a ) ) H 0 (n) 
donc 

f ( F ( a + T T 3 , i p ( a ) ) ) = f ( a + T T p ) - f (a) = 0 (TT) . 

Nous pouvons également préciser dans le cas d'un A-module formel 

un résultat de Lazard. 

PROPOSITION 1.3. Soient F et G deux A-modules formels de dimen­

sion n définis sur B tels que F = G (deg r) ; alors 

F(X,Y) = G ( X , Y ) + A ( X , Y ) (deg r+1) 

où A ( X , Y ) = r ( X + Y ) - r ( X ) - p ( Y ) pour un système p de polynômes homo­

gènes de degré r définis sur B _si r n'est pas une puissance de q , 

et 

A ( X , Y ) = r ( X + Y ) - r ( X ) - p ( Y ) + D B ( X , Y ) 

q 

si r = q 1 où D € M^CL) est t e l l e que TTD Ç M N ( B ) et où 

B , ( X , Y ) = (B ^ . / ^ ' . . . Î B i ( x n ' y n } ) 

g q q 
si B ( X , Y ) = ( X + Y ) S - X S - Y S . 

S 

Démonstration : Lazard a montré dans le cas des groupes formels 

que 
F ( X , Y ) = G ( X / Y ) + A ( X , Y ) (deg r+1) 

où A ( X , Y ) = r ( X + Y ) - r ( X ) - T ( Y ) si r n'est pas une puissance de p 

et A ( X , Y ) = r ( X + Y ) - r ( X ) - r (Y) + DB . ( X , Y ) si r est une puissance 
P 1 

p 1 de p / et D est une matrice de M

n ( L ) te l le que pD ç M^(B) . 

Nous n'avons donc qu'à examiner le cas où r est une puissance 

de p „ Posons alors D = (a . . ) et définissons un système de n séries 
iJ 

formelles s = (s , , . . 0 , s ) par 
1 n 
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n 

s.(X) = -r . (X) - S . 
J = l 1 J 3 

Alors $(X) = X + s(X) définit un isomorphisme modulo degré (r+1) de F 

dans G et par conséquent pour tout a ç A 

$o [ a ] p s [a] o $ (deg r+1) 

soit 

l a ] p ( X ) - [ a ] Q ( X ) = as(X) - s(aX) (deg r+1) 

donc 
as(X) - s(aX) € B [ [X] ] n . 

o 
Soit 

n n 
a £ a . . X r - S a . . a r X r e B [ [X] ] 

j= l 1 J J j= l 1 J J 

pour tout i = 1 , o o o , n 0 

r-1 
Donc a ^ a l l - a ) ç B pour tout couple ( i , j ) 0 Cette relation 

étant vraie pour tout a Ç A , e l l e montre que D ç M (B) si r n'est pas 
n 

une puissance de q ; si r est une puissance de q , pour a = n , on 

trouve que TTD Ç M (B) . 
n 

II - MODULES ASSOCIES AUX A-MODULES FORMELS. 

On suppose désormais l 'extension L / K non ramifiée ; les valuations 

considérées sont normalisées par V(TT) = 1 (soit v (p) = e) . On désigne 

par C le complété de la clôture algébrique L de L , par Dît son 
c 

idéal maximal, par g le groupe de Galois de L sur L . On définit : 

= {ccç C | v ( a ) * r ) si r e R 

et en particulier 

SDI = 31̂  . 

On note L { t } l 'ensemble des séries formelles convergeant pour tout 

a € ïfi n si t = (t , o . o/t ) est un système de n indéterminées. 
C JL n 

Si F est un A-module formel de dimension n défini sur B , on 

munit 3j£ d'une structure de A-module en posant : 
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a + 3 = F (a ,p ) si a = (a, / . . . ,a ) € I l f 
P 1 n c 

3 = ( p 1 # . . . , p n ) e s Ç 

a„ a = [a] (a) si a ç A . 

Comme F est défini sur B , ïftn a une structure de A [ g ] -module ; on le 

notera FUJI ) • On considérera aussi les A [ g ] -modules 
c 

W = Hom «D ,Fto ) ) 
ùL p C 

P 

= {et = ( a Q M o o , a k , o o o ) } 

[ p ] p ( c c k + 1 ) = a k pour tout k 

T = { a € W | a o = 0 } = Hom^ (Q A F t o J ) . 

P P ° 

On a alors la suite exacte de A[g]-modules : 

0 T -> W - Ffcjt ) - 0 . 

c 

Soit TI un A [g]-homomorphisme de W dans C ; l ' image de T par r\ 

est contenue dans un Kl , et on peut donc factoriser ri en n : 
F fol) - C/DJl . 

o r 

DEFINITION IIolo Un A [gj-homomorphisme n de W dans C est 

dit analytique s ' i l exis te une série formelle çp(t) ç L { t } (= L { t ^ , . . . ,t } ) 

et un réel r te ls que : 

pour tout a = ( a Q Ç W c 

On note Hom ( W , C ) le L-espace vector ie l des A. [g]-homomorphismes 
a 

analytiques de W dans C 0 

On appelle M ( F ) l 'ensemble des n € Hom ( W , C ) tels qu'il existe 
a 

cp ç L { t ] te l le que n (a ) soit congru à cp(aQ) modulo ffll pour tout 

a = (a / . c » ) € W ; M ( F ) est un sous-B-module de Hom ( W , C ) et i l 
o a 

est clair que Hom ( W , C ) = M (F) ®_ L . 
a b 

Soit S (F) l 'ensemble des séries formelles cp € L[t^, . 0 . ,t ] t e l les 
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que cp(F(X,Y)) = çp(X) + çp(Y) 6») et çp( [a] p (X)) = acp(X) ¿1) pour tout 

a ç A . 

Nous nous proposons de construire un homomorphisme surjectif de 

S(F) sur M(F) o Remarquons d'abord que si n € M(F) , i l existe une 

série cp(t) € L { t } te l le que r\(a) = cp(aQ) (3W) pour tout a = (a , . . . ) € W . 

Du fait que r\ soit un A-homomorphisme, on déduit que : 

cp(F(a,|3)) = cp(a) + ep(p) (2Jl) pour tout a et tout p g 3j£ 

cp([a] p ( a ) ) s acp(a) to) pour tout a '€ SDrP 

et i l est alors faci le de voir que cp £ S (F) . La suite pncp(a ) est alors 
n 

convergente pour & € W et r)(çx) en est la l imite . 
Soit donc cp G S(F) et a = (a , » • „) € W ; la suite p cp(cc ) 

~" o n 
converge dans C , car 

cp(ccn) = c p ( [ p ] p ( a n + 1 ) ) 

donc 

P cp(aR) = P V ^ n + i ' ® ' • 

On peut donc poser n (a ) = Uni pRcp(a ) et on vérif ie alors que n est 
n-»co 

un A [g]-homomorphisme analytique de W dans C . 

Nous avons ainsi défini un homomorphisme de S(F) dans M(F) 

et d'après la remarque précédente, cet homomorphisme est surjectif. Son 

noyau contient évidemment TTB [[t^ , , . . ,t ] ] et on voit facilement que c 'est 

exactement nB [[t . , . . . ,t ] ] • Nous avons donc établi un isomorphisme entre 
1 n 

S ( F ) / n B [ [ t ] ] et M (F) . 

On note S l 'ensemble des séries formelles à r variables à coef-
r 

ficients dans L/TTB ; i l s ' identifie à 

L [ [ t 1 # . . . # t R ] ] / T T B [ [ t 1 / O 0 0 , t r ] ] 

et a une structure naturelle de B [[t , „ . . , t f ] ] -modu le . 

On notera S° le sous B [[t, , 0 „ 0 ,t ]]-module de S constitué des 
r 1 r r 
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séries cp t e l l es que ç £ [[t . , g 0 0 ,t ] ] pour l ^ i ^ r . M(F) est 
ot^ l r 

un sous-B-module de S et nous en étudierons le sous-B-module 
n 

M ° ( F ) = M(F) n S° . 
n 

Comme l 'extension L / K est non ramifiée, i l existe un automorphis-

me de Frobenius a , qui est l'unique K-automorphisme de L tel que 

a(b) = b q (rr) pour tout b ç B 0 

On désigne par E = B [ [T] ] l'anneau des séries formelles non corn­
er 

mutative s à une variable à coefficients dans B où Tb = a(b)T pour b ç B . 

On munit alors L [ [X] ] m d'une structure de E-module à gauche en posant 
o 

[ T * # . . . , ^ m ) ] ( x , . . . # x r ) = (cpj(x^, . . . , x q ) , o . . / ^ ( x ^ , . . . , x ^ ) ) 

où cpQ désigne la série formelle obtenue en appliquant a aux coefficients 
m 

de cp . Cette structure induit une structure de E-module à gauche sur S 
m ' ^ 

et (S°) en est un sous E-module* 

De même, si X = ( x i / e o o , x ) est un système de n var iables , si 
1 n 

f e L[ [X]]™ et u(T) e m ( E ) , on peut définir 

u(T) * f € L [ [ X ] ] * 

et on voit que si v (T) ç M (E) 

(v(T)u(T)) * f = v ( T ) * (u(T)*f) . 

Nous allons établir quelques lemmes en vue d'étudier la structure de M ° ( F ) ; 

LE MME I I . 1 . Soit cp € M(F) „ Alors cp € M ° ( F ) si et seulement si 

(0) £ l pour tout i = 1, . . . ,n . 
ÔX. 

Démonstration : En dérivant par rapport à Y la relation dans 

cp(F(X,Y)) = cp(X) + cp(Y) 

et en y faisant Y = 0 , on obtient la relation : 

( ^ ( X , , . . „ , ^ ( X „ ( ^ ( X , 0 „ - <*Ho> £ - ( „ ) » 
1 n j l n 
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0 r : » . 
( — L ( X , 0 ) ) € M (B [[X]] ) 
à i , n o 

et ' 

par conséquent {—r-(X,0)) est inversible et donc 

J 

1 n i n J 

On en déduit le lemme, et le corollaire : 

COROLLAIRE 0 M ( F ) ® L = M ° ( F ) ®_ L = Hom ( W , C ) 3 . 
B B a 

LEMME I I o 2 0 Soit cpr(X) un polynôme homogène de degré r en  

les n variables (x, , B 0 . , x ) à coefficients dans L , vérifiant 

cpr(X+Y) = cpr(X) + cp r(Y) ( n ) o 

Alors , si r n'est pas une puissance de p , cp (X) = 0 (TT) et si r 
r 1 - e 

est une puissance de p , il existe , 0 0 0 ç TT B tels que 
n r 

cp (X) ^ £ c (n) . 
1 = 1 

Démqn_stration : voir Honda [ 7 , lemme 3 0 2 ] 0 Nous pouvons maintenant 

donner la structure de M ° ( F ) : 

PROPOSITION II . 1 . M ° ( F ) est un sous-E-module de S° , engendré  

sur E par les réductions f ^ / . . . , f n à S^ des composantes du logarith­ 

me de F ; de plus i l ne dépend que de la structure de A-module formel de  

la réduction F de F à € . 

En tant que B-module, i l est libre de rang h . On a TTM°(F) C T * M ° ( F ) , 

et le quotient M ° ( F ) / T # M ° ( F ) est un espace vector ie l de dimension n sur € , 
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Démonstration : Il est d'abord clair que f, , . . „ , f appartiennent 1 n 

à M ° ( F ) . De plus : 

( T V * f . ) ( F ( X , Y ) ) = f ° V ( ( F ( X , Y ) ) q V ) 

s f ° V ( F a V ( X q V , Y q V ) ) (IT) (d'après la proposition 1.2) 

E if ( X q V ) + îf ( Y q V ) (n) 

= ( T v * f . ) ( X ) + ( T V , ) (Y) 

1 1 ) 
ce qui montre que T v * f € M ° ( F ) pour tout entier v et i = 1 / Q . . , n . 

Soit cp 6 M ° ( F ) et r le plus petit entier te l que cp ne soit pas 

congru à zéro modulo degré (r+1) ; en désignant par çp la composante 

homogène de degré r de cp / on voit que 

cpr(X+Y) = cpr(X) + cp r(Y) 

et le lemme I I C 2 montre alors que r doit être une puissance de p ; mais 

cp̂  doit aussi vérif ier : 

c p r ( [ a ] p ( X ) ) = acpr(X) (deg r+1) 

soit (a r -a)cp f (X) = 0 pour tout a ç A . Cette dernière relation implique 

que r est une puissance q v de q , et on voit que cp^(X) ç £ [X] . Il 

existe donc / 0 . . # c ç Z te ls que 
1 n 

n v 
cp(X) - E c , x q = 0 (deg (r+1)) 

soit 
n 

cp - E c .T v *F. = 0 (deg r+1) . 
i= l 

On peut donc construire de proche en proche des séries 'y^ (T) # . . . , v (T) Ç E 

te l les que : 

n 
cp = L v , ( T ) * F, . 

1=1 1 

On en déduit que M ° ( F ) est un E-module engendré par (T) (i=l,O09fn) ; 

de plus ce module ne dépend que de la réduction F de F ; on sait en 

effet que f(a+np) = f(ct) pour toutes séries a et p dans B [ [ X ] ] ^ ; par 

conséquent tout cp € M ° ( F ) vérif ie également cp(a+rrp) = cp(a) • En cons i -
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dérant la relation 

Tïïp(X) = ç p ( M F ( X ) ) 

vraie pour tout cp ç M ° ( F ) , et en se souvenant que [rr]p est une i s o g é ­

nie de degré q1 , on voit que M ° ( F ) est un B-module libre de rang h . 

Les dernières assertions de la proposition sont c la i res . En particulier, 

les éléments TTF de M ° ( F ) s 'écrivent : 

n _ 
n i = - L v, , (T) * f , 

J=l ^ J 

pour des séries u, , (T) £ E , sans terme constant c 'es t -à -d i re que : 

n 
S (n ô. . + v . . (T)) * I. = 0 pour i = l / e o 9 / n . 

j = l X ' J 1 / J J 

Il exis te donc une matrice u(T) = (nô, ,+v, , (T)) € M (E) te l le que 

u(T)*f = 0 (n) 
et 

u(T) = ni (deg 1) , 
n 

Une matrice u(T) te l le que u(T) = TTÎ  (deg 1) sera dite spéciale et on 

dira que cp 6 L [ [ X ] ] ^ est de type u si 

u*f = 0 (TT) . 

Nous venons donc de montrer que pour tout A-module formel F de dimension 

n défini sur B , i l existe une matrice spéciale u(T) 6 M (E) te l le que 
n 

le logarithme de F soit de type u . La réciproque est vraie : 

PROPOSITION I I . 2 , Soit u(T) un élément spécial de M (E) , et 

f € L[ [X] ]£ de type u ; alors F ( X , Y ) = f" 1 (f(X)+f(Y)) est un A-module  

formel défini sur B . 

La démonstration est fondée sur le lemme suivant (voir Honda [7, 

lemme 2 , 3 ] ) . 



VIII - 15 

LEMME I I . 3 . Soit f € L [ [ X ] ] n de type u ; v € M (E) , et 
o — m,n — 

n 
\li 6 L t l X 1 ] ] où X' désigne un ensemble fini de var iables . Si les coef-

o — : 

ficients des termes de degré £ r-1 des composantes de \|f appartien­

nent à B 

v * ( f o \ | f ) == ( v * f ) o \jj (degr+ l ,TT) . 

A l 'a ide de ce lemme, Honda montre que F est un groupe formel 

défini sur B dont f est le logarithme» Il est faci le de voir que c 'est 

aussi un A-module formel ; on considère pour cela 

h(X) = (u" 1 n)* i où i(X) = X 

et le groupe formel H ( X , Y ) = h 1 (h (X)+h(Y)) . On suppose que les c o e f f i ­

cients des termes de degré £ r-1 des [a] (X) = h *ah(X) sont entiers 
xi 

pour tout a € A ; alors : 

n [ a ] R ( X ) = (u^hHh^ahMX) 

s u * (hh" 1 ah)(X) (n,deg r+1) 

= u * (ah)(X) 

= a(u*h)(X) car a € A 
^ 0 (n) 

i 

ce qui montre par récurrence que [a] (X) est à coefficients entiers. On 
H 

en déduit que [ a ]^ , qui s'écrit 

—1 n 
[ a L = cp" o [a] °cp pour un cp € B [[X]] 

r rl O 

est aussi à coefficients entiers pour tout a € A , c ' es t -à-d i re que F 

est un A-module formel défini sur B . 

Nous allons maintenant utiliser ces résultats pour c lasser , d'abord 

les A-modules formels définis sur le corps résiduel € , puis les A-modules 

formels définis sur B . 



VIII - 1 6 

III - CLASSIFICATION DES A-MODULES FORMELS DEFINIS SUR € . 

o 1 

Nous avons vu que le module M (F) ne dépend que de la structure 

de A-module formel de la réduction de F à Z . Nous nous proposons de 

démontrer que ces modules permettent de classif ier les A-modules formels 

définis sur Z . 

Plus précisément, soit 7f( la catégorie des E-modules à gauche M 

vérifiant les propriétés 

( i ) M est B-libre de rang fini 

( i i ) TTM C T*M 

( i i i ) M/TttM est un espace vector ie l de dimension finie sur Z Q 

Les morphismes de 7f[ sont par définition les morphismes E-l inéaires . 

PROPOSITION III . 1 . Le foncteur F i • M ° ( F ) définit une anti­

équivalence de la catégorie des A-module s formels de hauteur finie définis  

sur Z sur la catégorie % 0 A un A-module formel de hauteur h et de  

dimension n , i l fait correspondre un module M de rang h sur B , 

te l que M / T # M soit de dimension n sur Z , 

Nous allons d'abord montrer que tout A-module formel de dimension n 

défini sur Z provient par réduction d'un À-module formel de dimension n 

défini sur B . 

LEMME I I I o l o Soient F et G deux A-modules formels de dimen-o — o 
sion n définis sur Z te ls que 

F ( X , Y ) = G ( X , Y ) (deg r) 
o o 

et 
[a ] p (X) ^ [a] (X) (deg r) 

o o 

pour tout a Ç A o 

Alors 
F ( X , Y ) = G ( X , Y ) + M X , Y ) (deg r+1) 

o o [a]- (X) ^ [ a ] n (X) + T (X) (deg r+1) 
r KJ( a 

o o 
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où A ( X , Y ) = T ( X + Y ) - T(X) - r ( Y ) pour un système T de polynômes homo­

gènes de degré r si r n'est pas une puissance de q , ou si r est  

une puissance de q et e > 1 ; 

A ( X , Y ) = T ( X + Y ) - T ( X ) - r ( Y ) + DC , ( X , Y ) si e = 1 

q 1 

et r = q , pour une matrice D € M^(€) 0 (On rappelle que 

C , ( X , Y ) = i B , ( X , Y ) ) . 
i p i 

q q 

r est un système de polynômes homogènes de degré r qui vérifient 
a 

les relations 

T U ( X ) = â l \ (X) + b rr (X) pour tous a et b 6 A . 
ab b a — 

Démonstration : Les premières relations se démontrent par des méthodes 

analogues à ce l l e s de la proposition I 0 3 0 La dernière relation provient de ce 

que les plongements de A dans End (F ) et End (G ) sont des homomor-
€ o C o 

phismes d'anneaux ; en effet : 

[aL o [b]_ (X) ^ [ a ] n o [b] (X) + T (bX) + i r (X) (deg r+1) 
F F G G a b 

o o o o * 
= [abK (X) + T (bX) + aE (X) (deg r+1) 

a D 
o 

= [ab] p (X) - r , (X) + an (X) + b r r (X) (deg r+1) 
r ab D a 

d ou 

T , (X) = an (X) + b r r (X) 
ab b a 

En particulier -t si r est une puissance de q cette relation devient : 

T , (X) = Sn (X) + B-r (X) 
ab b a 

p—1 
et on en déduit que T (X) = p a p r (X) = 0 , et donc que T = 0 si 

a p a a 
a € A * P ; de même 

T = a r . 
an n 

On montre d'autre part que 

T (X+Y) - T (X) - T (Y) = (a r-S)(r(X+Y)-r(X)-r(Y)) 
a a a 

et 

(Sr-â)r, = (br-b)r pour tous a et b € A o 
D a 

C e s diverses relations permettent de relever tout A-module formel F q défini 
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sur € par récurrence. Supposons en effet trouvés cp (X) £ B [ l X ] ] n avec 
r o 

cpr(X) = X (deg 2) et u.(T) Ç M ^ E ) avec Uf(T) = x\l^ (deg 1) te ls que 

si l 'on pose 

( n u ] ,
1 ( T ) # i ) o cpr = g r 

e t -1 
G r ( X , Y ) = g f ( g r ( X ) + g R ( Y ) ) 

on ait : 

G . ( X , Y ) s F Q ( X , Y ) (deg r) 

[ a ] Q (X) s [ a ] p (X) (deg r) pour tout a 6 A . 
r o 

Alors : 

• Si r n'est pas une puissance de q 

G ( X , Y ) = F ( X , Y ) + T ( X + Y ) - r ( X ) - r ( Y ) (deg r+1) 
r ° 

(X) = [aL (X) + r (X) (deg r+1) 
\J r a 

r o 
on construit alors 

V l ( X ) = ^ r ( X ) " p a ( X ) 

a r a ( X ) 
(où r (X) désigne un relèvement de ; ce dernier terme ne 

a -a 

dépend pas de a Ç A pourvu que a r jt a et i l est possible de trouver 

un tel a Ç A puisque r n'est pas une puissance de q ) c On vérif ie 

alors que si g f + 1 = (rru^1 (T)# i )ocp r + 1 le A-module formel 

G r + i ( x - Y ) - vVw x ) + vi (Y) ) 

satisfait 

G ^ ( X f Y ) = F ( X , Y ) (deg r+1) 
r+1 o 

et 
[ a ] _ (X) = [a]_ (X) (deg r+1) pour tout a e A . 

r+1 o 

• Si r est une puissance q v de q et si e > 1 

G ( X , Y ) = F ( X , Y ) + r(X+Y) - T (X) - r (Y) (deg r+1) 

[SI (X) ^ [a ]_ (X) + r (X) (deg r+1) 
KJ r a 

r o 
où T = 0 si a e A * P et T (X+Y) = T (X) + T (Y) pour tout a e A ; 

a a a a 

q V 

de cette dernière relation on déduit que T (X) est de la forme M (X H ) 
a a 
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pour une matrice M Ç M (£) (voir lemme I I 0 2 ) ; on construit alors 
a n 

u A 1 (T) = u (T) + M V 
r+1 r 

TT MTT 
où M est un relèvement de 

TT 

c p R + 1 ( X ) = <p (X) + r ' ( X ) (T' relèvement de P ) 

g r + 1 ( X ) = ( n u ^ ( T ) . i ) o c p r + 1 ( X ) 

et le A-module formel G ^ ( X , Y ) = g ~ \ (g , , ( X ) + g . ( Y ) ) satisfait 
r+1 r+1 r+1 r+1 

G R + 1 ( X , Y ) = F Q ( X , Y ) (deg r+1) 
i 

[ a ] _ (X) = [a]_ (X) (deg r+1) pour tout a € A , 
r+1 O 

v 
• Si r est une puissance q de q et si e = 1 

G ( X , Y ) s F ( X , Y ) + T (X+Y) - T (X) - T (Y) + D C , ( X , Y ) 
r o o o o o gi 

et on prend 

U r + 1 ( T ) = U r ( T ) " 

c p r + 1 ( X ) = cpr(X) + r(X) 

pour un relèvement D de D et un relèvement T de T 
o o 

Nous avons donc montré que tout A-module formel F défini sur g 
o 

provient par réduction d'un A-module formel défini sur B 0 Or si F est 

un A-module formel défini sur B , M ° ( F ) est un objet de 7J\ , et l ' app l i ­

cation qui à F associe M ° ( F ) est fonctorielle contravariante ; en effet 

soient F et G deux A-modules formels définis sur B et \(j un £-homo-

morphisme de F dans G ; alors si cp G M ° ( G ) 

çp 0 *(F(X,Y)) = <p(G(*(X),i|r(Y)) 

= cpo^j(X) + cpo^(Y) 

et 

cpo^( [a ] p (X) ) = c p ( [ a ] G ^ ( X ) ) 

= acpo \jj (X) 

ce qui montre que <po \|f 6 M ° ( F ) 0 
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Nous définirons donc : 

M°(\|r) (cp) = cpo \j; o 

Il reste à montrer que tout objet de TU est isomorphe à un M ° ( F ) et 

que M ° est un foncteur pleinement f i dè l e . 

Soit donc M un objet de % et soient L / 0 9 0 / \ g M dont les 
1 n 

images dans M / T * M engendrent M / T * M ; on sait que nX^ ç T*M 

(d'après ( i i i ) ) et on peut donc construire une matrice u(T) 6 M (E) te l le 
t n 

que u(T)*X = 0 où X = ( X 1 / 0 . . # X ) et u(T) = ni (deg 1 ) . Par 
l n n 

conséquent, si f Ç L [[X]] est de type u , et si on forme 
- 1 ~ ° 

F ( X , Y ) = f (f(X)+f(Y)) , F est un A-module formel défini sur l , de 

dimension n et de hauteur h , et le module associé M ° ( F ) est i s o ­

morphe à M . 

Montrons que M ° définit une bijection de Hom , (F, G) sur 

Hom (M (G),M (F)) ; soient \jj et \|/' Ç Hom A ( F , G ) tels que cpQ \|j =çpo\|/' 
o ' 

pour tout cp G M (G) ; cette relation est en particulier vraie pour les 

réductions g des composantes du logarithme g de G et donc 

go \jj = go^ 1

 t mais la proposition 1 . 2 permet alors de conclure que \|r = \|f ' . 

o ^ o 

Soit maintenant 6 un E-homdmôrphisme de M (G) dans M (F) ; 

considérons \|i = g ^oh , où h désigne un relèvement 1 quelconque à B de 

9 (g) ; la proposition I a 2 montre que jjf ne dépend pas du relèvement cho i ­

s i , et comme M ° ( G ) est engendré sur E par g. , , , ( / g , 8 est en 
o l sn 

fait égal à M (t|j) , ce qui montre que l 'application de Hom ( F , G ) 
o o ~ 9 

dans H o m E ( M (G) , M (F)) est surjective, et achève la démonstration 
de la proposition I I I . 1 . 

IV - CLASSIFICATION DES A-MODULES FORMELS DEFINIS SUR B . 

A un A-module formel F défini sur B , nous avons associé un 

E-module M ° ( F ) . Nous pouvons aussi considérer le "module des l oga -
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rithmes" de F , c ' es t -à-d i re l 'ensemble des cp € LIÏX]] vérifiant 

o 

c p ( F ( X , Y ) ) = cp(X) + cp(Y) 

et 
^ f - (X) e BtlX]] pour i = l , . . . , n ; 
Ô X i 

on notera L ° ( F ) son image dans S° ; L ° ( F ) est un sous-B-module 
n 

de M ( F ) . En fait L ( F ) est le sous-B-module de M ° ( F ) engendré 

par les réductions f , 0 . 0 ,7 des composantes du logarithme de F , 

et on a les relations : 

L ° ( F ) n T * M ° ( F ) = TTL°(F) 

L ° ( F ) / n L ° ( F ) = M ° ( F ) / T * M ° ( F ) . 

Nous sommes ainsi amenés à considérer la catégorie 3J dont les objets 

sont les couples ( L , M ) où M est un objet de •% et L un sous-B-

module de M vérifiant 

( iv ) L n T * M = TTL 

(v) L/TTL = M / T * M 

les morphismes de ( L , M ) dans ( L ' , M ' ) étant les applications E-linéaires 

de M dans M ' envoyant L dans L' . 

On définit alors le foncteur contravariant L M de la catégorie des 

A-modules formels définis sur B dans la catégorie Jt comme étant le 

foncteur qui à F associe le couple L M ( F ) = ( L ° ( F ) , M ° ( F ) ) 

PROPOSITION IV. 1. Soient F et G deux A-modules formels définis  

sur B ; 

( i ) l'homomorphisme de Hom ( F , G) dans Hom (LM(G) , L M ( F ) ) 

est surjectif. 

( i i ) étant donné un objet ( L , M ) de M , 

i l exis te un A-module formel F défini sur B , unique à isomorphisme  

près, tel que L M ( F ) soit isomorphe à ( L , M ) . . 



VIII - 22 

Ç^I^I^IË^ 0 1 1 : № ^oit ^ u n m o r P h i s m e de L M ( G ) dans LM(F) . 

Alors 0 ( g . ) € L ° ( F ) pour toute composante du logarithme g de G ; 

soit donc h, € BltX]] un relèvement de 0 ( g . ) tel que 1 o 1 
h , (F(X,Y)) = h,(X) + h, (Y) 

i i l 

et h la famille (h , 0 . o , h m ) (m est la dimension de G ) , Alors cp = g \ h 

est un B-homomorphisme de F dans G et 0 est l ' image de cp dans 

Hom ( L M ( G ) , L M ( F ) ) . 

( i i ) Soient ( X . ^ / 0 . 0 / X ) des générateurs de L/TTL ; on construit 

une matrice u(T) 6 M (E) te l le que 
n 

u(T) * X = 0 où X = , . . . , \ ) 
et 1 n 

u(T) = ni (deg 1) . 
n 

Alors si f Ç L [ [ X ] ] n est de type u et si on forme 
o 

F(X,Y) = f " 1 ( f ( X ) + f ( Y ) ) , 

F est un A-module formel défini sur B , de dimension n et de hauteur h , 

dont le système associé est isomorphe à ( L / M ) 0 L'unicité est immédiate» 

Remarque : Nous avons ainsi c lass i f ié les A-modules formels définis sur B 

à isomorphisme près ; pour obtenir une classif ication à isomorphisme strict 
o 

près, i l faudrait rajouter à la donnée du couple (L ( F ) , M (F)) ce l l e d'un 

système de générateurs de L ° ( F ) sur B . C e dernier résultat n'est en 

fait que la transcription d'un résultat de Honda. 

PROPOSITION. Les c lasses à isomorphisme strict près de A-modules  

formels de dimension n définis sur B sont en bijection avec les c lasses  

de conjugaison à gauche d'éléments spéciaux de M^(E) 0 

En particulier, si F est de dimension un , i l existe un théorème de 

préparation de Weierstrass dans E : 

00 

PROPOSITION. Soit u(T) = TT + L c .T 1 € E et soit h le plus petit 
i= l 1 

entier tel que € B* ; i l existe alors une unité t (T) de E te l le que 
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h 
t (T)u(T) = n '+ 2 b .T 1 où b, , . . o , b , , e TTB et h € B* . . . 1 l n - l n 1=1 

Par conséquent, en dimension un, l 'ensemble des c lasses d'isomorphisme 

strict de A-modules formels définis sur B est en bijection avec les é l é ­

ments de E de la forme : 

u(T) = TT + b,T + 0 . . + b, T h 

1 n 
où b, , o 0 » ,b. g nB et b ç B* 0 

1 n - l n 

APPLICATION : Equation caractéristique de l'endomorphisme de Frobenius 0 

Soit F un A-module formel de dimension n défini sur A . Il 

existe une matrice spéciale u(T) Ç M (E) te l le que le logarithme f de 
n 

F soit de type u 0 Remarquons que E = A [ [ T ] ] est ic i un anneau com-

mutatif. Soit w ç M (E) te l le que 
n 

uw = wu = (dét u) I 
n 

Alors 

(dét u)f = (wu)# f 

= w*(u*f ) 

= 0 (n) . 

S o i t dét u = n11 + S c T v ( c e A.) . 

v = l V V 

Alors 
00 

(dét u) * f (x) = n n f (X) + E c f (x q ) 
v = l v 

= f ( [TT n L(X)) + S f([c ] (x q )) 
v = l 

= f ( [ n n ] p ( x ) + S F [ c l ( x q V ) ) 
F v = l 

F 
(où + et S désignent les sommes pour la loi de groupe formel F) ; 

F 
d'après la proposition 1.2, on en déduit que 

œ F V 
[ n \ ( X ) + S [c ] ( X q ) ^ 0 (TT) 

F v = l V 
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ce qui signifie que l'endomorphisme de Frobenius § du A-module formel 

F vérif ie l 'équation 

T T " + S c § v = 0 
v = l V 

(on a ic i identifié A à son image dans End (F)) 
/•y 

En particulier, si F est de dimension un, le Frobenius § vér i f ie 

l 'équation _ 
n 

TT + S b . ç 1 = 0 

où u(T) = T T + S b . T 1 est l'annulateur du logarithme de F dans M ° ( F ) , 
i= l 1 

et on voit donc que le A-module formel F est déterminé à isomorphisme 

strict près par le polynôme caractéristique du Frobenius de V (ce résultat 

avait été démontré par Hi l l [ 6 ] pour A = Z et généralisé par Cox [ l ] ) 0 

P 
Soit K le corps des fractions de l'anneau W(k) des vecteurs de Witt 

o 

sur k et r = Gal(K/K ) ; on peut considérer 
o 

v ( T ) = YJ u Y ( T ) . 

Comme A [ T ] est commutatif, v (T ) est un polynôme d'Eisenstein de 

degré he de W(k) [T] . On peut donc lui associer une c lasse de W ( k ) -

modules formels définis sur W(k) ; en interprétant u(T) et v (T) comme 

polynômes caractéristiques d'endomorphismes de Frobenius, on voit que si 

G est un W(k)-module formel défini sur W(k) associé à v (T ) , G et 

V sont isomorphes sur k . 



VIII - 25 

BIBLIOGRAPHIE 

[1] - COX L . - "Formal A-modules" . Bull. Amer. Math. Soc. 79, 1973. 

[2] - COX L . - "Formal A-modules over p-adic integer r ings" . A paraître. 

[3] - FONTAINE J . M . - "Sur la construction du module de Dieudonné d'un 
groupe formel". C . R . Acad. Sc . Paris t . 280 
1975, pp. 1273-1276. 

[4] - FONTAINE J . M . - "Groupes p-d iv is ib les sur les vecteurs de W i t t " . 
C . R . Acad. Sc . Paris t . 2 8 0 , 1.975, pp. 1353-1356. 

[5] - FROHLICH A . - "Formal groups". Lecture Notes in Math. 74. Springer 
Ver lag, New-York , 1968. 

[6] - HILL W . - "Formal groups and Zeta functions of Elliptic Curves" . 
Inv . Math. 12, 1971, pp. 321-336. 

[7] - HONDA T. - "On the theory of Commutative Formal Groups". Jour. 
Math. Soc. Japan 22, 1970, pp. 213-246. 

[8] - LUBIN J. - "Formal A-modules defined over A " . Instituto Nazionale 
di Alta Matematica, Symposia Matematica 3, 1970, 
pp. 241-245. 


