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Séminaire de Théorie des Nombres VIII -1
16 et 23 janvier 1975

Grenoble

MODULES ASSOCIES AUX A-MODULES FORMELS

par Jean Marc DECAUWERT

Soit L un corps p-adique complet, K une extension finie de CDp
contenue dans L , B et A les anneaux d'entiers de L et K . Le but de
cet exposé est 1'étude des A-modules formels définis sur B . Aprés avoir
rappelé certains résultats généraux, dus pour l'essentiel & L. Cox [1] sur
ces A-modules formels et leurs logarithmes, on s'intéressera au cas ol
l'extension L/K est non ramifiée, Dans ce cas, on associera a tout A-
module formel F défini sur B un module M©°(F) sur un anneau de sé-
ries formelles non commutatives & coefficients dans B et on montrera que
ces modules permettent de classer les A-modules formels définis sur le
corps résiduel de B . On définira ensuite un sous-B-module LO(F) de
MC(F) et on montrera que l'étude des A-modules formels définis sur B

0

se raméne a celle des couples du type (LO(F),M (F)) , en suivant une

méthode indiquée par J.M, Fontaine [3] et [4] .

I - GROUPES FORMELS ET A-MODULES FORMELS.

Soit B un anneau commutatif unitaire, Si X = (Xl' . °°’Xn) est

un systéme de n variables, on notera BI[[X]] 1'anneau des séries for-

melles en les n variables x ,xn , a coefficients dans B . Si

1’0 e o
f(X) et g(X) sont des séries formelles de B[[X]] , on dira que { est

g (degr) si fetg

W

congrue & g modulo degré r et on notera f
ne différent que par leurs termes de degré total 2 r . Si M est un idéal

de B, on écrira f =g M) si (f-g) est une série formelle a coeffi-
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cients dans M , et f =g (deg r,m s'il existe ¢ et y dans B[IX]]
telles que f-g =o@+y avec o = 0 (degr) et y =0 (M . On notera
B[[X]]O l'ensemble des séries formelles f = 0 (deg 1)

DEFINITION I.1. Soient X et Y des systémes de n variables
(x,,.. .,,xn) et (yl, . °'yn) . Un groupe formel de dimension n défini

sur B est un systéme de n séries formelles

FIX,Y) = (F,(X,Y),....,F_(X,Y)) ¢ BLX,Y]1"
n O

vérifiant :

(i) F(X,Y) = X+Y (deg 2)
(ii) F(FX,Y),Z2) = F(X,F(Y,2Z))

Si de plus F vérifie F(X,Y) = F(Y,X) , on dit que T est commuta-

tif.
De (i) et (ii) on déduit que TF(X,0) = F(0,X) = X et qu'il existe
i) e BIXITY
F 0
tel que
F(X,iF(X)) = F(iF(X),X) =0

L'exemple le plus simple de groupe formel commutatif est le groupe
additif Ga(X,Y) = X+Y . Lazard a démontré que tout groupe formel de
dimension un défini sur un anneau réduit est commutatif.

DEFINITION I.2. Soient F et G deux groupes formels définis sur
B , de dimensions respectives n et m , et soit C un anneau contenant

B . Un élément ¢ de C[[X]]rz)1 (o X = (x ,xn)) est un homomor-

1o
phisme de F dans G s'il vérifie :
CpOF = Go(‘.p

c'est-a-dire o(F, X,¥),... FXY)) = Glo(X), () .

-1 )
Si m=n et si ¢ estinversible, e est un homomorphisme de
G dans T et on dit dans ce cas que ¢ est un isomorphisme de T

dans G ; si de plus o(X) = X (deg 2) , on dit que l'isomorphisme ¢
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est strict,

Par la suite, nous ne nous intéresserons qu'aux groupes formels com-
mutatifs, et "groupe formel" signifiera donc désormais "groupe formel com-
mutatif".

On munit alors 1l'ensemble Homc(F,G) des C-homomorphismes de

F dans G d'une structure de groupe commutatif en posant

o )X = GloX), X))

si @ etyc¢ HomC(P,G)

Cette addition et la composition des séries munissent en particulier

EndC (F) = HomC (F,F) d'une structure d'anneau, en général non commutatif,

Si B est un anneau de caractéristique nulle et L son corps des
fractions, et si F est un groupe formel de dimension n ' défini sur B ,
il existe un unique L-isomorphisme strict f de F dans le groupe addi-

tif de dimension n ; on 1'appelle logarithme de F

On voit alors que si G est un groupe formel défini sur B de di-
mension m et de logarithme g , tout C-homomorphisme de F dans G

est de la forme ¢ = g_lo Mof pour une matrice M ¢ Mm 1’I(C) ; récipro-

’

gquement si M ¢ Mm ©) , g_loMOf € Hom (F,G) si et seulement si

D C
g"lo Mof est a coefficients dans C . L'application qui &8 ¢ associe M
définit un isomorphisme de HomC(F,G) dans Mm n(C) et en particulier

si F = G un isomorphisme d'anneaux de EndC(F) dans Mn(C) . On

appellera M la matrice jacobienne de o

Si F est un groupe formel de dimension n défini sur B , on dé-
finit par récurrence des systémes [r]P de n séries formelles

([r]F Lo [rl. ) de BIIX ]3 pour tout entier r en posant

F,n
1], = X
[, (%) = F([r-1],(x),X)
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Nous nous intéresserons désormais au cas ol B est l'anneau des
entiers d'un corps p-adique complet L ; 7 désignera une uniformisante de
B et ¢ le corps résiduel B/TB . Si F et G sont deux groupes formels
définis sur B et ¢ un B-homomorphisme de F dans G , la réduction

®» de o & 2[[X]]r8 définit un ¢-homomorphisme de ¥ dans & .

DEFINITION I.3. Un groupe formel F de dimension n défini
sur ¢ est dit de hauteur finie si 2[[X1’”°’Xn]] est un module de
.y [p]F,n]] ; s'il en est ainsi

.. [p] 1] dont le

F,1'°° F,n
rang est une puissance pH de p ; H est la hauteur du groupe formel F

type fini sur le sous-anneau & [[ [p]F oo

¢ [[x1 s eoe ’Xn]] est un module libre sur ¢ [[[p]

La hauteur d'un groupe formel défini sur B est par définition la hau-

teur de sa réduction & ¢

A-MODULES FORMELS.

DEFINITION I.4. Soient A et B deux anneaux et i : A - B un
homomorphisme, Un groupe formel F défini sur B est un A-module for-
mel si pour tout a€ A , il existe un B-endomorphisme [a]F de T de
matrice jacobienne i(a)In et tel que l'application ainsi définie de A

dans EndB(F) soit un homomorphisme d'anneaux.

Si C est un anneau contenant B , un C-homomorphisme du A-
module formel F dans le A-module formel G est un @ ¢ Homc(F, G)
tel que pour tout ae A

@e [a]F(X) = [a]Gocp(X)

On notera HomC A(F,G) l'ensemble de ces homomorphismes, qui est muni
d'une structure naturelle de A-module, et de méme HomC ‘A(F’F) = Endc A(F)

est une A-algébre, non nécessairement commutative,

Nous allons d'abord appliquer cette définition au cas ou K est un

corps local contenu dans le corps p-adique L , d'anneau d'entiers A ,
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d'indice de ramification e sur (Dp , de degré résiduel d , on désigne-
ra par 1 une uniformisante de A et par k le corps résiduel A/mA ,
de cardinal q = pd . Le degré de K sur (Dp est donc m =de , et i

sera ici l'inclusion de A dans l'anneau B des entiers de L

On voit en particulier que tout groupe formel défini sur B est un

Z-module formel et méme un Zp-module formel,

PROPOSITION I.1. Soit F un A-module formel défini sur B de

hauteur finie H en tant que groupe formel. Alors m divise H et

. h ~ ~
2 [[Xl feee ,Xn]] est un module libre de rang q' sur el[[ [”]F,l foees [rr]F,n]]
ol h =H/m . ‘

Démonstration : Le module de Tate de F est un A-module libre puis-

qgue F est un A-module formel ; or on sait que ce module de Tate est un

Zp—module libre de rang H ; on en déduit que m divise H

e _— .
De plus, « et p ont méme valuation et comme la multiplication

[p]P par p est une isogénie de degré pI_I , [m)

degré pH/e = qh .

P est une isogénie de

DEFINITION I.5. On dit alors que h est la hauteur de F en tant
que A-module formel.
- Désormais, "la hauteur d'un A-module formel" désignera.sa hauteur

en tant que A-module formel,

Nous allons maintenant étudier quelques propriétés du logarithme

d'un A-module formel défini sur B .

PROPOSITION I.2. Soit f le logarithme du A-module formel F
Alors : (i) fmxX) =0 (m
(i) 1@ =0 (m

"
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Démonstration :
(i) f(mX) = 0 (m,deg 2) ; supposons donc que f(nX) = 0 (n, deg r) ;
alors
.r-1 r-1 (r
00 = D (deglrr) )
olt f(r) désigne la composante homogéne de degré r de { . Composons

cette congruence avec [n]F(X) = f_lnf(X) ; nous obtenons

]

o)
r-1_(r)
m f

(G

(mX) (m,deg(r+l))
(r)

M

2r-1
TT

77 (X)

il

d'autre part

(ML) = o )

nr f(r) (X) (deg r+1,m)

1]

donc
T[rf(r) (X) = 0 (deg r+lL,m) ,

ce qui montre par récurrence que f(nX) = 0 (1) .

(ii) Posons g = f . Nous pouvons de méme supposer que

g{nX) = 0 (m,deg 1)

Soit
¢mx) = g0 (deg r41,m
Composons de méme avec [rr]P :
gln®x) = o7 g(r) (X) (deg r+l,m)
soit
P = 10 )

(r)

r Y r » . N
ce qui montre que n'g est & coefficients entiers. Mais

f(n' g(r)

0

fog (nX) (X)) (deg r+l,m)

i

donc nrg(X) = (deg(r+1),m) , ce qui achéve de montrer par récurrence

0
que g(mX) = 0 (m)
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COROLLAIRE. Soit f 1le logarithme du A-module formel F et o«

et B des systémes de n séries formelles & coefficients dans B . Alors

fla+mg) = fl) (m
et
£ o+n8) = £ 1) ()
En effet
F(a+nB,iP(a)) =0 ()
donc

f(P(a+rrB,iP(on))) = flg+mg) - fla) = 0 (1)

Nous pouvons également préciser dans le cas d'un A-module formel

un résultat de Lazard.

PROPOSITION 1.3. Soient F et G deux A-modules formels de dimen-

sion n définis sur B tels que F = G (deg r) ; alors
FIX,Y) = G(X,Y) + A(X,Y) (deg r+l)

ol A(X,Y) =1(X+Y) - °(X) - r(Y) pour un systétme T de polyn6mes homo-

génes de degré r définis sur B si r n'est pas une puissance de q |,

MX,Y) = D(X+Y) - T(X) - r(Y) + DB i(X’Y)
. q
si r= ql ol D¢ Mn(L) est telle que 1D ¢ Mn(B) et ol

B i(X,Y) = (B 1(x1’y1);°°°"B i(xn,yn))
q of q

si B_(X,Y) = (x+7)° - x° - ¥°

Démonstration : Lazard a montré dans le cas des groupes formels
que
F(X,Y) = G(X,Y) + aA(X,Y) (deg r+l)
o AX,Y) =T(X+Y) - T(X) - T(Y) si r n'est pas une puissance de p
et AX,Y) =TX+Y) - T(X) - (YY) + DB i(X,Y) si r est une puissance

, p
pl de p , et D est une matrice de Mn(L) telle que pD ¢ Mn(B) .
Nous n'avons donc qu'a examiner le cas ol r est une puissance
de p . Posons alors D = (cxij) et définissons un systéme de n séries

formelles s = (sl,aw,sn) par
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n

s(X) = T.(0 - % o X
i i j=1 1}]

Alors &(X) = X+ s(X) définit un isomorphisme modulo degré (r+l1) de F

dans G et par conséquent pour tout ac€ A

$o [a]P = [a]Go ® (dég r+1)

soit
[a]F(X) - [a]G(X) = as(X) - s(aX) (deg r+1)
donc
as(X) - s(aX) € BIIXI] .
Soit
n r 1 r.r
ay a,.X - Za,.@X € B[IX]l]
o U jop B o

pour tout i =1,...,n .

r-1
Donc aija(l—a ) € B pour tout couple (i,j) . Cette relation
étant vraie pour tout a€ A , elle montre que D ¢ Mn(B) si r n'est pas
une puissance de q ; si r est une puissance de q , pour a =T , oOn

trouve que D € Mn(B)

II - MODULES ASSOCIES AUX A-MODULES FORMELS.

On suppose désormais l'extension L/K non ramifiée : les valuations

considérées sont normalisées par v(m) =1 (soit v(p) = e) . On désigne

par C le complété de la cl&ture algébrique L de L , par a:nc son

idéal maximal, par g le groupe de Galois de I sur L . On définit :

m = {oeClvi)=r} si teR

et en particulier
m = sml
On note L{t} l'ensemble des séries formelles convergeant pour tout

n , s s 2
a € ‘J.Tlc si t = (tl,n,o,tn) est un systéme de n indéterminées.

Si F est un A-module formel de dimension n défini sur B , on

n
munit ‘J)’tc d'une structure de A-module en posant :
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o +B =F@,B) si 0.=(0L1,o“,a)6‘.mn
P n c
_ n

8 = (8,08 ) €M

a.a = [a]P(on) si aeg A .
Comme F est défini sur B , img a une structure de A[y] -module ; on le

notera P(Inc) . On considérera aussi les Alg] -modules

P n
) Qe € ﬁﬁc }
klnou

[p]F(ockﬂ) = a, pour tout k

I
~
(3
I
=)
Q

=3
Il

{a e W| a =0} = Hom, (cop/zp,F(:mc))
p

On a alors la suite exacte de A[g]-modules :
0—»T—»W—.F(§mc)—»0

Soit m un Algl-homomorphisme de W dans C ; l'image de T par
est contenue dans un imr , et on peut donc factoriser n en nq :

F(mc) - C/zmr .

DEFINITION II.1, Un A[g]l-homomorphisme 1 de W dans C est
dit analytique s'il existe une série formelle ¢(t) € L{t} (= L[tl'"”’tn})

et un réel r tels que :

n@) = ol ) @)

pour tout g = (ao,.,,,) e W .

On note Homa(W,C) le L-espace vectoriel des A[g]-homomorphismes

analytiques de W dans C

On appelle M(F) l'ensemble des n ¢ Homa(W,C) tels qu'il existe
v ¢ L{t} telle que n(@) soit congru & cp(ao) modulo M pour tout

Q= (G‘o"’“) € W : M(F) est un sous-B-module de Homa(W,C) et il

est clair que Homa(W,C) = M(F) ®p L.

Soit S(F) l'ensemble des séries formelles ¢ ¢ L{tl,no,tn} telles



VIII - 10

que @F(X,Y) = o(X) +o¥) @ et o(lal,(X) = ap(X) @) pour tout
achd .

Nous nous proposons de construire un homomorphisme surjectif de
S(F) sur M(F) . Remarquons d'abord que si n € M(F) , il existe une
série o(t) ¢ L{t} telle que nl) = q;(qo) (M) pour tout g = (ao,o”) ew .,

Du fait que mn soit un A-homomorphisme, on déduit que :

o(Fla,B)) = wla) +o() @M pour tout o et tout B € gjzg
plal pl) = apla) @ pour tout q € img

et il est alors facile de voir que ® € S(F) . La suite pncp(an) est alors

convergente pour g € W et nl(a) en est la limite. N
Soit donc ¢ € S(F) et g = (ao,”o) € W : la suite p cp(an)

converge dans C , car

o) = ollolel_, )
= ) @
donc
o) = B gl ) @)

On peut donc poser mn(a) = lim pncp(o,n) et on vérifie alors que n est

N—-w

un A[g]—homomorphisme analytique de W dans C

Nous avons ainsi défini un homomorphisme de S(F) dans M(F)
et d'aprés la remarque précédente, cet homomorphisme est surjectif. Son
noyau contient évidemment 1B [[tl’ . ,.,,tn]] et on voit facilement que c'est

exactement 1B [[tl'“ o,tn]] . Nous avons donc établi un isomorphisme entre

S(F)/mBLllt]] et M(F)

On note Sr 1'ensemble des séries formelles & r variables a coef-

ficients dans L/nB ; il s'identifie a
L [[tl 4 © 0 o [tr]]/ﬂB [[t]_ 4 © 0 9 ltr]]
et a une structure naturelle de B [[tl fe oo ,tr]]—module.

On notera S? le sous B[[tl’ g“,tr]]—module de Sr constitué des
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séries ¢ telles que aati € e[[tl,.,”,tr]} pour l<isr ., M(F) est
i
un sous-B-module de Srl et nous en étudierons le sous-B-module

MO(F) = M(F) n si .

Comme l'extension L/K est non ramifiée, il existe un automorphis-
me de Frobenius o , qui est l'unique K-automorphisme de 1L tel que

olb) = p4 (1) pour tout be B .

On désigne par E = Bo[[T]] 1'anneau des séries formelles non com-
mutatives & une variable & coefficients dans B ol Tb = g(b)T pour be B .

On munit alors L[[X]]rz d'une structure de E-module & gauche en posant

[T*(cpl,,.,.,cpm)](x beoe X ) = (epf(xth,,.o,x?)

, q
1 r I°°°lcme110°°IX ))

ol cpo désigne la série formelle obtenue en appliquant ¢ aux coefficients
m
de ¢ . Cette structure induit une structure de E-module & gauche sur Sr

et (S?) en est un sous E-module,

De méme, si X = (xl,o.,.,,xn) est un systéme de n variables, si

fe L[[X]]? et u(T) € MB m(E) , on peut définir

um « fe LI

et on voit que si Vv(T) ¢ M (E)

k,®
(v(THu(T)) % £ = v(T) & (u(T)xf)
Nous allons établir quelques lemmes en vue d'étudier la structure de MO(F) :

LEMME II.1., Soit o ¢ M(F) . Alors ¢ ¢ MO(F) si et seulement si

—%’(’L(o) € ¢ pour tout i =1,...,n .

i

Démonstration : En dérivant par rapport & Y la relation dans Sn

e(FX,Y) = @X) + oY)

et en y faisant Y = 0 , on obtient la relation :

o9 =N a_Fi -1 29
(e e BN GT LD = (G703 (0D
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Or : 51’1
5.0 € M_(B(x])
et )
aFi
(a—Yj_(O’O)) =1
oF,
par conséquent (a_Yl—(X’O)) est inversible et donc
j
(2 x),...,22x) = (g a’i(on(i(x o
5X1 '””axn axl '°°°'8Xn an .

On en déduit le lemme, et le corollaire :

COROLLAIRE., M(F) ®B L=M

LEMME II.2. Soit cpr(X) un polynéme homogéne de degré r en

les n variables (xl,”.,xn) a coefficients dans L , vérifiant

cpr(X+Y) = cpr(X) + cpr(Y) (1)

Alors, si r n'est pas une puissance de p , cpr(X) =0 () etsi r
. . . l-e
est une puissance de p , il existe Cl’”“cn €m B tels que
n r .
e X) = Z cx (n)
r o G

Démonstration : voir Honda [7, lemme 3.2]. Nous pouvons maintenant

donner la structure de MO(F) :

PROPOSITION 1II.1. MO(F) est un sous-E-module de Si , engendré

P . iy N o ,
sur E par les réductions fl""’ °,fn a Srl des composantes du logarith-

me de F ; de plus il ne dépend que de la structure de A-module formel de

~

la réduction F de F & ¢

o

(F) ,

o o
et le quotient M (F)/T«M (F) est un espace vectoriel de dimension n sur ¢

En tant que B-module, il est libre de rang h . On a nMO(F) c T,M
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l_D_éln_o_rls_tIe_at_ip_n : Il est d'abord clair que ?1’ o o,fn appartiennent

a MO(F) . De plus :

Vv \Y
£ (EX, )

Il

(TV%f)(F (X, Y))

v v
ff (r° (XqV,YqV)) (m) (d'aprés la proposition I.2)

') + ) ()

]

(V£ (0 + (TVf) (V)

H

, + o] . .
ce qui montre que T\)*fi € M (F) pour tout entier v et i =1,...,n .

Soit ¢ € MO(F) et r le plus petit entier tel que ¢ ne soit pas

congru a zéro modulo degré (r+l) : en désignant par ®, la composante

homogéne de degré r de ¢ , on voit que
+Y) = X) +
9 (XHY) = ¢ (X) + o (V)
et le lemme II.2 montre alors que r doit &tre une puissance de p ; mais
9, doit aussi vérifier :
o { [a]P(X)) = acpr(X) (deg r+l)

soit (ar—a)cpr(X) = (0 pour tout ae€ A , Cette derniére relation implique
que r est une puissance q” de q , et on voit que cpr(X) c e[X] . 11

existe donc ¢ .,..,cn € § tels que

1'
n q\)
oX) - = c,X = 0 (deg (r+l))
, i=1
soit
n
0 - 2 ciTv*T— = 0 (deg r+l)
i=1
On peut donc construire de proche en proche des séries vy (T),.o.,vn(T) € E
telles que : N
@ = .Z Vi(T) * fl
i=1

On en déduit que' MO(F) est un E-module engendré pa (?i) (i=1,...,n) ;
de plus ce module ne dépend que de la réduction F de F ; on sait en
effet que f(a+mB) = fla) pour toutes séries o et g8 dans B[[X]]:)1 ; par

conséquent tout o € MO(F) vérifie également ola+nB) = ¢la) . En consi-
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dérant la relation

m) = (LX)

. o .
vraie pour tout @ € M (F) , et en se souvenant que [m], est une isogé-

F
nie de degré qh , on voit que MO(F) est un B-module libre de rang h .

Les derniéres assertions de la proposition sont claires. En particulier,
°(

les éléments nf’—i de M (F) s'écrivent :

pour des séries ui (T) € E , sans terme constant c'est-a-dire que :

>, (msé. .+ v, (T f =0 our i=1,,.,,n .
j=1( i,j l,J( ))*J p

Il existe donc une matrice ul(T) = (md, +v, (T)) € Mn(E) telle que

et
u(T) = TTIn (deg 1)

Une matrice u(T) telle que u(T) = TTIn (deg 1) sera dite spéciale et on
dira que ¢ € L[[X]]:)1 est de type u si

urf = 0 (1)

Nous venons donc de montrer que pour tout A-module formel F de dimension
n défini sur B , il existe une matrice spéciale u(T) € Mn(E) telle que

le logarithme de F soit de type u . La réciproque est vraie :

PROPOSITION II.2. Soit u(T) un élément spécial de Mn(E) , et
Lx)+£(Y)) est un A-module

fe L[[X]]Z)1 de type u ; alors F(X,Y) = £

formel défini sur B .

La démonstration est fondée sur le lemme suivant (voir Honda [7,

lemme 2.3]).
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LEMME II.3. Soit fé€ L[IX]) detype u;veM_ (B), et

14

y € L[[X']]:;1 ol X' désigne un ensemble fini de variables. Si les coef-

ficients des termes de degré < r-1 des composantes de { appartien-

nent & B

vite(foy) = (vefley (deg r+l,m) .

A 1'aide de ce lemme, Honda montre que F est un groupe formel
défini sur B dont f est le logarithme. Il est facile de voir que c'est

aussi un A-module formel ; on considére pour cela

h(X) = (u "m#i ou iX) =X

et le groupe formel H(X,Y) = h_l(h(X)+h(Y)) . On suppose que les coeffi-
cients des termes de degré < r-1 des [a]H(X) = h_lah(X) sont entiers

pour tout a ¢ A ; alors :

(ueh) (bt ah) (%)
1

m [a]H(X)

u« (hh ~ah)(X) (m,deg r+l)

1]

u # (ah)(X)

I

a(u*h)(X) car a € A

0 (m)

|

ce qui montre par récurrence que [a]H(X) est & coefficients entiers, On

en déduit que [a]F , qui s'écrit

[al. =01, el % pour un @ € B

F

est aussi & coefficients entiers pour tout a € A , c'est-a-dire que F

est un A-module formel défini sur B .

Nous allons maintenant utiliser ces résultats pour classer, d'abord
les A-modules formels définis sur le corps résiduel £ , puis les A-modules

formels définis sur B .
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IIT - CLASSIFICATION DES A-MODULES FORMELS DEFINIS SUR ¢

i

Nous avons vu que le module MO(F) ne dépend que de la structure
de A-module formel de la réduction de F & £ . Nous nous proposons de
démontrer que ces modules permettent de classifier les A-modules formels

définis sur @

Plus précisément, soit 7% la catégorie des E-modules & gauche M

vérifiant les propriétés

(i) M est B-libre de rang fini
(ii) ™ < T«M

(iii) M/T#M est un espace vectoriel de dimension finie sur ¢

Les morphismes de %, sont par définition les morphismes E-linéaires,

PROPOSITION III.1. Le foncteur F y—= M°(F) définit une anti-

équivalence de la catégorie des A-modules formels de hauteur finie définis

sur ¢ sur la catégorie % . A un A-module formel de hauteur h et de

dimension n , il fait correspondre un module M de rang h sur B ,

tel que M/T#M soit de dimension n sur &

Nous allons d'abord montrer que tout A-module formel de dimension n
défini sur ¢ provient par réduction d'un A-module formel de dimension n

défini sur B .

LEMME III.1. Soient PO et Go deux A-modules formels de dimen-

sion n définis sur & tels que

F (X,Y)
@]

L]

G (X,Y) (deg r)
o
et

e
m

r [a]Gr (X) (deg 1)
(o] (o]

pour tout ac A

o
e}
>
=
0

GO(X,Y) + A(X,Y) (deg r+1)

=
m

[a]G
(0] o]

(X) + l“a(X) (deg r+1)
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ol A(X,Y) =T(X+Y) - T(X) - T(Y) pour un systéme T de polynémes homo-

génes de degré r si r n'est pas une puissance de q , ou si r est

une puissance de q et e>1 ;

AX,Y) = T(X+Y) - T(X) - I'(Y) + DC i(X,Y) si e =1
. a
et r = ql , pour une matrice D € Mn(e) . (On rappelle que

C (X,Y) = 1B .(X,V))
p 1

i
qa q

I‘a est un systéme de polynSmes homogénes de degré r qui vérifient

les relations

I‘ab(X) = El“b(X) + Brl“a(X) pour tous a et b € A .

Démonstration : Les premiéres relations se démontrent par des méthodes
analogues & celles de la proposition I.3. La derniére relation provient de ce
que les plongements de A dans Ende(Po) et Endz(Go) sont des homomor-

phismes d'anneaux ; en effet :

[a]I_,oo [b]Fo(x) = [a]GOo [b]GO(X) + ra(5x> + ér]?(x) (deg r+1)
= [ab]GOoo + ra(BX) + Srb<><) (deg r+l)
= [ab]Fo(X) =T )+ Srb(X) + Brl“a(X) (deg r+1)

~ ~T
| rab(X) = arb(X) + b I‘a(X)

En particulier; si r est une puissance de q cette relation devient :

~

T, (X)) = arb(X) + Bra(x)

ab

et on en déduit que T p(X) = pap_lI‘a(X) = 0 , et donc que Ta =0 si
a

a ¢ A*P. de méme

On montre d'autre part que

I_(X+Y) - T_(X) - T_(¥) = (a7 -3) (" (X+Y) T (X) T (Y))
et

(a -a)T, = (b -b)I pour tous a et b € A ,

Ces diverses relations permettent de relever tout A-module formel FO défini
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sur £ par récurrence, Supposons en effet trouvés cpr(X) € B[[X]]:)1 avec
cpr(X) = X (deg 2) et ur(T) € Mn(E) avec ur(T) = TTIn (deg 1) tels que

si 1'on pose

r r
et -1

G X,Y) = 9, (gr(X) + gr(Y))
on ait :

Gr(x,Y) = FO(X,Y) (deg r)
[5]G X) = [a]F (X) (deg r) pour tout a € A .
r o

Alors :

m Si r n'est pas une puissance de g

ér(X,Y) = F (X,Y) + T(X+Y) - T(X) - T(Y) (deg r+1)

o)
a = + +
[a]G (X) [a]F (X) Ta(X) (deg r+l1)
r o)
on construit alors
v _.a
©. 1K = e X -T°(X
. _a ) T 5X)
(o0 T (X) désigne un relévement de : ce dernier terme ne

~ ~
a -a .
dépend pas de a€ A pourvu que af £ a et il est possible de trouver

un tel ac¢ A puisque r n'est pas une puissance de q). On vérifie

. _ -1 .
alors que si ng_l = (rrur (T)*l)onr+l le A-module formel
-1
Gr+l X,y = g1r+1 (gr+1 (X) + gr+1 (¥))
satisfait
N Gr+1 (X,Y) = FO(X,Y) (deg r+1)
(a] X) = [al. (X) (deg r+l) pour tout a€ A .
G F
r+l o)

m Si r est une puissance qv de g et si e>1

W

Gr(X,Y) PO(X,Y) + T(X+Y) - T(X) - T(Y) (deg r+l1)
[a]G(X) = [a]
T D o
ol I‘a =0 si ae A* et l"a(X+Y) = l“a(X) + I‘a(Y) pour tout a € A ;
v
de cette derniére relation on déduit que Ta(X) est de la forme Ma(Xq )

F (X) + l“a(X) (deg r+1)
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pour une matrice Ma € Mn(e) (voir lemme II.2) ; on construit alors

L, (@ = u(n) + MY

r+1
m My
ou M est un relévement de T
D4 X) = cpr(X) +T'(X) (' relévement de T)
_1 .
941 X) = (ﬂur+1 (T)*l)omrﬂ X)
_1 . .
et le A-module formel Gr+1 X,Y) = 941 (gH_1 X) + 941 (Y)) satisfait
Gr+1 (X,Y) = FO(X,Y) (deg r+l1) |
(3] X) = [a]. X) (deg r+l1) pour tout a € A ,
G F
r+1 o)

@ Si r est une puissance qv de g et si e =1
G(X,Y) =F (X,¥) +T (X+Y) -T (X) -T (Y) + D C (X,Y)
r 0 o} o} o) o} ql
et on prend

(1) = u (1) - DTV

¢ X)) =0 X) +T(X)

pour un relévement D de Do et un relévement T de I‘O .

Nous avons donc montré que tout A-module formel Fo défini sur ¢
provient par réduction d'un A-module formel défini sur B . Or si F est
un A-module formel défini sur B , MO(?) est un objet de % , et 1'appli-
cation qui & F associe M°9(F) est fonctorielle contravariante ; en effet
soient F et G deux A-modules formels définis sur B et { un g-homo-

morphisme de F dans G ; alors si o € M°(@)

9o y(F(X,Y)) = o(Gy(X),y(Y))

= o y(X) + @o y(Y)

et

%o 4 ([alp(X) = w([al 2 V(X))

]

apo | (X)

ce qui montre que oy € MO(F)



VIII - 20

Nous définirons donc :

M7(y) @) = oy

Y

Il reste & montrer que tout objet de % est isomorphe a un Mo(f) et

o)
que M est un foncteur pleinement fidéle.

Soit donc M un objet de 7 et soient A °°’>\n € M dont les

1’
images dans M/T#M engendrent M/T#M ; on sait que n)\i € T«M

(d'aprés (iii)) et on peut donc construire une matrice u(T) € Mn(E) telle

gue u(T)«x =0 ou ) = t()\ .,,xn) et u(T) = nIn (deg 1) . Par

17ee
conséquent, si f € L[[X]]ro1 est de type u , et si on forme
F(X,Y) = f—l(f(X)+f(Y)) , F est un A-module formel défini sur & , de

dimension n et de hauteur h , et le module associé MO(?) est iso-

morphe a M ,

Montrons que Mo définit une Dbijection de Hom2 A(f,é) sur
o "

Hom, (M (@), M°(F)) ; soient § et §' € Hom, A(f,é) tels que @oy = o’
pour tout ¢ € MO(G) ; cette relation est en particulier vraie pour les
réductions Ei des composantes du logarithme g de G et donc

éoq; = gey' , mais la proposition I.2 permet alors de conclure que { = '

. . - o
Soit maintenant 6 . un E-homomorphisme de MO(G) dans M (F) ;
considérons y§ = g—loh , ol h désigne un relévement’ quelconque & B de
8(g) ; la proposition I.2 montre que \1; ne dépend pas du relévement choi-

o ., - -
si, et comme M (G) est engendré sur E par gl’““'gn , 8 est en

fait égal a Mo(w) , ce qui montre que l'application de Hom‘a A(F,é)

dans HomE(MO(G) . Mo(f)) est surjective, et achéve la démonstration

de la proposition III.1.

IV - CLASSIFICATION DES A-MODULES FORMELS DEFINIS SUR B .

A un A-module formel F défini sur B , nous avons associé un

E-module MO(P) . Nous pouvons aussi considérer le "module des loga-
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rithmes" de F , c'est-a-dire l'ensemble des ¢ € L[[X]]o vérifiant

e(F(X,Y)) = oX) + oY)

et
220 € BIXI]) powr 1=1,...,n;
i
o , o o
on notera L (F) son image dans Sn ; L (F) est un sous-B-module

de MO(F) . En fait LO(F) est le sous-B-module de MO(F) engendré

par les réductions ?1’ . °°’_fn des composantes du logarithme de F ,
et on a les relations :

1L°(F) n T«M°(F) = nLo(F)

Lo /mlE) = MP(F)/TMO(F)

~

Nous sommes ainsi amenés & considérer la catégorie Y dont les objets
sont les couples (L,M) ol M est un objet de 7 et L un sous-B-

module de M vérifiant
(iv) LNT«M = 1L
(v) L/nL = M/T«M

les morphismes de (L,M) dans (L',M') étant les applications E-linéaires

de M dans M' envoyant L dans L'

On définit alors le foncteur contravariant LM de la catégorie des
A-modules formels définis sur B dans la catégorie H comme étant le

foncteur qui & T associe le couple LM() = (LO(F),MO(F))

PROPOSITION IV.1. Soient F et G deux A-modules formels définis

(i) 1'homomorphisme de HomB(F,G) dans HomH(LM(G),LM(F))

est surjectif,

(ii) étant donné un objet (L,M) de ¥ ,

il existe un A-module formel F défini sur B , unique & isomorphisme

prés, tel que LM(F) soit isomorphe & (L,M) .
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Démonstration : (i) Soit 8 un morphisme de LM(G) dans LM(F)

i

Alors 961) € LO(F) pour toute composante 9; du logarithme g de G :
soit donc hi € B[[X]]O un relévement de 6(61) tel que

h (F(X,Y)) = h (X) + h (Y)
i i i

-1
et h la famille (h1'°°°'hm) (m est la dimension de G). Alors ® =g oh

est un B-homomorphisme de F dans G et 6 est l'image de o dans

Homh(LM(G),LM(F))

(i1) Soient (A O,Xn) des générateurs de L/nL ; on construit

17e
une matrice u(T) € Mn(E) telle que

et
u(T) = nIn (deg 1)

Alors si fe¢ L[[X]];l est de type u et si on forme

F(X,Y) = gt (E(X)+£(Y)) ,

F est un A-module formel défini sur B , de dimension n et de hauteur h

dont le systéme associé est isomorphe & (L,M) . L'unicité est immédiate.

Remarque : Nous avons ainsi classifié les A-modules formels définis sur B

A

a isomorphisme prés ; pour obtenir une classification & isomorphisme strict
o) o)
(F),M (F)) celle d'un

- 2 2 0 ] 2 ]
systéme de générateurs de L (F) sur B ., Ce dernier résultat n'est en

prés, il faudrait rajouter & la donnée du couple (L

fait que la transcription d'un résultat de Honda,

PROPOSITION. Les classes & isomorphisme strict prés de A-modules

formels de dimension n définis sur B sont en bijection avec les classes

de conjugaison & gauche d'éléments spéciaux de Mn(E)

En particulier, si T est de dimension un , il existe un théoréme de

préparation de Weierstrass dans E :

w ]
PROPOSITION. Soit u(T) =1 + % ciTl € E et soit h le plus petit
i=1
¢ B ; il existe alors une unité t(T) de E telle que

entier tel que c

h
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h .
t(Thu(T) =n + 2= biTl ol b
i=1

/b € mB et bheB*

17 h-1

Par conséquent, en dimension un, l'ensemble des classes 1d'isomorphisme
strict de A-modules formels définis sur B est en bijection avec les élé-
ments de E de la forme :
T) = + b T+ ... +
u(T) = n 1 th

cmB et b e B¥

oD h

17°° h-1

APPLICATION : Equation caractéristique de l'endomorphisme de Frobenius.

Soit F un A-module formel de dimension n défini sur A ., 1l
existe une matrice spéciale u(T) € Mn(E) telle que le logarithme f de
F soit de type u . Remarquons que E = A[[T]] est ici un anneau com-

mutatif., Soit w € Mn(E) telle que

uw = wu = (dét u)l

n
Alors
(dét u)f = (wu)sf
= W (usf)
=0 ()
Soit détu=rrn+ > c TV (¢ € 3a) .
v=1 v
Alors

*® \}
(dét u)x£(X) = T f(X) + cvf(Xq )
v=1

© )
f(r"1,() + T (e 17 )
vl VY

n > F q\)
(X + T° [e 7))

F v=1
(o + et ZF désignent les sommes pour la loi de groupe formel F) ;
F
d'aprés la proposition 1.2, on en déduit que

o F v
. + 2 klLx¥)=o0 @
S N
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ce qui signifie que l'endomorphisme de Frobenius & du A-module formel
F  vérifie 1'équation
n o]
no+ T cg=0
v=1

(on a ici identifi¢é A & son image dans EndA(P))

En particulier, si F est de dimension un, le Frobenius & vérifie

1'équation

h .
T+ L bg =0
Tl
h ' i=1
ot w(T) =n+ 2 biTl est 1'annulateur du logarithme de F dans MO(F) .
i=1

~

et on voit donc que le A-module formel F est déterminé & isomorphisme

strict prés par le polynéme caractéristique du Frobenius de F (ce résultat

avait été démontré par Hill [6] pour A = Zp et généralisé par Cox [1]).
Soit Ko le corps des fractions de 1'anneau W(k) des vecteurs de Witt

sur k et T = Gal(K/KO) ; on peut considérer

v(T) = u Y(T)

|
Sy

<

Comme A[T] est commutatif, v(T) est un polynéme d'Eisenstein de

degré he de WI(k)[T] . On peut donc lui associer une classe de Wi(k)-
modules formels définis sur Wi(k) ; en interprétant u(T) et v(T) comme
polynfémes caractéristiques d'endomorphismes de Frobenius, on voit que si
G est un W(k)-module formel défini sur W(k) associé¢ & v(T) , G et

F  sont isomorphes sur k .,



[1]

[2]

[3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(8]

’ VIII - 25

BIBLIOGRAPHIE

COX L, - "Formal A-modules". Bull. Amer., Math, Soc. 79, 1973.
COX L. - "Formal A-modules over p-adic integer rings". A paraftre.

FONTAINE J.M., - "Sur la construction du module de Dieudonné d'un
groupe formel”, C.R. Acad. Sc. Paris t. 280
1975, pp. 1273-1276.

FONTAINE J.M. - "Groupes p-divisiblés sur les vecteurs de Witt",
C.R. Acad. Sc. Paris t. 280 , 1975, pp.1353-1356.

FROHLICH A. - "Formal groups". Lecture Notes in Math., 74. Springer
Verlag, New-=-York, 1968.

HILL W. - "Formal groups and Zeta functions of Elliptic Curves".
Inv., Math., 12, 1971, pp. 321-336.

HONDA T. - "On the theory of Commutative Formal Groups". Jour,
Math. Soc. Japan 22, 1970, pp. 213-246.

LUBIN J. - "Formal A-modules defined over A ". Instituto Nazionale
di Alta Matematica, Symposia Matematica 3, 1970,
pp. 241-245.



