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SOLVING DIOPHANTINE PROBLEMS MODULO EVERY PRIME
d'aprés [1]

par F. GAUTHIER les 17-24 novembre et ler décembre 1971

Dans [5], & la fin du chapitre sur le théoréme de la progression

N

arithmétique, Serre signale a titre de remarque :

"Soit {fon(xl fe e ,Xn)} une famille de polyndmes a coefficients entiers, et
soit PO l'ensemble des nombres premiers p tels que les réductions des
fOL (modulo p) aient un zéro commun dans (le)n . On peut montrer, que

Po a une densité de Dirichlet, gque cette densité est un nombre rationnel, et

n‘est nulle que si PO est fini".

Dans une premiére partie nous allons démontrer ce résultat en admet-

tant une proposition et un théoréme qui seront démontrés dans une seconde

partie.

Nous allons tout d'abord introduire quelques notations.

Si E est un corps, E désigne une cloture algébrique de E . Soit
® le corps des rationnels ; si M est un sous-corps de (~D , I(M) désigne
l'anneau des entiers de M , P(M) l'ensemble des idéaux premiers de I(M)

Si p € P(M) , on note I(l\/I)p le localisé de I(M) en p et Mlp) I1'adhé-
rence de @ dans M pour la topologie définie par p sur M . Remarquons
que si M est une extension galoisienne de @ , M(p) est le corps de dé-

composition de p .

Si, pour 1 <) <m , f)\ € I(M) [Xl"" 'Xn] , on note aM(fl,... ,fm)

'ensemble des p € P(M) tels qu'il existe x € Z' avec :

fx(x) =0 (p) pour 1 <) <m .
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Soit An(l\/I) 1'algébre de Boole engendrée, dans l'ensemble des perties
de P(M) , par les a. (f

M
f)\ € I(M) [Xl,... ,Xn] .

1,...,fm) lorsque m décrit IN* et

Soit d'autre part A(M) 1'algébre de Boole engendrée par les aM(f)
pour f € I(M)[Xl] .

De fagon évidente :
s A(M) c An(M) pour n=>1
m A(M) contient les parties finies de P(M)

Si Mc M' etsi ac P(M') nous noterons (a|M) l'ensemble des
p T M pour p € a .
Soit k un corps de nombres ; pour tout o € k , a # 0 considérons

le polyndme minimal de o sur @

1
c, €2 , d,€¢2Z , (c,,d) =1
i 174

On note Sk(q) l'ensemble des p € P(k) tels que p divise l'un

des di ou p divise le discriminant de f . Soit k wun corps de nombres,
considérons une extension galoisienne IL de k et notons G le groupe de
Galois de L/k . Soit X = {ki} une famille de sous-corps de L , nous dirons
que X est L/k normale si X est stable par G .

Si ¥ est L/k normale, on désigne par bL/k(J() l'ensemble des
p € P(k) tels qu'il existe P € P(L) avec L(P) € ¥ et BPlp

On note B(L/k) l'ensemble des b (¥) pour X parcourant les

L/k
familles L/k normales de sous corps de L , et B'(L/k) 1'algébre de Boole

engendrée sur P(k) par B(L/k) et les parties finies de P(k)
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I. L'ENSEMBLE DES p TELS QUE ... A UNE DENSITE RATIONNELLE,

Soit, pour 1 <g <m , foc EZ[Xl,...,Xn] .
Soit PO = a(D(fl,... ,fm) l'ensemble des p &€ P(Q) pour lesquels il

existe x € Z" avec fa(x) = 0(p) 1i1sq=m . Alors Po € An((D) . Nous verrons
au II que An((D) = A(@Q) et que A(Q) = UB'(L/®) , l'union portant sur toutes

les extensions L/@Q galoisiennes.

Par suite, il existe une extension galoisienne L/® , une famille ¥

7

L/® normale, et une partie finie S de P(DQ) telles que PO\S =b (X)\S .

L/k

Nous supposons que S contient les p qui se ramifient dans L/Q .
Pour p € P(®)\S notons F[P] le Frobénius d'un idéal B € P(L)

tel que P|p et F(p) la classe de conjugaison (dans Gal(L/@)) de F[P]

(symbole d'Artin).

Considérons les classes TF(p) pour p € Po \ S , nous obtenons ainsi

un nombre fini de classes ci l<i<t |

De plus, si p € P(Q)\S et F(p) = c, avec 1 <i<t , il existe
p, € P\S tel que F(p) = Flp,) .

Soit p € P(L) tel que plp
il existe T € Gal(L/@)

Py € P(L) tel que po|po
tel que F[p] = r F[,DO]T"1 = Flrp ] -

Donc les corps de décomposition de p et de ™, sont les mémes :
L(p) = L('rpo) . P, €P_ = L('rpo) € ¥ donc L(p) € ¥ par suite

O
p €D (¥)\s = PO\S .

L/k
Le théoréme d'Artin-Tchebotareff (voir [2]) nous permet d'affirmer de
de l'ensemble des p € P(®) non ramifiés dans l'extension L/Q et tel que
F(p) = ci a une densité analytique et cette densité est
card (Ci)
card (Gal(L/@))

La remarque énoncée par Serre se trouve ainsi démontrée.
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II. ETUDE DES ALGEBRES DE BOOLE A(k) ET An(k) .

Lemme,
Soient L un corps de nombres
a €L, a #0
p € P(L)\SL(oc)
(X-o) si et seulement si a« € L(p) .

alors p € a

L

Démonstration :

Soit pZ =pN® , on a alors L(p)=Lﬂ(Dp.

Si o € L(p) , le polyndme minimal de o sur @ appartient & Z _[X] ,

pZ
puisque p £ SL(a) ; par suite ¢ € CDp et o est p entier, donc il existe

a €Z tel que o = alp)

Si p € aL(X-q) , 1l existe a € Z avec a = alp) . Soit £f(X) le
polyndme minimal de o sur @® . f(a) = 0(p) . Soit pZ =p N @
f(X) € ZpZ X] < Zp [X] . Comme f(a) = 0(pZp) et p £ S_(a) le lemme de

L
= a(p) tel que

Hensel nous permet d'affirmer qu'il existe o' € Zp , a
f(x') = 0 . Donc pour tout i € IN¥* il existe a; €Z tel que a, = o' (p)
et f(ai) = 0(p!) . Soit M une extension de L dans laquelle f se factorise
complétement : f(X) = II(X—YJ.) )

Soit B un idéal de M au-dessus de p ; a, -o = 0(P) et comme

i
p £ SL((I) f(a,) 0(pl) entrafne a, = a(B) et donc a € Lip) .

1

Corollaire.

Si f(X) € I(L) [X] et si f se factorise complétement dans L , il

existe une partie finie S de P(L) telle que pour p € P(L)\S on ait :

p € aL(f)  f _a une racine dans L(p) .

11 suffit de prendre S = U S_(y) , l'union portant sur les racines non nulles
a

de f .

Proposition.
k désignant un corps de nombres A(k) = U B'(L/k) .
L

L'union portant sur les I extensions galoisiennes de k .
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Démonstration :

Soit f € I(k) [X] . Considérons une extension galoisienne L de k
dans laquelle f se factorise complétement et la famille X des sous corps
de L dans lesquels f a une racine. X est L/k normale. Il résulte du
corollaire du lemme que ak(f) et bL/k(J'C) différent par une partie finie.
Comme UB'(L/k) est une algébre de Boole, on a

L A(k) < U B'(L/k) .
L

Pour montrer l'autre inclusion, il suffit de prendre a € B(L/k) avec
L/k galoisienne et de montrer que a € A(k) . Soit X une famille L/k
normale telle que a = bL/k(K) . Pour chaque ki € H , considérons la trajec-
toire de ki , c'est-a-dire l'ensemble des o(ki) avec ¢ € Gal(L/k) . les
(H) = ub_ . (¥)

L/k L/k
1'union portant sur les trajectoires H < ¥ on peut supposer que H est une

trajectoires sont des familles IL/k normales et comme b

trajectoire. Soit ¢ la famille des sous corps J de L tels que

m il existe ki € ¥ avec ki c]J

1 l'extension I/ki n'ait pas de corps intermédiaire.

Soit X'(resp ¢') l'ensemble des sous corps de L qui contiennent
un élément de X(resp J) ; alors X' et ' sont des familles L/k norma-
les et X = ¥'\g : par suite bL/k:(}c) = bL/k.(J-C')\bL/k (4') . 11 suffit donc
de montrer que si 7 est une famille L/k normale et si 7' est la famille
L/k normale des sous corps de L contenant un corps de la famille 71 on a
bL/k‘(W?') € A(k)

Pour chaque m, € M considérons ei entier sur @ et tel que
@(ei) =m, . Soit fi le polyndme minimal de ei sur k , fi e I(kX] .
Soit f = Hfi , alors f € I(k)[X] , f se factorise complétement dans L et
la famille 7' est la famille des sous corps de L dans lesquels { a une

racine, par suite bL/k (') et ak(f) différe par une partie finie et

U B'(L/k) = A(k) .
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Corollaire.

k un corps de nombres

Soient h un sous corps de k

a € A(k)

Alors, on a : (al|h) € A(h) .

Démonstration :

a € A(k) = UB'(L/k) donc il existe une extension L/® galoisienne

telle que k< L et a € B'(L/k) . Il suffit de montrer que si ¥ est L/k

normale

(b k(M)\p) € A(h) .

L/
Soit ¥ la famille des sous corps de L qui sont L/h conjugués
des corps de la famille ¥ , on a

(b k~(M)|h) = (¥) € A() .

1/ b1 /h

Soient M un corps de nombres, p € P(M) et pZ =p N @® . Nous
associerons & p une place de M dans pr U {»} (gue nous noterons éga-
lement p ) de la maniére suivante :

Soit x € I(M) , soit X la classe de x dans I(M)/p
IM)/p ~TF T

/.p plc p

La place p est alors définie par

a si g =2 €1M) pl) = £
Y p v
3 sioa € MM pla) = o

On notera également l'application induite sur Mr1 et celle induite
p

sur MI[X] .

Théoréme.
Soit k un corps de nombres, pour tout n =1

A (k) = A(k)
n
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Démonstration :

I1 suffit de montrer que si pour 1 <X <m , g. ¢ I(k)[X1 ye s ’Xn]

A
on a ak(g1 e ,gm) € A(k)
Remarquons tout d'abord que p € ak(g1 P ,gm) équivaut a "les
polyndmes p(gx) , 1<X<m , ont un zéro commun dans (IF‘p)n "

Soit d'autre part V l'ensemble algébrique défini par les 9y
1 =X £m . Nous allons procéder par récurrence sur la dimension d de V

(sur k).

1) Si V ne contient qu'un nombre fini de points. Soit V = {x77,... ,x
Il existe une extension galoisienne N de k telle que x € Nrl pour
1l <=y <92 .

D'aprés le corollaire de la proposition il suffit de montrer que

aN(g1 ,gm) € A(N) .

Or, on peut montrer (voir [6] chap.IlIl §12) que pour B € P(N)

= l'ensemble des (€) ¢ (]NFp)n tels que pour tout A , 1 <X <m
Plg )E) =0 ,

X

m et l'ensemble B(V) des (€) ¢ (Il—"p)r1 tels qu'il existe une place
P au-dessus de P et un (x) € V avec D'(x) = () ,

sont égaux sauf pour P appartenant & une partie finie S' de P(N) .

Par suite, pour tout P € P(N)\S' les solutions dans (IFp)n du
systéme Y[S(g)\) =0, 1<)<m sont ‘D(x(u)) 1spus<g.
Donc, pour B &€ P(N)\S* , P ¢ aN(g1 ve e ,gm) équivaut a "il existe

L, lsu<g , tel que ‘.]S(X(u)) € (IFp)n L

Soit S" = (LyJSN

non nulles des x ™) : 8" est un ensemble fini et pour P € P(N)\S"

(y)) U 8" , l'union étant prise sur les vy , coordonnées

a

P €alg,,..., g ) équivaut a "il existe p , 1 <y < avec
W N N~-1 m
X € (N(p))" ."

Soit b l'ensemble des P € P(N) tel qu'il existe u , 1 <suyu=<¢
avec x(u) € (N(7l3))n .
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La famille de corps N(B) , B € b , est N/N normale,

aN(g1 A ,gm) et b ne différent que par un ensemble fini, et par suite
aN(gl, . ,gm) € A(N) .

La propriété est donc vraie si d = -1 (V=¢) et d=0 .
2) Si d =1

Supposons la propriété établie pour toutes les dimensions strictement
inférieures & d .

Il existe une extension N/@® galoisienne, N o k , et des variétés
VT absolument irréductibles sur N , telles que :

\Y EJ \Y

=1 T

Soit {ngl ,ngz e ,gT,b} c I(N)[X1 e J,EXn] une famille de polyndmes défi-
nissant V'r . Pour P € P(N) , PV) = "rgl EIS(VT) , et par suite il existe une

partie finie T de P(N) telle que pour P € P(N)\T

~ n _ - ot ~ \n _ ]
{(%)E(IFp) /5]3(gu)(§)—0 , 1spusm} = TU=1 {(E)E(]Pp) /‘-B(gTIB)(g)—O , 1<B<b}

d'ol
( NT = U a( \T
aN g]_ ie s Igm - T_l aN gT 11 7 /gT ,b
Comme (aN(g1 peen ,gm) |k) = ak(g1 e e ,gm) ,
A(k) est clos pour l'union et contient les parties finies.

On voit qu'il suffit de montrer que aN(gT poeee 9 b) € A(N) et par suite on
peut supposer V absolument irréductible, et k/@ galoisienne. Pour chaque
sous corps k' de k, {k'} est une famille k/k normale, bk/k({k' 1) dé-

signe alors l'ensemble des p € P(k) tels que k(p) = k' . Comme
(gln-- 9 )= U [a (gl,... ,gm) N bk/k({k 1)1 nous sommes ramenés a

°k m k'ck Kk
montrer que si k' est un sous corps de k , a ,gm) N bk/k ({k'}) eAlk) .

PP
En fait il suffit de montrer que :

ak(g1 e ,gm) N [bk/k ({k' \S] € A(k)

S désignant une partie finie de P(k) .

Nous supposerons que S contient les p € P(k) tels que p|p avec

p ramifié dans k/Q
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Si p €b, , ({kD\S , k(p) = k' est le corps de décomposition de

k/k
p et par suite

[k:k'] = f(p/p) = £

Soit pour 1 <o sf , e € I(k) tels que {w1 e ,uuf} forme une
base de k sur k' . Chaque 9u (l1sy<m) s'écrit de maniére unique :
f
g = 2 g oo
U- cp:]_ U-lcp
avec gu o €k [X1 fee ’Xn] . Il existe w € I(k') tel que

] S < <
wgu,CPEI(k)[Xl""’Xn] pour 1 <yu<m et 1=<@sf,

Nous supposerons que S contient les p € P(k) tels que p|lw ou

1 <9 <{f ; on peut donc supposer gque

gu’Cp € Ik )[x]L ,xn]

pour 1 <yus=sm et 1sop=<f,

lecp,

Si p € bk/k({k'})\S c:%n a :
p(gu) =z p(gulcp)p(uucp) .
p(gu,cp) € IFp[Xl e X ] et
{p(wcp) , 1<p<f} est une base de I(k)/pP sur IFp : par suite

p € ak(g1 e ,gm) équivaut & p € a (gl,l"" 'gm,f) . I1 suffit donc de

k
montrer que :

ak(gl,l"" ’gm,f) n ([bk/k({k'})]\s) € Ak) .

Soit W 1'ensemble algébrique défini sur k' par 9y 17e++ 9 ; on a

WcV. Si W ? V , V étant absolument irréductible dim er<f dimV et
1I'hypothése de récurrence permet de conclure.

Si W =V , V est alors une variété absolument irréductible définie
sur k

Il suffirait de montrer qu'il existe une partie finie Q de P(k) telle
que :

bk/k({k'})\Q < a, (g, e ,gm,f) .

et pour cela que pour tout p € b ({k'}) sauf peut-2tre un nombre fini, les

k/k
polyndmes :

plg cp) avec 1l s<spu=m et 1<osf,

ont un zéro commun dans (]lz‘p)r1 .
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Si p € bk/k({k'})

on a k() =k' ; notons p =yp N k' , alors

blo, o =¥l o

algébrique p(vV) défini sur IFp par les polyndmes p(gLl cp) est une variété

) € IFp[X] . Pour tout p sauf un nombre fini, l'ensemble

non vide de méme dimension d que la variété V , (voir [6] et [7]).

Soit g:;r © le polyndme obtenu & partir de )o(gLl cp) par homogénéisa-
tion :
si s est le degré total de plg )
ORAY
s Xl Xn
ng,cp(Xo'Xl R A Xop[gu,m(i'“' ,5;)]

Nous obtenons ainsi une variété projective V* ; nous voulons
montrer que pour tout p (sauf un nombre fini) :

V#* contient au moins un point rationnel sur IFp et tel que X #0

~

(point & distance finie).

Soit N le nombre de points de V¥* , rationnels sur IFp , on sait
que :

<

1
|N‘pd| < 5.0 7w aptt

& et A désignant deux constantes indépendantes de p (voir [3]).

1
Par suite pour p assez grand N > 'Z'pd . Soit I—IO I'hyperplan

i

d'équation XO 0 : V¥ n'est pas incluse dans Ho , sinon P(V) serait

vide,

Désignons par :
le degré de p(V)

le nombre de points rationnels de V¥* n Ho

L] T

g2 N
o

Na le nombre de points & distance finie de V*

V¥ N I—IO est un cycle de degré T et de dimension d-1 donc il existe
une constante B(n,T,d) telle que :

-1
No < B(n,T,d)pd

(voir [3], lemme 1).

Il en résulte que pour p assez grand Na =N - N0 >0 .
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