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FONCTIONS ZETA AU POINT 1 /2 

par J a c q u e s MARTINET le 3 1 . 5 . 7 2 

INTRODUCTION 

La fonction zê ta d'un corps de nombres vérifie une équation fonctionnelle 

rel iant s e s va leurs aux points s et 1 - s , c ' e s t - à - d i r e en deux points symé­

triques par rapport au point d ' a b s c i s s e 1 /2 sur T a x e r é e l . Par a i l l e u r s , il e s t 

conjec turé que s e s zéros non tr iv iaux sont sur la droite s = 1 /2 . Il e s t naturel 

de chercher s i le point 1 /2 lui-même peut être un z é r o . Ce n'est pas le c a s de 

la fonction zê ta de Riemann. Pour un corps quadrat ique , le problème e s t ouvert ; 

on a vérif ié néanmoins pour les pet i tes va leurs du discriminant que la fonction 

zê ta ne s'annulait pas au point s = 1 /2 . 

Nous donnons dans ce t e x p o s é des exemples de corps dont la fonction 

zê ta s'annule du point 1 /2 . (Exemples dus à Armitage , Fröhlich et Serre) . I ls 

sont obtenus en étudiant le comportement des fonctions L qui "divisent" la 

fonction z ê t a . Nous nous in téresserons e s sent i e l l ement à l 'équation fonctionnelle 

des fonctions L . 

I . FONCTIONS L ABELIENNES. 
ç 

Pour un corps de nombres , k , on note ö le groupe des idèles de 

k ) les groupes mult ipl icat i fs de k et des différents complétés k^ de k 

sont plongés dans ö de la façon habi tue l le . Par un c a r a c t è r e X de k , 

nous entendons un homomorphisme continu \ de ^ dans <D , dont le noyau 

contient k* , et dont l ' image e s t un groupe fini de r a c i n e s de l 'unité. Pour 

toute p lace v , x définit un c a r a c t è r e X v

 s u r . Pour des ra i sons de 
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connex ion , X e s t tr iv ial sur k* si v e s t complexe . De même , s i v e s t 
v v 

r é e l l e , X v e s t tr iv ia l sur TR^ . On a a lors x(x) = X ( - l ) = t 1 pour x n é ­

g a t i f , et Ton dit que x e s t ramifié si = - 1 , non ramifié s i x(-l) = +1 . 

Si v e s t une p lace f in ie , on dit que x e s t non ramifié en v s i x e s t 

tr iv ia l sur le groupe U. des uni tés . Dans tous l es c a s , on définit le conducteur 
v f 

F(x ) de X par la formule F(X ) = p v , où p e s t l ' idéal de valuat ion de 
v v v v v ^ j 

k , et f le plus petit entier te l que X soit tr iv ia l sur U v . Le c o n d u c -
v v v 

teur de X e s t a lors défini par s e s composantes l o c a l e s . (Le conducteur de x 

e s t le conducteur de l ' extens ion k^/k , où k^ e s t l ' extens ion cyc l ique de k 

correspondant à Ker X par la théorie du corps de c l a s s e s ) . 

On a s s o c i e à X un c a r a c t è r e sur l e s idéaux de la façon suivante : 

s i p e s t un idéal premier de k , on pose X(P) = 0 s i X e s t ramifié en 

p , et X(P) = Xp(TTp) dans le c a s c o n t r a i r e , T T ^ désignant une uniformisante 

l o c a l e en P (comme Xp e s t tr iv ial sur l e s u n i t é s , la définition e s t indépen­

dante du cho ix de ) . On prolonge x aux idéaux par l i n é a r i t é , et l'on pose 

pour s c o m p l e x e , 

R(s) > 1 , L ( s , X ) = T T . ~7Tr~ = S . 
p premier x _ X ( P L a e n t i e r N ( û ) s 

N ( P ) S 

Comme d'habitude, &(s) e s t la partie rée l l e de s , et N la norme abso lue . 

On obtient une fonction holomorphe. Elle se prolonge au plan complexe en une 

fonction méromorphe , encore notée L ( s , x ) / qui e s t même holomorphe s i X ^ 1 . 

Pour X = 1 / L ( s , l ) e s t la fonction z ê t a de k . 

Si maintenant K e s t une ex tens ion abél ienne finie de k , de groupe 

de Galois G , un c a r a c t è r e X de degré 1 de G définit par composit ion a v e c 

l 'appl icat ion de r é c i p r o c i t é un c a r a c t è r e sur 3 ^ , donc une fonction L , que 

l'on notera L ( s , X / K / k ) . 

II . FONCTIONS L D'ARTIN. 

Soient k un corps de nombres , K une ex tens ion ga lo i s ienne finie 

de k , G son groupe de G a l o i s . Pour tout c a r a c t è r e x de G , on peut 
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définir (Artin, [ 1 ] ) une sér ie notée L ( s , X , K / k ) , convergente pour &(s) > 1 . 

La série L vérif ie l e s quatre propriétés s u i v a n t e s , qui la déterminent par fa i t e ­

ment : 

1) L ( s , X + X ' , K / k ) = L ( s , X , K / k ) L ( s , X ' ,K/k) . 

2) Soit H un sous -groupe dist ingué de G , K' son corps des inva­

r i a n t s , X un c a r a c t è r e de G/H , le c a r a c t è r e de G obtenu en composant 

a v e c la surject ion canonique G -* G/H . 

A l o r s , L ( s , X , K ' / k ) = L ( s , X * , K / k ) . 

3) Soit H un sous-groupe de G , K" son corps des invar iant s , 

X un c a r a c t è r e de H , X A le c a r a c t è r e de G induit par x 

(X*(s) = S X t t s t " 1 ) ) . 

t É G / H 
t s t - ! 6 H 

Alors , 

L ( s , X , K / K ' ) = L ( s , X * , K / k ) . 

4) Si G e s t a b é l i e n , et s i X e s t un c a r a c t è r e de degré 1 de G , 

L ( s , X , K / k ) = L ( s , X ) , au sens du paragraphe précédent . 

D'après un théorème de Brauer , tout c a r a c t è r e X de G e s t combinai ­

son l inéaire à coef f ic ients dans de c a r a c t è r e s de degré 1 de s o u s - g r o u p e s . 

On en déduit bien que l e s fonctions L d'Artin sont c a r a c t é r i s é e s par l es quatre 

propriétés , c i - d e s s u s , et qu'e l les se prolongent en des fonctions méromorphes d é ­

finies sur (C tout ent ier . D'autre p a r t , le c a r a c t è r e r de la représentat ion 

régul ière e s t induit par le c a r a c t è r e de la représentat ion du sous-groupe réduit 

à l 'élément neutre de G . 

Comme r = S X(l)x , on a la formule 
X irréd. 

Qv(s) = C. (s)TT L ( s , X , K / k ) X ( 1 ) , 

où le produit e s t étendu aux c a r a c t è r e s irréduct ibles de G . 
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III . EQUATION FONCTIONNELLE ( [ 5 ] ) . 

Soient X un c a r a c t è r e sur l es idè les 3 ^ d'un corps k . Soient 

Jfr la différente de k , F(x) le conducteur de x > d la norme absolue 
X 

du produit JfrF(X) . Soient n le degré et r le nombre de p l a c e s complexes 

de k . Soit 

A ( s / X ) = (2 2 n " n d X ) S / 2 TT r(s) TT T ( s / 2 ) TT r ( ^ I ) L ( s / X ) 
v complexe v rée l l e v rée l l e 

X non ramifié X ramifié 
v v 

A l o r s , la fonction A vérifie l 'équation fonctionnelle 

A ( l - s , X ) = W(X) A ( s ,x) , 

où W(X) e s t un nombre complexe de module 1 . 

1 S S S 1 
La formule T(s) = 2 permet de supprimer le terme en 

T(s) de Téquat ion fonct ionnel le , quitte à supprimer une cons tante dans chaque 

membre. Sous c e t t e forme, il e s t fac i le d'étendre l 'équation fonctionnelle aux 

s é r i e s L d'Artin. 

Soit X un c a r a c t è r e a t t a c h é à une extens ion ga lo i s i enne K/k . Pour 

toute p lace à l'infini v de k , soit o , défini à conjugaison p r è s , un g é n é ­

rateur du groupe de décomposit ion d'une p lace v' de K a u - d e s s u s de v . 

Posons a v e c Artin, ^ ^ xd)H-X(a) Xd ) - X ( a ) 

Y ( s / X , K / k ) = [r(s/2)r(^-)] 2 | | 2 r ( ^ I ) 2 

v rée l le 

S O l t 8 n f i n ' i d J X ( 1 ) N v / n ( F ( X , K / k ) ) 
A(X,K/k) = — - ^ , 

n n X ( l ) 

où d^ e s t le discriminant de k , F ( X , K / k ) le conducteur d'Artin de X ( [ 9 ] ) 

et n le degré de k . A l o r s , la fonction 

A ( s , X / K / k ) = A ( X , K / k ) S / / 2 Y ( s , X , K / k ) L ( s , X , K / k ) 

vérifie l 'équation fonctionnelle 

A ( l - s , x ) = W(X) A ( s , X ) , où W(X) e s t un nombre complexe de module 1. 
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De p l u s , W(x) e s t invariant sous l es opérat ions X X# et X ~* X~'c du § 2 . 

IV. LE CALCUL DE W(X) . 

Il e s t c la ir que le c a l c u l de W(X) se ramène au c a s où X es t un 

c a r a c t è r e sur les idè le s . Il e x i s t e des formules donnant W(X) lorsque X e s t 

un c a r a c t è r e sur l es idèles de k (Hasse [ 4 ] , Lang [ 5 ] ) . Voici c e c a l c u l 

d'après Lang. On remarquera qu'il se ramène à des c a l c u l s l o c a u x . 

Soit X. = Q ]R/Z le c a r a c t è r e obtenu en composant l es appl icat ions 

canoniques Q - Q / 2 -* Q/1 -* TR/2 . Pour un corps l oca l kp , on pose 
P P P 2inX(x) 

\ = X o Tr. / / T X . On définit un c a r a c t è r e ri par ri(x) = e . Pour une 
o k p / Q p 

place finie ramifiée en P , on définit la somme de Gauss T p(X) par la formule : 

Tp(x) = E ( X r i ) ( e n " 0 ( X ) ) 

où 0(x) e s t l ' exposant de p dans le produit -#F(X) , n e s t une uniformi­

sante de k p , e t la sommation e s t étendue à une famille de représentants de 

U p modulo l + F p ( X ) . Soit M le nombre de p l a c e s r é e l l e s ramif iées pour X , 

et soit S^ l 'ensemble des p l a c e s finies où X e s t ramif iée . A l o r s , 

W(x) = r M N ( f ( X ) ) " l / 2 T T T (x) TT X ^ " 1 ) . 
p € s x P ^ S X

 V 

E x e m p l e _ l . k = Q et x e s t le c a r a c t è r e quadratique modulo p , 

a v e c p premier impair. On a f(X) = P , = 2T , M = 0 s i p = 1(4) , 

M = 1 s i p = - 1 ( 4 ) . On trouve : 

W(x) = f
 M J L T (X) . 

^ P 

Pour le c a l c u l de T (X) , e peut parcourir l es r a c i n e s ( p - l ) - i è m e s 
P 

de 1 de Q . Pour a e n t i e r , l ^ a ^ p - 1 , il y a une unique rac ine e 
P a 

vérifiant ^ a = a mod p . On a 0 (x) = 1 ? s i U e s t une unité p - a d i q u e , 

X ( p n U ) = (H) . 
P P " 1 2 ina 

D o n c , T (X) = S ( —)e P e s t la somme de Gauss usue l l e . 
P a= l P 
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E x e m p l e _ 2 L Si X - 1 / on voit tout de suite que W(X) = 1 . 

Exemple 3 1 Soit X un c a r a c t è r e quadratique sur un corps k , 

K l ' extens ion quadratique qui lui correspond par la théorie du corps de c l a s s e s . 

On a L ( s , X ) = Q.v(s)Q. ( s ) " 1 . On en déduit que W(x) = + 1 . (Cet exemple m'a 

été donné par Serre ) . L'exemple 3 , joint à l 'exemple 1 donne le "signe" de la 

somme de Gauss : 

Vp~ s i p = 1(4) 

T (x) = < 
p i/s/p s i p s 3(4) . 

V. VALEUR DE W ET ZERO EN 1 /2 DE LA FONCTION ZETA. 

Soit X un c a r a c t è r e rée l irréductible d'un groupe G . Deux c a s sont 

p o s s i b l e s : ou bien X e s t le c a r a c t è r e d'une représentat ion r e l i e , ou bien le 

facteur simple de IR [ G ] a s s o c i é à x e s t une algèbre de matr ices sur le corps 

JH des quaternions . Dans le premier c a s , Serre conjec ture que l'on a toujours 

W(x) = + 1 . Il m'a dit posséder une démonstration de c e fait dans le c a s d'un 

corps de fonct ions . 

Jusqu'à l'an dernier , on ne posséda i t pas d'exemple de c a r a c t è r e rée l 

X aux W(x) = - 1 . Les premiers exemples sont dus à Serre et à Armitage. 

Avant d'entrer dans l es d é t a i l s , montrons la 

Proposit ion. 

Si W(X) = -1 , la fonction zê ta du corps K a un zéro en s = + ^ . 

Remarque : 

Ce n'est pas une conséquence immédiate de la formule 
C L ( s ) = | | L ( s , X , K / k ) , c a r on ne sai t pas si l es s ér i e s L d'Artin 

X irréductible 

sont holomorphes. On ut i l i se a lors le théorème dû à Artin, se lon lequel tout 

c a r a c t è r e e s t combinaison l inéaire à coef f ic ients rat ionnels de c a r a c t è r e s induits 

par des c a r a c t è r e s de degré 1 de sous -groupes c y c l i q u e s . 
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Ecrivons donc X = r T

E n . f ' X / °ù n. , N € Z , et f, e s t a t t a c h é 
N î î î î 

à une extens ion cyc l ique K/K, . On a a lors L ( s , X , K / k ) N = n L ( s # c p ) 1 . D'autre 

p a r t , comme W(x) = -1 , L ( s , X , K / k ) a un zéro ou un pôle (d f ordre impair) en 
s = TT . 1 1 e x i s t e donc un indice i , pour lequel L ( l / 2 ) = 0 . On a 

z o xo 
alors l ' éga l i té C„(s) = Çv (s) u L ( s , où les V sont les c a r a c t è r e s de 

K K i Q 3 3 J 

degré 1 a t t a c h é s à l ' extens ion L/K* autres que le c a r a c t è r e t r i v a l , ^ étant 

o 1 

éga l à cp̂  . Les fonctions du membre de droite de l ' éga l i té sont c e t t e fois h o ­

lomorphes au point 1 /2 , d'où le r é s u l t a t . 

Compte- tenu de la conjec ture de S e r r e , on va chercher des exemples 

à l 'aide de c a r a c t è r e s non rat ionnels sur IR . 

VI. LE GROUPE QUATERNIONIEN. 

4 2 2 

Soit G le groupe quaternionien d'ordre 8 ( G = < Q , T > , a = 1 , T , 

T ^ T 1 = 0 1 ) . Le plongement de G dans le corps des quaternions par cr i t 

T j définit , en prenant l e s t r a c e s r é d u i t e s , un c a r a c t è r e irréductible X de 
2 

degré 2 de G , dont l e s va leurs sont x ( l ) = 2 , X ( a ) = -2 , x(s) = 0 s i 
2 

s ß [1 ,o } . Ce c a r a c t è r e x e s t induit par n'importe quel c a r a c t è r e primitif cp 

de l'un des sous -groupes c y c l i q u e s d'ordre 4 de G , c e qui entraîne l ' éga l i té 

W(X) = W(cp) et permet le c a l c u l exp l i c i t e de W(X) . 

Dans [ 6 ] , j ' a i donné un exemple d'extens ion rée l l e modérément ramifiée 

de Q à groupe de Galo i s isomorphe à G , dépourvue de b a s e normale d 'ent iers . 

Serre a fait le c a l c u l de W(x) sur ce t e x e m p l e , et a trouvé -1 . Par la s u i t e , 

Armitage a t ra i té un cer ta in nombre d ' e x e m p l e s , c e qui a conduit Fröhlich [7 ] à 

démontrer le 

Théorème. 

Soient N une ex tens ion modérément ramifiée du corps des rat ionnels 

de groupe de Galois G , X le c a r a c t è r e irréductible de degré 2 de G , O^ 

l 'anneau des ent iers de N . On a a lors W(X) = +1 s i , et seulement s i , O^ 

e s t libre sur Z [ G ] . 
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Coro l la ire . 

Si. O n n'est pas 2 [ G ] - l i b r e , C N ( l / 2 ) = 0 . 

Remarque 1 : 

On ignore s i C N ( 1 / 2 ) peut être nul lorsque 0 N e s t libre sur 2 [ G ] . 

Remarque 2 : 

I c i , C N ( s ) = C K ( s ) L ( s , X , N / Q ) 2 . 

En fa i t , Fröhlich a étudié le s igne de W (X ) sans se limiter au c a s 

modéré. Quelle que soit la ramification de 2 , il donne des exemples a v e c 

W (X ) = 1 et a v e c W (X ) = -1 . Mais on ne possède pas d'interprétation du 

signe de W(X) à l 'aide des 2 [G] -modules . 

J ' a i montré dans [7 ] q u e , si N/Q n'est pas modérément ramif iée , 

e s t libre sur son ordre a s s o c i é . 

VII. L'EXEMPLE D'ARMITAGE ( [ 2 ] ) . 

Serre a montré dans [ 8 ] que le conducteur d'Artin d'un c a r a c t è r e X 

rationnel sur TR é ta i t dans le carré d'une c l a s s e , et a donné un exemple 

d'extens ion L/K munie d'un c a r a c t è r e rée l X (bien entendu non rationnel sur 

1R ) pour lequel le conducteur d'Artin F(X) n 'est pas dans le c a r r é d'une c l a s s e . 

Soit a lors t un c a r a c t è r e quadratique sur le groupe des c l a s s e s de K , 

vérifiant t ( F (X ) ) = - 1 ; ^ définit une extens ion quadratique non ramifiée K' 

de K . Soit L' = LK' ; X et ^ déf inissent des c a r a c t è r e s , encore notés 

cp et • a t t a c h é s à l ' extens ion L ' /K . Armitage montre a lors que le produit 

W (X ) W ( X * ) e s t égal à -1 , c e qui suffit à a s s u r e r que la fonction zê ta de 

L' s 'annule au point 1 /2 ; en fa i t , il prouve par un c a l c u l d irect que 

W (X ) = - 1 ; la fonction zê ta de L a donc e l l e -même un zéro du point 1 /2 . 
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