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LA METHODE DE GEL'FOND EN
THEORIE DES NOMBRES TRANSCENDANTS

par

Michel WALDSCHMIDT

-_ et et -
« Te ™.

I. - INTRODUCTION : notations ; transcendance, indépendance algébrique ;

mesures de transcendance.

II. - APERCGU HISTORIQUE : le septieme probleme de Hiibert ; théorémes

d'indépendance algébrique ; travaux de Baker ; méthodes ef-

fectives ; problemes ouverts.

II1. - PRINCIPE DES DEMONSTRATIONS : schéma ; lemme de Siegel.

IV. - TRANSCENDANCE DES VALEURS DE LA FONCTION
EXPONENTIELLE : théoreme de Lang, corollaire, conjecture ;

démonstration du théoréme.

V. - SOLUTION DU SEPTIEME PROBLEME DE HILBERT : théoréme de

Schneider. Corollaires: théorémes de Hermite-Lindemann et

de Gel'fond-Schneider.

VI. TRAVAUX DE BAKER : sur les formes linéaires de logarithmes de

nombres algébriques.
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T. - INTRODUCTION

§ 1. - Nous désignerons par N l'ensemble des nombres entiers rationnels
positifs, Z l'anneau des entiers rationnels, @ le corps des nombres ration-

nels, et € le corps des nombres complexes.

On choisit une détermination du logarithme complexe qui coincide

*
avec le logarithme népérien sur R+, et on note e le nombre réel tel que

Loge=1. Pour t et u complexes, on note t* pour exp(u Logt).

§ 2. - Soit f une fonction définie sur un sous-ensemble E de € 32 valeurs
. N . s P +

dans € , g une fonction a valeurs réelles positives définie sur R . On

note

f(z) = O(g(lz]))
s'il existe deux constantes réelles M et C telles que

l£(z)] < c g(lz]) pour z€E et |z|>M.

Une fonction entiere est dite d'ordre <p , ou p est un nombre réel
positif, si 0
Log |£(z)| =o(]z[") .
Une fonction méromorphe est d'ordre < p si elle est quotient de deux
fonctions entieres d'ordre < p.

§ 3. - Soit P(X) = a0+a X+ ...+ aan € C[X] wun polynédme 2 coefficients

1
complexes. On définit la hauteur de P par :

|P| = max |a.|
0<i<n

~.

ou Iai| est la valeur absolue ordinaire de a. .
i

§ 4. - Soit K un corps, A un anneau qui contient K. Un élément o de A

est dit algébrique sur K (resp. transcendant sur K) s'il existe (resp. s'il

n'existe pas) un polynéme non nul P € K[X] tel que P(a) = 0. Deux exemples
sont importants :
a) K=@0Q ; A=C. On dit qu'un nombre complexe est algébrique

(resp. transcendant) s'il est algébrique sur @Q (resp. transcendant sur @).
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Si o € C est algébrique, il existe un et un seul polyndme P € Z[X], irré-
ductible et primitif, tel que P(a) = 0 . On appelle longueur de a la somme

des valeurs absolues des coefficients de ce polyndme P .

b) Soit A = (EC l'anneau des applications de € dans € ; on définit
une injection
C
Cc C
en faisant correspondre 2 o € € l'application constante
z = Q.
Soit
f : z=a2z et K=C(f).
o o

Une application f de € dans C est algébrique (resp. transcendante)

si f estalgébrique sur (E(fo) (resp. transcendante sur ([J(fo)) , c'est-a-

dire s'il existe (resp. s'il n'existe pas) un polyndme non nul P€ C[X, Y] tel

que
P(z, f(z)) =0 pour tout z €C .
§ 5. - On généralise les définitions précédentes de la maniere suivante :
Des éléments al, cees an de A sont dits algébrigquement dépendants

sur K (resp. algébriquement indépendants sur K ) s'il existe (resp. s'il

n'existe pas) un polynéme non nul P EK[Xl, cee Xn] tel que P(cxl, ,an) =0 .
§ 6. - Enfin, dans le cas K =0 et A =T, si o est un nombre transcendant
(resp. si Qpoees O sont des nombres algébriquement indépendants), on

dira qu'une fonction &(H,d) de deux variables entieéres positives est une
mesure de transcendance de a (resp. une mesure d'indépendance algébrique
de o) si, pour tout polyndme non nul P € Z[X] (resp. Z[Xl,. . Xn]) de

hauteur H et de degré d (resp. de degré total d ), ona

Pmﬂ>gﬁLa; (resp. |P q%ﬂ>gﬁL®y

17

Le principe de Dirichlet ([10],p. 23) montre que

(ntd)!
ad Tad Tl
@n(H,d) <e x H 77
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ou A ne dépend que de «a , 00 et T=1 sitous les nombres OLi sont
n

1
1 . .

réels, T = E 81 1'un au moins est complexe.

§ 7. - Dans ce premier exposé, nous nous limitons aux théorémes de trans-

cendance. Dans un second esposé, nous étudierons l'indépendance algébrique
de certains nombres transcendants (et nous obtiendrons de nouveaux résultats
de transcendance). Une étude tres complete de 1'histoire des nombres trans-

cendants a été faite par Fel'dman et Shidlovskii en 1966 [10] .

II. - APERCU HISTORIQUE

(Dans ce chapitre, les réferences telles que (n° 116) correspondent a

la bibliographie de 1'article de Fel'dman et Shidlovskii [10]).

§1. - En 1748, dans son livre "Introductio in analysin infinitorum",
Euler (n° 116) conjecturait que le logarithme d'un nombre rationnel pour une

base rationnelle est soit rationnel, soit transcendant.

IL'existence de nombres transcendants ne fut démontrée qu'un siecle
apres, en 1844, par Liouville (n° 242,243). La premigre démonstration de
transcendance qui n'était pas une conséquence directe des travaux de Liouville
fut celle de Hermite (n° 187), pour le nombre e , en 1873. Cette méthode
était reprise par Lindemann (n° 237, 239) en 1882, en particulier pour la
transcendance du nombre T, puis, en 1885, pour Weierstrass (n° 424), qui

démontrait le

THEOREME DE LINDEMANN - WEIERSTRASS. Soient al,... ,an des
nombres algébriques non tous nuls et bl’ ’bn des nombres algébriques
distincts. Alors bl b
n
a,e +...+ane £0 .

Ce théoreme était le premier résultat d'indépendance algébrique,

puisqu'il est équivalent & 1'énoncé suivant :



" Si a,,...,0 sont des nombres algébriques linéairement indépen-
n

1
dants sur @, alors

o4 04
1 n
e ,..., €

sont algébriquement indépendants sur @ '.

Dans son exposé ''"Mathematische Probleme' au congres de Paris de
1900, Hilbert (190) énoncait une liste de 23 problemes dont le geptieme,
"Irrationalitat und Transzendenz bestimmter Zahlen', était une généralisa-
tion de la conjecture d'Euler :

" La puissance ocB d'un nombre algébrique @ par un exposant algé-
brique irrationnel B, par exemple le nombre 2 2 ou eﬂz i_Zi , est elle

toujours un nombre transcendant, ou méme seulement irrationnel ? "

Les méthodes connues s'appliquaient excusivement aux valeurs a des
points algébriques d'une fonction qui satisfait une équation différentielle liné-
aire, et il était nécessaire que le développement en série entiere de cette

fonction ait des coefficients algébriques.

A partir de 1914 se sont développés des travaux sur les fonctions de

variable complexe, qui établirent un lien entre l'ordre de croissance d'une

fonction analytique et la nature arithmétique des valeurs de cette fonction.

C'est ainsi que Polya (330) montre que, si une fonction entiére vérifie
f(z) € Z pour tout z € Z , et si
If(z)l < c. Zalzl

ou ¢ et o sont deux constantes réelles, c¢c >0 et a0<1, alors f estun

polyndme en z .

Ce principe essentiel a été amélioré par Fukasawa, puis par Gel'fond
(n° 7, 9) qui étudie les fonctions entieres f telles que f(z) € Z pour tout

z € Z(i) , anneau des entiers de Gauss.

< . PR . Tz .
Ses résultats, appliqués a la fonction e , lui permettent de donner
la premigre réponse au probléme en 1929 (n° 8) : grice aux séries d'inter -
. - ”, ﬂ pd 7z
polation de Newton, il démontre la transcendance de e , et, plus généralement,

de ab pour a algébrique, a #0, 1 et b quadratique imaginaire.
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En 1930, Kuz'min (n°® 44) étendait la méthode au cas ou b est quadra-
tique réel, puis Boehle (n° 130) montrait que, si b estalgébrique de degré
d=z2 etsi a 7{ 0, 1, alors 1l'un au moins des nombres

d-1

b b
a,a , ..., a

est transcendant.

En 1933, Gel'fond (n° 12) étudie l'ordre de croissance des fonctions
qui prennent des valeurs entiéres en tous les points d'une progression géomé-
trique. Il fallait utiliser un lemme de Siegel fondé sur le principe de Dirichlet,
les idées de Thue et Liouville sur l'approximation de nombres algébriques par
des nombres rationnels, ainsi que l'intégrale de Cauchy et le principe du maxi-
mum pour résoudre complétement le probleme. La solution générale était
donnée en 1934, par Gel'fond (n° 13, 14) et Schneider (n° 368), indépendam-
ment 1'un de 1'autre, et utilisant des méthodes distinctes. Un an apres,
Mahler (n° 257) prouvait 1'analogue p-adique de ce théoreme. La méthode
analytique que Gel'fond venait de créer était alors utilisée par Schneider
(n° 369,372), qui obtenait des résultats de transcendance sur les fonctions
elliptiques, et, plus tard, par Ricci (n° 355), Franklin (n° 163), Lototskii
(n° 48), Siegel, Koksma et Popken (n° 215), Fel'dman, Lang et Ramachandra.

§ 2. - Certains résultats d'indépendance algébrique, obtenus des 1929 par
Siegel (n° 384) sur les fonctions de Bessel, devaient &tre généralisés aux

E -fonctions par Nesterenko, Persikova, Oleinikov, Belogrivov, Galockin,

et surtout Shidlovskii. En ce qui concerne la fonction exponentielle, les résul-
tats les plus spectaculaires furent obtenus par Gel'fond (n° 25, 26, 27), en
1949, ou il généralisait sa méthode pour obtenir des théorémes d'indépen-
dance algébrique. Ces travaux devaient étre complétés par Lang et Smelev,

et étendus au cas p-adique par Adams (n° 431).

§ 3. - Enfin, en 1966, Baker apportait une contribution essentielle 2 la thé-
orie. Le théoréme de Gel'fond - Schneider, qui résolvait le septieéme probleme
de Hilbert, peut s'énoncer :

""Si les logarithmes de deux nombres algébriques sont linéairement
indépendants sur @ , alors ils sont linéairement indépendants sur le coprs

des nombres algébriques ".
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Aussi Gel'fond avait-il conjecturé que la propriété était vraie pour n
logarithmes, et il avait mis en évidence l'importance de ce probleme. La
résolution de cette conjecture par Baker [2] eut des conséquences dans plu-
sieurs domaines de la théorie des nombres, en particulier dans 1'étude des
équations diophantiennes, elle a permis également de résoudre une conjecture
de Gauss suivant laquelle il n'y a que neuf corps quadratiques imaginaires de
nombre de classe 1, (probléme résolu différemment par Stark). L'équivalent
p-adique du théoreme de Baker, démontré par Brumer L6], permit de calculer

le rang p-adique du groupe des unités des corps de nombres abéliens.

§ 4. - La méthode de Gel'fond était d'autant plus remarquable qu'elle n'éta-
blissait pas seulement la transcendance de certains nombres, mais permet-
tait également d'obtenir des mesures de transcendance de certains nombres

tels que

B

o
e , m, Loga, a

et également des mesures d'indépendance algébrique.

De tels travaux ont été accomplis par Koksma, Popken (n° 344),

Shidlovskii (n° 95) et surtout par Gel'fond et Fel'dman (n°® 36).

Ce dernier [8], [9], améliorait les minorations de Baker pour une
forme linéaire de logarithmes de nombres algébriques. Les constantes obte-
nues dans ces résultats étaient effectives -par opposition aux méthodes de
Thue, Dyson, Roth par exemple qui ne démontrent que 1'existence de cons-
tantes.

Baker a donné la premiere amélioration effective du théoréme de
Liouville et, avec Coates [7],il donnait le premier résultat effectif concer -

nant le théoreme de Thue-Siegel-Roth.

§ 5. - Les problémes ouverts sont extrémement nombreux dans la théorie
des nombres transcendants. On ignore par exemple la nature algébrique des
nombres suivants :

em, e+, 2”, rrTT,ne, e, ze,l“(%), C(2n+l), Y ,



ol n est un entier positif, { la fonction Zéta, I la fonction gamma, et

Y la constante d'Euler.

D'autres conjectures importantes sont dues a Schanuel, Schneider,

Lang et Ramachandra.

III. - PRINCIPE DES DEMONSTRATIONS - LEMME DE SIEGEL

A/ Schéma

Les démonstrations se font, en général, par l'absurde et le schéma
en est le suivant : on suppose un ou plusieurs nombres algébriques (par

exemple a , b et ab ).

§ 1. - Un lemme de Siegel [25], utilisant le ''principe des tiroirs' de Diri-

chlet, permet de construire une fonction entiere F # 0, qui s'annule (ainsi

que ses dérivées dans le cas ol intervient une équation différentielle) en un

certain nombre de points.

La fonction F est généralement du type :

(1) F(z)=Z % p, . 2" w.z ) p. . algébriques.
i 1,] J 1,]
J
§ 2. - On majore le nombre de zéros de F (avec leur ordre de multiplicité)

grace au fait qu'une fonction entiere d'ordre 1 a un nombre de zéros dans
le disque |zl SR qui est O(R). Cette majoration peut également utiliser le
calcul d'un déterminant, ou encore le fait qu'une fonction entiére non nulle
ne peut avoir toutes ses dérivées nulles en un point. Enfin, dans le cas de
fonctions du type (1), des formules d'interpolation permettent d'obtenir des

résultats plus précis.

§ 3. - Le principe du maximum permet de majorer F (ou ses dérivées) aux
points d'un sous -ensemble E de € . On peut aussi appliquer le lemme de

Schwarz ou des formules d'interpolation.
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§ 4. - En utilisant des propriétés arithmétiques, telles que le théoreme de

Liouville [ 22], on minore F (ou ses dérivées) pour z €E et F(z)#0 .

§ 5. - Siles conclusions de 2, 3 et 4 sont incompatibles, on obtient la contra-

diction désirée et on en déduit que 1l'un au moins des nombres considérés est

transcendant.

_]y Lemme de Siegel

La construction d'une fonction auxiliaire repose sur un lemme, di a
Siegel (1929), qui montre que, étant donné un systeme d'équations linéaires
homogeénes a coefficients entiers rationnels, si le nombre des inconnues est
supérieur au nombre des équations, alors il existe une solution non triviale

dans Z , que l'on peut explicitement majorer.

LEMME (Siegel [25]). Soient n et r, n>r deux nombres entiers posi-

1,

tifs et a. i (l1£isn; 1<jsSr) nr nombres entiers relatifs. On pose

A = max ‘a, l
i, ] 1)

Alors il existe n entiers relatifs non tous nuls,

1 n
tels que r
n -
Y oa, .x,=0 ,1<j<r et |X,ISI+(nA)nr, 1<i<n.
jop 3 — i

Démonstration du lemme de Siegel

Soit
L. 2™ L g0

l'application linéaire définie par :

On définit, pour B € N,

(n) I

Z(n)(B) = {(xi)GZ ]xils B pour tout i=1,...,n}.
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Alors L applique Z(n)(B) dans Z(r) (nAB). Comme Z(n)(B) a (2.B+1)n

éléments, d'apres le principe de Dirichlet, si
(2B + )™ > (2nAB + 1),

l'application L n'est pas injective et il existe (Yi) et (zi) appartenant a

Z(n)(

B) , distincts, tels que

Soit x, =vy. -z, . Alors (x.)#(0) et L(x.) =0 avec |x.|s 2B .
i i i i i i

. T
Soit 1 1 —
B = [5 + E(n A) ]
Alors r
n-r
2B+ 1 > (nA) , donc

(2B+1)"> [nA x (2B+1)]7

(2B+1)" > 2nAB + 1)°

et le lemme est démontré.

IV. - UN THEOREME DE LANG : TRANSCENDANCE DES VALEURS DE
LA FONCTION EXPONENTIELLE

Pour illustrer la méthode de Gel'fond, il semble intéressant de com-

mencer par un théor &me facile (et important) démontré par Lang en 1966.

§ 1. - Enoncé du théoreme et conséquences

THEOREME [14],[15]. Soient X1 X, X, (resp. vy YZ) des nombres

complexes linéairement indépendants sur @ . Alors l'un au moins des six

nombres

est transcendant.




Ce théoreme a été étendu par J. P. Serre au cas p-adique ([23], 1966)
et par Ramachandra aux fonctions  de Weierstrass ([19], 1968). Il admet

de nombreux corollaires, dont les suivants :

COROLLAIRE 1. Si a estun nombre algébrique différentde O et 1, et

b un nombre complexe irrationnel, alors l'un au moins des trois nombres

b b2 b
a N a , a

est transcendant.

Preuve : On pose : x1=1 ; xZ:b X, :bz by = Loga ; yZZbLoga.
Le seul cas non démontré est alors celui o1 b est algébrique quadratique,
qui est résolu par le théoréme de Gel'fond - Schneider que nous verrons plus
loin.

Remarquons que ce corollaire s'énonce également :

Soient @ et B deux nombres complexes, a# 0,1 et 8 € Q. Alors 1l'un au

moins des quatre nombres

B 8 B g

a , ¢, o 5,

est transcendant.

COROLLAIRE 2. Soient Qa az 3

logarithmes sont linéairement indépendants sur @ ; soit B un nombre com-

, O, trois nombres algébriques dont les

plexe irrationnel. Alors l'un au moins des trois nombres

B B B
1 b 2 3

a

est transcendant.

Preuve : On pose x =Logor,1 s %, Logc:t2 X, =Logcx‘3

1
lel ’ —B

¥
I

«
[\
1

Ce corollaire 2 montre que, pour x € @ , parmi les nombres

X ) .
P , P premier,

deux au plus sont algébriques. Ce résultat intervient dans la détermination

des caracteres de certaines classes d'ideles de corps de nombres [14],[23]



D'autre part, d'apres [1], on en déduit que le quotient de deux nombres colos-
salement abondants consecutifs est soit premier, soit produit de deux nombres
premiers. Alaoglu et Erdés conjecturent qu'un tel nombre est premier, c'est-
a-dire que, parmi les nombres

Px , P premier,
Log3

Log?2

un au plus est algébrique. (Par exemple 2 = 3).

Ce prohléeme a été repris par Lang qui conjecture [15] :

'"" Soient X %, (resp. T yz) deux nombres complexes linéairement in-

dépendants sur @ . Alors l'un au moins des quatre nombres

e'd  (i=1,2 ; j=1,2)

est transcendant. "

Cette conjecture est équivalente au probléme 1 de Schneider ([21]) :

LogB ot Logy

"Si a, B, Y sontdes nombres algébriques tels que Logo Log soient
irrationnels ; étudier la transcendance de exp Log%(ﬁ)bgog L. On peut

étendre ce probléme au cas p-adique [23].

Enfin nous verrons dans 1'exposé suivant une conjecture plus générale

sur l'indépendance algébrique des valeurs de la fonction exponentielle.

§ 2. - Démonstration du théoréme de Lang

Supposons, avec les hypotheses du théoreme,

XV,
e ez (i=1,2,3 ; j=1,2).

Soit n €N arbitrairement grand, c'est-a-dire minoré par un nombre
fini d'inégalités que nous allons déterminer, et soit r = (Zn)3 . ki , 1EN

seront des constantes indépendantes de n .

1) On remarque que, pour tout pl ' Py p3 entiers rationnels positifs, la
fonction iylz jyzz
e X e

prend une valeur entiére au point z = p1x1+ p2x2+p3x3 . Ainsi, il existe des

nombres a, j € Z , non tous nuls, tels que
1,



2

lai Jl < exp k0 rn

b

et que la fonction

T iy.z jy,z

L a .e ! e 2

e . J:

vérifie >

= < 1 =
F(plxl+ p2x2+p3x3) 0 ISpi n , i=1,2,3.
6 6

(i1 suffit d'appliquer le lemme de Siegel : on a n6 équations a rZ: 2 n in-
connues, a coefficients dans Z majorés par
expk, r n? ).

On écrira p. x pour 1% + pZXZ + p3x3 .

. . 2
2) 11 existe un entier s = n tel que

a) F(p. x) = 0 ISpiSs
i i <
et b) il existe hl’ h2 , h3 , 1 his s+1
avec F(h.x) # 0 .

Le nombre de p.x dans le disque |z| < R n'est pas majoré par O(R)).
q p P

3) On utilise le principe du maximum pour majorer F(h. x) .
Si on écrit
s s s
TT pour TT TT TT

P P =t 0,=1 p=1

on a
F(z)
F(h.x) = _T-,I_(Z_p mi I I(h.x—pox)
o ) p z=h. x
/2 3
Or, sur le cercle de rayon s , on a IF(z)l < exp k2 s et
h.x -p.
P
D'ou 3
|F(h. x)| £ exp -k, s” Logs

4) Comme F(h.x) est un entier non nul, on a immédiatement la minoration :

1s | F(h.x)|.



5) Les conditions 3 et 4 sont incompatibles, ce qui démontre le théoreme

dans le cas particulier envisagé :

XYy.
elJE 7z

La démonstration générale utilise la technique classique des nombres

algébriques.

V. - SOLUTION DU SEPTIEME PROBLEME DE HILBERT : THEOREME

DE GEL'FOND - SCHNEIDER

Le théoreme de Gel'fond - Schneider sur la transcendance de a a
été énoncé sous une forme plus générale par Schneider en 1949 [22]; il obtient
ainsi un résultat d'indépendance algébrique de deux fonctions qui prennent,
ainsi que leurs dérivées (et c'est 12 seulement qu'interviennent les équations
différentielles) des valeurs algébriques en une suite de points algébriques.
L'énoncé donné ici, di a Lang [15], est plus simple que celui de Schneider.
Ce théoreme a été généralisé par Bombieri [4] au cas de d fonctions algé-

briquement indépendantes (d 2 2).

Enfin signalons que l'analogue p-adique a été démontré par Gunther

et Icen ([10] n° 175, 176, 200).

THEOREME [15]. Soient f1 , f2 deux fonctions méromorphes dans le

plan complexe, d'ordre =< p, et algébriquement indépendantes sur € . Soit

K un corps de nombres algébriques de degré s sur @, tel que la dérivation

d
— applique 1'anneau K[f , f.] dans lui-méme. Soient W, ,..., w des
dz 1772 1 m —

nombres complexes distincts, non pdles des fi » tels que

fi(wj)EK i=1,2 ; j=1,..., m.
Alors
m=< 10p.s

On déduit de ce résultat général les théoreémes de Gel'fond - Schneider
b . .
sur la transcendance de a , de Hermite - Lindemann sur la transcendance

(04
de e , et de Schneider sur les valeurs de la fonction P de Weierstrass. La

meilleure majoration connue est due &3 Bombieri [4]: m < 2p s .



COROLLAIRE 1 (Herminte-Lindemann). Si a# 0 est algébrique, alors

a
e est transcendant,

COROLLAIRE 2 (Gel'fond - Schneider). Si a# 0,1 estalgébrique et si
B

B est algébrique irrationnel, alors a" est transcendant.

Démonstration des corollaires

1. - On utilise le théoreme avec fl(z) =z, fz(z) = e’ , p=1, wmz m. Q
(me z).

Le seul probleme consiste a montrer que fz est une fonction trans-
cendante.

Or, si P(z, ez) =0 pour tout z € €, ou P est un polyndme de

z
Q(X,Y], alors, pour tout zoE C , p(zo+ 2ikT , e o) =0 .

z z
Donc le polyndme P(X , e O) € @(e °) [X] a une infinité de racines,

z
a savoir zo+ZikT\', k€ Z . Donc P(X,e %)=0 et P=0.

2. - DPour le corollaire 2, on pose :

fl(z)=e , fz(z):e , wm=mLoga , mMmE€Z.

~

Comme Loga# 0, les nombres W sont tous distincts. Il reste a
prouver que f1 et f2 sont algébriquement indépendantes. On procéde com-
me précédemment, avec

z
P(eB Z e ) =0

Bz : z
2k

P(e °% e 18 e

et comme B € @, on en déduit

P=0.

Démonstration du théoréme

Un des avantages de 1'énoncé du théoreme est de permettre une dé-
monstration directe, le raisonnement par l'absurde n'intervenant que pour
le passage du théoréme aux corollaires.

Supposons les hypotheses du théoréemes vérifiées et soit r un nombre



r2
n = [5—]
1. 11 existe des nombres entiers algébriques bi,j non tous nuls, majorés
ainsi que leurs conjugués par
k nZn
o

7

(o k0 est une constante indépendante de r) et tels que la fonction F , dé-

finie par
r .
F = % b . ff)
i,j=1 ™

vérifie (k)

F (wj):O 0<k<n-1 , 1<j<m
2. 11 existe un nombre entier ¢ 2n tel que

() .y : ;

F (wi)—O , 0<p<g-I ; 1l<ism

et il existe io , 1< ios m tel que
o)
Y:F()(w. )£ 0.
i
o
3. Le principe du maximum sur le cercle de rayon
1
R = max[GZp , max |uw,| ]
j J
donne ma
2
lyl<a P x k]

ol k1 est une constante indépendante de n, r et 0.

4. Comme Y estnonnul, si ¢ est un dénominateur de Yy, on a :
INK/Q(C Y)' 2 1 .
D'ol
5 -1
ly| = k, 0 o (s-1) .

5. De 3 et 4, on déduit, pour r assez grand (donc ¢ assez grand) :

ms< 10ps.



VI. - FORMES LINEAIRES A COEFFICIENTS ALGEBRIQUES DE

LOGARITHMES DE NOMBRES ALGEBRIQUES

Considérésdu point de vue d'un théoreéme de transcendance, les résul-

tats de Baker s'énoncent ainsi :

THEOREME [2]. Soient a »...,a B oo B des nombres algébriques,
Cxi £0 pour tout i et Bo #0 . Alors le nombre
Bo Bl Bn
e (o4 PP o
1 n

est transcendant.

Dans le cas Bo = 0, Baker démontre le

THEOREME [2]. Soient OLI > eee s O’n , Bl, e ’Bn des nombres algébriques,

OLi}[O, 1 pour tout i. Si

1, y e ey
B1 Bn
sont }Jinéairement indépendants sur @Q , alors
B1 Bn
a PS¢ 4
1 n

est transcendant.

De plus, Baker donnait une minoration effective par une forme linéaire
de logarithmes, & coefficients algébriques. En reprenant cette méthode,

Fel'dman [8], [9] améliorait ces résultats :

THEOREME (Fel'dman [9]). Il existe une constante absolue c , effective-

ment calculable, telle que pour tous logarithmes de nombres algébriques

2
Logal,...,Logam mz2 2

linéairement indépendants sur @ , et pour tous nombres algébriques

Yov e ¥y, Uy l+o+ly_[>0)

les inégalités suivantes soient vérifiées :




> - H
lyo—l- vy Loga, +...+y Log onml exp{-n(n+ Log O)

2 2
- 1 2 4m-3
l:46n'1 2m+ ﬁl(c-l-Logh]l m +4m )
oli n estle degré de (D(O,l,...,onm, YooYy ...,ym)
Ho = Max {L(YO) ey L(Ym)}
|Log cxll ILog or,m‘
h = Max{L(al),.,.g L(am) , € yeii s € }

et L(R) estla longueur du nombre algébrique 8.

.
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