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CHANGEMENT DE BASE DANS LA CLOTURE INTEGRALE 

PAR MORPHISMES ABSOLUMENT PLATS 

par 

Jean-Pierre OLIVIER 

Nous désignons par ANN la catégorie des anneaux commutatifs 

si f : A -» B est un morphisme de ANN , nous notons (adlet indice f ) 

la "codiagonale" B <S> B -> B . 6 A 

DEFINITION [ 5 ] . - Soit f un morphisme de A N N . Nous dirons que £ 

est abosument plat si f et sont plats. 

La classe des morphismes absolument plats est stable par change

ment de base [4] . 
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PROPOSITION 1 : Soit f : A - B un morphisme de ANN et soit M un 

B-module0 Notons ® M le foncteur de Mod B dans A '—' — ~~ 

Mod(B® B) qui au B-module N fait correspondre le 

B®A B module N®A M (la structure étant définie par 
A _ A ~ — 

b® c o x®y = bx®yc)0 On a : V* ° (®AM) = ®^M 0 

Démonstration : 

Soient N et P deu% B-modules et soit g une application Z-linéaire 

de N®^M dans P e Alors g est ^ linéaire si et seulement si g o i (où i 

est l'application A-bilinéaire canonique de N K M dans N® M) est 

B -bilinéaire0 

En effet, g (b® c , x® y) = bc g(x® y) 

équivaut à g o i (bx, cy) = bc g o i (x, y) c 

COROLLAIRE 1. Soit f : A -> B un morphisme tel que ^ s oit plat et soit _ 

M un B-module0 Alors si M est plat sur A il est plat sur BQ 

COROLLAIRE 2. Soit f : A -» B un morphisme absolument plat, alors pour tout 

B-module M on a : Wd (M) ̂  Wd„(M). 
— A B 

COROLLAIRE 3. Soit f : A - B un morphisme abs ojj^^gjjj plat Q Alor s : 

i) Si A est un anneau absolument plat [ 1 ] , B e_st un_ arme au absolument^ 

plat, 

Si A ê st un anneau arithmétique [2] réduit, B est un anneau arith-

métique réduit, 

iii) JSi__ A est semi-héréditaire, B est semi-héréditaire^ 

iV) Si A est cohérent, B ŝt̂ oh< ĵejgLt._ 
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Démonstration : 

i) Un anneau A est absolument plat est par définition un anneau tel que 

Wd A = 0o 

ii) Un anneau A est arithmétique réduit si et seulement si Wd A ^ 1Q 

iii) Un anneau A est semi-héréditaire si et seulement si Wd A ^ 1 et 

son anneau total des fractions est absolument plat ( [3] et [7 ] ) 0 

iV) Un anneau cohérent est un anneau tel que tout produit de plats est plat„ 

Rappelons ([7] ) qu'un anneau semi-héréditaire est intégralement clos dans son 

anneau total des fractions • 

PROPOSITION 2„ - Soit f : A - B un morphisme de ANN. Alors A est inté 

gralement fermé dans B si et seulement si il existe un  

carré cartésien 

A ^ V 
i 

i . 9 k 

où V est semi-héréditaire et K est l'anneau total des fractions de V, 

Démonstration : On utilise la terminologie de [2 ] <> En utilisant [2 ] et [8] 

on remarque que A est un sous-anneau paravaluatif de B si et seulement 

si il existe un carré cartésien 

A _ _ 7 V 

B . 

où V est un sous-anneau de valuation de K" „ D'autre part, si A est intégra

lement fermé dans B , A est l'intersection des sous-anneaux paravaluatif s de 

B contenant A (cf, [2 ] et [8]) . Soit alors A un sous-anneau de B 
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intégralement fermé dans B et C Pensemble des sous-anneaux paravaluatifs 

de B contenant A. Pour tout C€C 0 

choisissons un carré cartésien : C *37 
7 c 

b W 
B * C 

où V est un anneau de valuation de corps des fractions K „ Le diagramme : 
c c 

A „sïïV 
' c 

\ Y 
B * ïïK 

f c 
est cartésien, V = TTV est semi-héréditaire d'anneau total des fractions TTK . 

c c 

La proposition que nous avons en vue est une simple application des 

résultats précédents. 

PROPOSITION 3o - Soit f : A -> B un morphisme absolument plat, et soit 

g : A -> (E un morphisme de ANN. Si A est la fermeture intégrale de A dans 

C , A1® B est la fermeture intégrale de B dans C® B e 

Démonstration : Puisque la classe des morphismes absolument plats est stable 

par changement de base, il suffit de démontrer que si A est intégralement 

fermé dans C alors B est intégralement fermé dans C® BQ On utilise alors 
ô A 

la proposition précédente, le corollaire 3 de la proposition 1 et le fait qu*un 

morphisme plat conserve les carrés cartésiens. 

Cette proposition généralise E 0 GoA 0 IV 18-12-15» 

COROLLAIRE. Soit f : A -* B un morphisme absolument plat. Si A est intègre  

intégralement clos et si B est connexe alors B est intègre intégralement çlos 0 
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