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21-01 
26 Mai 1970 

Séminaire de Théorie des Nombres 
Année 1969-1970 , exposé n° 21 

REPARTITION DES NOMBRES HAUTEMENT COMPOSES DE RAMANUJAN 

par 

Jean-Louis NICOLAS ^ 

1« INTRODUCTION, On dit qu'un nombre entier A est hautement composé si tout 

nombre M plus petit que A a moins de diviseurs que A . Si l'on définit 

d(n) = nombre de diviseurs de n , on sait que, si la décomposition en facteurs 

premiers de n est : 

a. 
n = I I p. , on a : d(n) = j | (a. + l) • • x • 1 1 1 

La définition devient : A est hautement composé si et seulement si : 

(1) M < A —frd(H) < d(A) . 

S. RAMANUJAN ( 8 ) a défini et étudié les nombres hautement composés, démontrant 

les propriétés suivantes : 

a 2 a3 & Pk 

- Si A = 2 3 ... p, est un nombre hautement composé, on a : 

(2) a 0 £ a_ >, ... £ a 
2 3 p k 

et à l'exception de A = h et A = 36 , on a : a =1 ([8], § 8) . 
pk 

- Soit p = p^ le plus grand nombre premier divisant A , soit X un nombre 

premier plus petit que p , S. RAMANUJAN donne des formules permettant de déter

miner â  à une unité près lorsque X est grand, et donnant un équi^lent de 

â  lorsque X est petit ([8],§ 18 à 2h). 

- Le quotient de deux nombres hautement composés consécutifs tend vers 1 , 

et Q(X) , le nombre de nombres hautement composés inférieurs à X , vérifie : 

([8], § 28) 

(3) lim + -
l o g X 

^ L'auteur de cet article a reçu l'octroi n° A 7201 du Conseil National de 
recherches du Canada* 
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- Enfin, S, RAMANUJAN définit les nombres hautement composes supérieurs 

(QO, §32) dont nous rappelons la définition et les propriétés un peut plus 

loin et qui sont â la base des résultats obtenus dans cet article. 

En utilisant principalement le résultat de A.E. INGHAM ([4]) af

firmant que pour J- ̂  T ̂  1 , on a : 

T 

(4) TT(X + xT) - TT(X) ^ - X 

log X 

où TT(X) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs à x , P. ERD0S 

et L. ALAOGLU ont donné (Ql]> théorème 13) une formule permettant de dé

terminer a à une unité près quel que soit A, et P. ERDOS a amélioré la 

formule (3) en montrant ( QO ) : 

(5) Q(X) > (log X ) 1 + C 

1 - T 3 avec c = — - 32 

LTobjet de cet article est dfëtudier la répartition des nombres 

hautement composés entre deux nombres hautement composés supérieurs consé

cutifs. Nous montrerons que ce problème est lié à celui des approximations 

diophantiennes du nombre 0 = et plus précisément à l'étude des 
log(l + i) 

formes linéaires a coefficients entiers u, 9. , avec 0, = „ g _— 

L k k k log 2 

Le récent théorème de N. FELDMANN ([3]) améliorant les travaux de A. BAKER 

sur les formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques, nous dit 
qufil existe des constantes c et K telles que l'on ait :|q8- p|> — 

q K c» 

pour tous p, q entiers. Cela nous permettra de montrer que: Q(X)c(log X) 

(théorème 4) 

Nous améliorerons les résultats de P. ERD$S et L. ALAOGLU sur le calcul des 

exposants â  (théorème 2) et nous augmenterons légèrement la constante c 
de la formule (5) . Finalement nous conjecturons que: 

l i m lQR Q(X) lofi 3/2 + log 5/4 = 

^ log log X ~ 4 log 2 1.277... 
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2. NOMBRES HAUTEMENT COMPOSES SUPERIEURS. 

On dit que N est un nombre hautement composé supérieur s'il existe 

un nombre réel e > 0 , tel que, pour tout M entier , on ait: 

d(M) ^ d£Nl 

Propriétés: ([8], §32 a 34) . z étant donné, 0 < e < 1 i il existe un 

nombre hautement composé supérieur associé â e dont la décomposition 
ax 

en facteurs premiers , N = ] f A e s t donnée par: 

T i 1 i 
(6) a. = o partie entière de 

x L x e - i J X e - 1 

On attache à N = N les nombres:, .„ l. 
e log(l4^) 

(7) x = 2 1 / e et x k = x
 X*S 2 

On a alors: 

(8) a x = k x k + 1 < X . < x k 

Soit p < x < P les nombres premiers encadrant x • Le plus grand nom

bre premier qui divise N est p et le nombre hautement composé supé

rieur suivant N est inférieur ou égal à NP • . 

Proposition 1 • Soit N = un nombre hautement composé supérieur. 

Soit r/s une fraction irréductible telle que s divise N, On note 

v^(n) l'exposant de X dans la décomposition en facteurs premiers de n . 

On a alors » X et y étant premiers » et a, et a étant déterminés  

par (6): 

log d(J N) - log d(N) = elog 7 - l v -(r)(e log X - log(l • a \ , )) 
s s , A a» T J-

x|r . ' 

- I vu(s) (log(l + ̂ ) - e log y ) - l log U A - l log V y 

y|s ^ X|r y|s 

les nombres U^ et vérifiant: U^ >, 1 et >, 1 avec égalité lorsque 

vx(r) = 1 et v (s) - 1 
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Démonstration: En raison de lfadditivitë des fonctions log d(n) et 

log n , il suffit de vérifier cette formule pour r «À , s ~ 1 puis 

pour r = 1 , s = y 

k Si r « X , s = 1 , posons a, = a , la formule nous permet de calcu-À 

1er Ux: 

log d(J N) - log d(N) = log = ek log X - k(elog X - log(l + ̂ ï))-lo8 ^ x 

d'où il vient: 

( 9 ) U = _â±l_ (a+2 }

k YJ ._B±±_)(a*2) 
w UX a+l+k ^a+r [_[ W l M a + r 

Pour k = 1 , on a : = 1 et pour i > 2 , &a+i^ < d'où il vient: 

U x > 1 si k > 2 

k ^ Si r = 1 , s s y , on calcule de même V : 
y 

<10' \ • £ k ^ = ] T ^ ( S L > 

On trouve de même: pour k 1. , .V = 1 et pour k > 1 f V > 1 • 

Définition: Soit N = ÎT un nombre hautement composé supérieur. Soit M 

un entier que l'on écrit : M « ~ N avec r ett s premiers entre eux. On  

appelle bénéfice de M relatif à N , la quantité: 

(11) bén M = l vx(r)(e log X - log(l 4 7 ^ ) ) + I log U x 

X|r A x|r 

+ J v (s)(log(l + 7=- ) - e log y) + J log V . 
1 ^ il l ^ y[s y y|s 

La proposition 1 s'écrit alors : 

(12) e log | - log + bén M 

avec bén M > 0 • 
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Proposition 2 . Soit A un nombre hautement composé. Soit M ejt M' deux  

nombres tels que: d(M) < d(A) ̂  d(Mf) . On a; 

ben A < ben Mf + log 

Démonstration; Le nombre A étant hautement composé, la relation (1) nous 

donne: d(Mf) > d(A) M 1 > A . La formule (12) noua donne: 

» . A . d(A) ^ - M 1 , d(M) u l L l d(M') 
ben A = e log - - log * elog -^ ~ log = ben M' + log 

Proposition J . Soit A un nombre hautement composé. Soit N = le nombre  

hautement composé supérieur précédant A . On a: bén A < e + log 2 . 

Démonstration: Soit P le plus petit nombre premier ne divisant pas N . On . 

sait que N < A <S NP .La formule (11) nous donne: 

bén NP = £ log P - log 2 . Posant x = 21^e , soit e = 1^~T » 1 1 v i e n t 2 

P P-x 
bén NP = elog — ^ e . D'après le postulat de Bertrand, on a: P - x < x donc: 

x x 
bén NP < e . 

Ensuite, ou bien on a : d(N) < d(A) ̂  d(NP) et la proposition 2 nous 

dit: bén A ̂  bén NP + log 2 < e + log 2 , ou bien on a: d(NP) < d(A) et comme 

A « NP , la formule (12) nous dit: bén A s bén NP ̂  e . 

Calcul de bénéfices. Soit N = N £ un nombre hautement composé supérieur. Soit 

k un entier fixé. On définit x et x^ par la formule (7). 

Soit Q^, Q n, les nombres premiers rangés par ordre croissant â partir 
x 

de xt . On choisit n tendant vers l'infini avec x et n ̂  •= avec T = 5/8 . 
k log x 

D'après la formule (4) de A.E. INGHAM on a Q - x, = 0(xT) , et pour x assez 
n K. 

grand < x̂ -i , ce qui entraîne par (8) que l'exposant des dans la décom

position en facteurs premiers de N est (k-1) . 

Posons W r = NQ^ Q 2 ... . On a par la formule (11): 
v 1 r Qi bén W = l e log Q - log(l + - ) - e £ log — 
i=l 1 K i=l Xk 
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Comme on a toujours <£log u £ u - 1 , on obtient: 

(13) bén W < e l ^ ± « n(Qn - x kK< ^ 2 

n i=l Xk Xk n k T log X 

et : 
n Q. - x, n f ? 

bén W » b J - V - ^ * 0~ l 2 ( i - 1 } = 0" ( n n )  

n i=l wi Wn i=l wn 

d'où il vient : 

(14) bén W > n 2 ^ 2 

n ̂  ^ log X 

Soit, de la même façon q2, ... q̂  les nombres premiers précédant 

x^ , rangés par ordre décroissant à partir de x^ . Dans les mêmes conditions, en 

N posant Wf = , on obtient : n qx q 2 ... q n 

(15) " 2 ]°* 2 < bén W < - n l 0* 2 

x. log x ~ n 1-T n k x^ log x 

Proposition 4 . Soit A un nombre hautement composé, et N » le nombre hau 

tement composé supérieur précédant A . On définit x et_ x^ par la formule (7). 

Soit le plus grand nombre premier divisant A avec l'exposant k . On a: 

T|(pp - 7 70\) = 0(/xk log x) 

où TT(X) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs â x . 

Démonstration: Supposons par exemple p^ ̂  x^ . Posons n = ̂ (p^) - n(x^) . Les 

relations (11) et (14) donnent 

n 2 I02 2 
bén A bén W > " . D'autre part la proposition 3 nous indique: 

k 8 

bén A = 0(1) , d'où le résultat . 

Corollaire. Avec les mêmes notations, si x^ 00 , on a« avec T = 5/8 : 

pk - xk = 0 ( x k ) 



21-07 

Démonstration: D'après la formule (4) de A.E, INGHAM, si l'on avait p^ - x^ >, x£ , 

cela entraînerait TT (p̂ ) - ÏÏ (X^) > x , ce qui contredirait la proposition 4 . 

3. THEOREME DE MAJORATION DES BENEFICES ET APPLICATIONS. 

Théorème 1. Soit A un nombre hautement composé, soit N « le nombre haute-

l/e 

ment composé supérieur précédant A . Posons x = 2 . Il existe deux constan 

tes y > 0 e£ C > 0 telles que: 
bén k $ C x~Y 

Démonstration. Nous allons construire une famille de nombres M^ , compris entre 

N et NP (ou P désigne le nombre premier suivant x) tels que bén M^ ne soit 

pas trop grand et tels que les nombres ¿KM^) soient assez proches les uns des 

autres. La proposition 2 appliquée aux nombres M^ nous donnera le résultat. 

Soit y un nombre réel, on note \y] la partie entière de y 

([y] * Y < H * ^ > o n n o t e íy} = y - \y] la partie fractionnaire de y et on 

note | |y| | = min ({y} , 1 - {y}) la distance de y à l'entier le plus proche. 

Soit 0 = ̂ Qg*^ > l a f o r m u l e (7) donne: x 2 = x
Ô . Soit Q^, Q 2, les 

nombres premiers rangés par ordre croissant à partir de et q̂ , q̂  

les nombres premiers précédant x^ et rangés par ordre décroissant. Définissons 

de même P̂  = P, P 2 > ....P^ et pp p^, à partir de x . 

Ql Q2 ••• Qh r n-Pour h > 0 , on définit M, = N avec k = h 9 
n pl p2 pk L J 

P- P 2 ... P- t 

Pour h < 0 , on pose h' = -h et M, = N — — — avec k' = |hf 8| + 1 
n ql q2 qh f 

On a, pour h > 0 : 

6h = l o8 = l Q R

2 k
/ 2 ) = h l o§ 3 / 2 - k log 2 = {h 0} log 2 

et pour h < 0 : 
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d(M. ) , Jc'Ji' 
6h = l o g Sffî = h' = k' 1 0 8 2 " h' 1 0 8 3 / 2 = { h e } l o g 2 

Pour h s 0 . on pose M = N et 6 = 0 • 
' r o o 

On considère les nombres 1^, - H * h ^ H , H étant un entier que l'on 

précisera par la suite, et le nombre M = NP . On pose: &̂  = log = log 2 , et 
u n i eme on les range par ordre croissant de 6̂  . Soit — le n convergent principal 
n 

de 0 , et choisissons n de façon que: 

( 1 6 ) V l ' H < V n +2 

D'après les propriétés des fractions continues, (voir, par exemple [$J , Ch. 1) 
Un Un4l u l'un des convergents — et , soit — va vérifier v 0 > u , et par suite ô v v t n * v n n+1 

v 0 b u + | |v6| I , l'autre soit va vérifier v f 0 < u r et v f 0 » u' - | | vf 61 | 

Pour h >, 0 , on a: (h - v')0 = [hé] f {h0} - u' + | |v'0| | 

Si {h0} < 1 - | |v'0| | , on a: {(h - v')0} = {h0} + | |vf6 | | et : 

6h < 6h-v' < 6h + "v fe|| l 0 g 2 

le nombre ^, 4 suivra dans le rangement par ordre croissant des 6̂  et 

l'écart entre 6̂  et 6̂  f est inférieur à ||v'0|| log 2 • 

Si 1 - | |v'0| | « {h8} , on aura : 6

h < 6

M

 < 6

h + I Ivr61 | log 2 , et le nombre 

M = NP suivra , avec un écart 6̂  - 6̂  inférieur â | |vf 61 | log 2 , 

Pour h < 0 , on a de même: (h + v)0 = [he] + {h0} + u f + | |v61 | . 

Si {h0} < 1 - ||v6|| , on aura ôfc < & < « h + ||v6|| log 2 . 

Si 1 - ||v6|| * {h0} , on aura 6 h < 6 < & h + ||v0|| log 2 . 

Dans tous les cas, l'écart entre deux nombres consécutifs de la famille 

6̂  , -H ̂  h ̂  H et 6 rangés par ordre croissant est au plus ||v0|| log 2 , ou 

||v'0|| log 2 , c'est à dire au plus ||v 6|| log 2 . 

D'après le théorème de N. FELDMANN ([3j), il existe deux constantes K 
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<\*z c, tftU.o.n nn*^ pour tous n et v entiers, on ait: 

! vb - n ! > —:-
K 

V 

On a f*r\ particulier: 
c l 

I ,v e - u J > — : '— 

dVprcG les propriétés des fractions continues (voir [jfifj , Ch. 1) , on a: 

n*l n-fl V 0 

On. en déduit" 

1 K v 4 0 < — V -n+2 ĉ  n+1 

La relation (16) donne: 

H < ~ v * soit : v - > (c- H) 1 / k 

ĉ  n+1 9 n+1 1 

Finalement, on obtient: 

(17) ! Iv e 11 log 2 x< 11v e 11 = |v e - u | < — < c 0 h~ 1 / k 

n M O 1 1 n 1 1 'n n' v - 2 n+1 

Choisissons H de façon a avoir: H < < x . Pour -H £ h ̂  H , on 

aura, par les relati.ons (13) et (15): 

( 1 8 ) bén ^ <. M / 0 * 2

 + (Lh^l)log 2 < -JLI2&-L. 
x" log x x " log x x 0 log X 

Considérons le nombre hautement composé A . On pose, 6̂  s log ̂ (n) . 

Le nombre 6̂  va être compris entre deux nombres consécutifs 6̂  et 6 t̂ de 

famille des 6, . On aura: 
h 

d O y v< d(A) v< dO^,) 

et 

(19) l o§ a m V = V - V * M v n e , f l o g 2 < °2 H 

h' 

en appliquant l'inégalité (17) . 

On applique la proposition 2 aux nombres A, et M^t : 
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^ a ^ i d ( M h , } , H log 2 x h-1/K ben A < ben + log — g r y < t c 2 H 

117 x 2 log X 

en appliquant les inégalités (18) et (19) . Si l'on choisit: 

H = , on obtient bén A C x ̂  

1-T 
avec y = 9 —rr * ce qui établit le théorème 1. 1 K+l ' n 

Proposition 5 . Soit A un nombre hautement composé assez grand, N = le 

nombre hautement composé supérieur précédant A . Ecrivons A • — N avec r 
• • • < ' 1 s 

et s premiers entre eux . Alors r jBt; s ne sont divisibles par aucun carré. 

2 
Démonstration: D'après la relation (11) , si X divisait r , on aurait: 

1 
bén A £ 2(elog X - log y— ) + log > log 

où â  est défini par (6) . est donné par la formule (9), en posant a = a^ : 

2 
log TL * log(fJ~ ) = log(l + l 1 V 

A 3 + 3 (a+1)2 (a+D<a+3) ( a + 2 ) 2 

Soit a 2 l'exposant de 2 dans la décomposition en facteurs premiers de N , on a: 

a = a, « a 0 et. a 0 —-—*v 1 ' —r , On aurait donc: 
X 2 2 2£-l El°8 2 . 

4 
bén A ̂  log U A >, (elog 2)

2 - ^ l o f i 2\ z 

(log x)" 

ce qui est en contradiction avec le théorème 1 pour x assez grand. 

On démontrerait de même que s n'a pas de facteurs carrés. 

Proposition 6 . Soit A un nombre hautement composé assez grand. Soit N = 

le nombre hautement composé supérieur précédant A . Soit X un nombre premier  

et posons a = a^s V X ^ défini par (6) et; b = b^ = v^(A) . Alors : 

1 -Y 

Si e log X - log(l + — ) C x 1 , on a: b » a ou b = a+1 

Si log(l + 7 ) - e logX < C x~Y , on a: b = a ou b » a-1 

Sinon, on a b = a . 
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Démonstration: D'après la proposition 4 , on doit avoir: |b-a| «S 1 . 

Si b = a+1 , alors: bén A > bén À N = e log X - log(l + ) 

1 -y 
le cas n'est possible que si e log A - log(l + — £ ) £ C x d'après le théorème 1 . 

N 1 
Si b « a-1 , alors: bén A > bén y = log(l 4- ~) - e log X 

1 -Y Cela n'est possible que si log(l f —) - elog X $ C x . 
a 

Cela nous permet de déterminer l'exposant b = V^(A) avec lequel X 

divise A , suivant les valeurs croissantes de X . 

? h I l p — i l l — 

a-v, (N) k + 1 k k - 1 
A 

b»v^(A) | k f 1 k + 1 ou k k k ou k - 1 k - 1 

La demi longueur des zones hachurées dans lesquelles b peut varier 

de une unité est: 

Pour e log X »' la proposition 6 nous donne: C x 

c \ —y • -"Y 
Pour A = e , on trouve: — C x T soit: 0(x. x log x) 

1 1 X e -Y -Y 2 Pour = —r^—r—,on trouve r- C x soit: 0(x log x) 

ÀG - 1 e

F- l 0 8 A-l (X£-l)2 

Remarque : Soit p̂ . le plus grand nombre premier divisant A avec l'exposant k . 

Le tableau précédent nous indique: 

Pk " Xk = 0 ( x k X~ Y l 0 g x ) 

et le corollaire de la proposition 4 nous donne: 

pk - xk = 0 ( x k T ) 
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ce qui est meilleur lorsque k est petit. 

Théorème 2. Soit A un nombre hautement compose et p son plus grand facteur  

premier. Soit À < p un nombre premier; et posons: b = v^(A) . Alors on a: 

logd . i) . ™ . 0(p-^, 

Démonstration: Associons à A le nombre hautement composé supérieur, N = N^ 

précédant A , Pour avoir b » v (A) , le tableau précédent nous dit que: 
À 

log(l + j ~ ) - C x~Y

 N< elogX v< log(l + + C x"Y 

Le corollaire de la proposition 4 nous donne: p - x = 0(x ) soit p x et: 

elogX - * * J j £ t A = log 2 log Hj^ - ̂  - OUog » « ^ - « ( x 1 - , 

1—T 1—T ""Y 

et comme y < 1 - T , X ^ p = o(p ) 

Cela démontre le théorème 2, qui améliore les théorèmes 11 et 12 de 

L, ALAOGLU et P, ERDOS ( [f\ ) , La remarque précédant le théorème 2 nous permettrait 
—y 

de remplacer 0(p ) par une quantité plus petite, lorsque b est petit. 

Théorème 3, Soit Q(X) le nombre de nombres hautement composés inférieurs à X . 

Soit N - N^ et N' deux nombres hautement composés supérieurs consécutifs. Il  

existe une constante c p,our laquelle on a: Q(Nf) - Q(N) * 0(log N) 

Démonstration: Nous allons étudier toutes les possibilités de construire un nom

bre hautement composé, A entre N et N' , ayant un bénéfice inférieur â C x~Y 

La première ligne du tableau suivant la proposition 6 nous indique qu'un 

nombre premier A a le même exposant dans N et dans A , sauf s'il est voisin 

d'un nombre x. . 
k 

Il existe un entier k' , tel que pour k > k' il y aura au plus un 

nombre premier dans la zone hachurée de xfc, soit: xfc + 0(xk x"̂  log x) , Cela ar

rivera lorsque xfc x
 Y log x = o(l) c'est à dire, (compte tenu de (7)) pour: 
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log(l+£) |~ ± ~| 
— : ~ Y < 0 . Cela nous donne kf = —:: - et l'on voit que k' ne dé-
log 2 eY

l o8 2 

pend pas de N mais seulement de y . 

Pour k assez grand, il y aura plusieurs nombres compris entre 

deux nombres premiers consécutifs. Cela aura lieu lorsque x^ - x

k+i ̂  ^ • Défi-

nissons k,! par : 

V - l " V 1 < 2 * X k n " Xk"+1 

Nous allons chercher un équivalent de k" . 

On a: 

log(l t r^r) - log(l + h = log(l - i-r) 

6 t # log(l ^—j) log X 

k log 2 

P o u r k =

 c J-QR x (log log x) 2 

F 0 U r R log logx » 0 n a" \ Xk+1~ \ p2 n , 0 

° C log x log 2 
et : 

iog(i + 

log(xk - x k f l) = log x 2 — + 2 log3(x) - log log x f 0(1) 

log(xk - x k + 1) =
 l Q g X - log log x + 21og3(x) f 0(1) 

On voit que, pour C > 1 q* 2 , lim(xk - x k + 1) = 0 , et pour C < 1 q* 2 , 

lim(xk -
 xk+i) = +00 • On eh conclut: 

l oS x  

log log x log 2 

et par la relation (20) , 2 x, „ X  

R k Z log 2 

2 log x 
V " log 2 n 1 ,2 

(log log x) 

Regardons maintenant quel peut être l'exposant b. = v, (A) de A 
À A 

dans la décomposition en facteurs premiers de A par rapport à a. = v.(N) . 
A À 

Pour A <: x k l t il y a trois choix au plus pour b^: â  * 1 , â  et 

â  - 1 à cause de la proposition 5. 
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Pour x,„ < X < x, , , pour chaque valeur de k il y aura au plus un 

nombre premier dans la zone hachurée de • Pour un tel nombre premier, il y 

aura deux choix pour b^ • 

Pour 2 ̂  k ̂  kf , pour chaque nombre k , . il y aura au plus 2/x̂  log x 

possibilités de choisir p^ le plus grand nombre premier divisant A avec l'expo

sant k , à cause de la proposition 4. 

Enfin, pour k = 1 , il y aura en général une et au plus deux pos

sibilités de choisir p^ , le plus grand facteur premier de A , pour que le 

nombre A ainsi construit soit entre N et Nf . 

Dans ces deux derniers cas, la relation (2) montre que le choix des 

p^ détermine exactement les exposants b^ pour tous les nombres A . 

On aura donc: 

T-̂ T- y kl,-k' 77 ̂ Xktf^ 
(21) Q(N') - Q(N) s< 2( T T 2/x. log x ) (2* ) (3 ) 

k=2 R 

Or, on a: x î̂t = o(log x) et k
n = o(log x) donc: 
k' ! 

log(Q(N') - Q(N)) v< l f log x, + o(log x) . 
k=2 1 fc 

Mais, d'après (7) , , 
k* 1 lo x k' 1 l o g ~~2— 

J 2 2 l oS *k = 2 logX2 J 2

 l o ê ( 1 + k} "• 2 log 2 l o* X • 

On trouve donc: f 

Q(Nf) - Q(N) = 0(xC) avec c > 2

 z

 2 

Comme on a: x /v* log N ( Qf| , §39), :cela démontre le théorème 3 . 

Théorème 4 . Soit Q(X) le nombre de nombre hautement composés inférieurs à X . 

1+c 
On a: Q(X) = 0(log X) , c ayant la même valeur que dans le théorème 3 • 

Démonstration: On a, avec le théorème 3: 

Q(X) %< l Q(Nf) - Q(N) =0(1 (log N)C) 
N*X N̂ X 

Nh.cs. N h.c.s. 

les sommations s'effectuant sur les nombres hautement composés supérieurs N pré

cédant X , et N' désignant le nombre hautement composé supérieur suivant N • 
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On a ensuite: 

l (log N ) C 4 (log X ) C l 1 ~ (lofi X ) ^ 1 

Nrt N*X 1 0 8 1 0 8 X 

N h.es. N h.es. 

Cette dernière équivalence est donnée par S. RAMANUJAN ([é] , §44). Une évalua

tion plus précise donnerait: 

i (log N)<= ~ ï > C ~ ( C ^ 0 * C X N*X X̂ log X ĉi-±MOg xog a 

N h.es. X premier 

Cette dernière équivalence étant donnée par Qf] , §55 . 

4. MINORATION DE Q(X). 

Théorème 5. Soit Q(X) le nombre de nombres hautement composés inférieurs àf X . 

1+c' 
Il existe une constante c' > 0 telle que Q(X) (log X) 

Démons tra t ion. Ce théorème a déjà été démontré par P. ERD0S ([XI) . Nous allons 

obtenir ici une valeur de cf un peu plus grande. La méthode de démonstration est 

essentiellement la même. 

Soit . 8 = lofi 3/2 e t 0i = 1°R 5/4 ^ Q n considère les nombres 
log 2 log 2 

{u0 + v0 '} , où {y} désigne la partie fractionnaire de y , avec u, v entiers, 

|u| £ U et |v| ̂  V , U et V étant deux nombres que l'on déterminera par la 

suite . Les (2U+1)(2V+1) nombres de cette forme sont tous distincts et tous com

pris entre 0 et 1 . Si l'on divise le segment Q), l] en 4UV + 2(U+V) inter

valles de même longueur, l'un de ces intervalles contiendra deux points: 

{û 0 + v^0'} < {u£0 + v20'} d'après le principe des tiroirs de Dirichlet, et on 

aura: 

{(u2 - U l)e + (v2 - V l)eM ,< 4 U V AdJ+v) 

Posons: u = u 2 - , v = v 0 - et w = -[u0 + v0'] , on a: |u| ^ 2U , 

|v| x< 2V et : 

(22) o < ue . ve» + * « {ue • ve'} « 4 U V / 2 ( l w ) « 7k 
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Soit A un nombre hautement compose, N = 1ST le nombre hautement com

pose supérieur précédant A . On définit x et xfc par (7) et, en particulier, 

0 0 ' 

x 2 » x et x^ = x .Soit r, q, p les plus grands nombres premiers divisant 

A avec les exposants 4, 2, 1. D'après la proposition 4, on a: 

ir(r) - ÏÏ(X4) = 0(/x^ log x) ; ïï(q) - TT(X2> = 0(/x2 log x) 

et ïï(p) - IT(X) = 0(/x log x) 

Les nombres U et V étant choisis, et u et v vérifiant (22) on 

construit un nombre A1 tel que: 

log d(Af) = log d(A) + (u0 + v0f + w) log 2 

dont la forme varie avec le signe de u, v, w . Dans le cas u > 0 , v > 0 , w < 0 , 

A, . A

 Ql Q2 - \ h R2 - Rv  
Pl P2 Pw 

où Q^, Q 2, ... sont les nombres premiers suivant q, R^, R 2, ... les nombres 

premiers suivant r, et p^ = p, p 2, ... les nombres premiers précédant p . 
x 

X2 
Si U est inférieur a - on aura: 

log x 2 

x ? 

TT(QU) - TT(X2) « |u| + |îr(q) - TT(X2)| = 0 ( l Q g

Z

x ) 
t ^ X4 T 

et on aura aussi: |q - x0| = 0(xJ) . Si, de même — , 

1 u 21 2' * ^ log x^ ' 

on aura |r - x,| - 0(x7) • Comme w = 0(U f V) , on aura également |p - x| = 0(xT) . 

On peut donc appliquer les formules (13) et (15): 
ai a ̂  u log 2 , v log 2 . w log 2 

ben A - ben A <: — ° + — fi + — B  

1-T i 1-T - 1-T. -
x 2 log x x^ log x x log x 

(23) bén A' - bén Av<( g;/
0* 2 + 2V̂ log 2 ) ( 1 ^ q ( 1 ) ) 

x 2 log x x^ log X 

on a d'autre part: log = (u0 + v0' + w) log 2 

La relation (12) appliquée à A puis à A' donne: 

x 2 log x x 4 log X 
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ci 8 20 — 0* 20'—0 
On choisit U»x , V"x avec a = —^— (1-f) ; 8 s —(1-t) .et on obtient: 

, A' _ n , -(a+6K _ - ^ I d - T ) , 
elog — = °<x ) = 0(x -3 ') 

6 + G * 
Dfoù l'on tire, en posant c1 < ——(1- t) : 

A1 * A(l + -p- ) 
x 

et comme x /^log A , on obtient: 

A1 v< A(l + - - T ) 

(log A)° 

Cette inégalité a été obtenue par P. ERD0S ([2]) avec cf = = ~ . 

0+6 ' 

Ici nous avons cf < ——- (1-t) = 0.113 ... La fin de la démonstration est la même: 

Comme d(Af) > d(A) . On a Af > A et il existe un nombre hautement composé A,! 

tel que A < A" Af qui vérifie A" A(l 4 r ) • Cela entraîne: 
1 + c . (logA)C 

Q(X) > (log X ) i + C . 

5. CONCLUSION. Si lfon supposait les nombres premiers très bien répartis, c'est-

à dire distants de log x au voisinage de x , les formules (13), (14) et (15) 

deviendraient: bén W n 2 

n 2x. 
k 

La formule (23) deviendrait: 
2 2 

A l a u log 2 t v log 2 ben A' - ben A~ — â — + — û — 
2 x

2 .
 2 x4 

0+0 ' 
et l'on trouverait c' « — — = 0.277 ... dans le théorème 5 . 

D'autre part, si l'on avait pour les formes linéaires en 0 et 0' une 

relation : 

r— < |u0 + V0' + w| 
K(n)(uv)X+n 

0+0 * 

pour tout n > 0 , cela nous permettrait d'obtenir y « —j— - n dans le théorème 1 

et on obtiendrait dans la démonstration du théorème 3 , k1 = 5 • Comme les nombres 

lQlog^2 = 1 " 6 9 e t ^log^ = 9""0f S O n t r a t i o n n e l l e m e n t dépendants de 1, 0, 0', 
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les nombres premiers voisins de et x^ n'apportent pas de valeurs nouvel
les à la fonction d et le produit dans la formule (2l) ne porterait que sur 
k = 2 et k = U . On en déduirait alors : 

(log X ) C " n < Q(X) < (log X ) C + n avec c = 1 + = 1.277 

Si, par contre les nombres {u0 + v0 f} étaient mal répartis, il est 

vraisemblable que la quantité ôg loĝ X n ? a u r a ^ t P a s d e 1imî"te* 
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