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Année 1969-1970 , exposé n°® 21 . 26 Mai 1970

REPARTTITION DES NOMBRES HAUTEMENT COMPOSES DE RAMANUJAN
par

Jean-Louis NICOLAS (1)

1. INTRODUCTION. On dit qu'un nombre entier A est hautement composé si tout

nombre M plus petit que A a moins de diviseurs que A . Si 1l'on définit
d(n) = nombre de diviseurs de n , on sait que, si la décomposition en facteurs

premiers de n est :
a; '
n= | p;7 , onma a(n) = | l (ai +1) .
i i
La définition devient : A est hautement composé si et seulement si :
(1) M < A ==4d4(M) < d(a) .

S. RAMANUJAN ( 8 ) a défini et étudié les nombres hautement composés, démontrant

les propriétés suivantes :

a, a3 Py
- S5i A=2 3 ees Dy est un nombre hautement composé, on a :
(2) By % 83 % cee 2 apk
et & 1'exception de A =4 et A=36,0ona : ap =1 ([8], § 8) .

k
- Soit p = Py le‘plus grand nombre premier divisant A , soit A  un nombre
premier plus petit que p , S. RAMANUJAN donne des formules permettant de déter-
miner ay a4 une unité prés lorsque X est grand, et donnant un &quiv.lent Se
a, lorsque A est petit ([81,5 18 & 2k4).
- Le quotient de deux nombres hautement composés consécutifs tend vers 1 ,

et Q(X) , le nombre de nowbres hautement composés inférieurs ¥ X , vérifie :

(181, § 28)
Coax) ..
(3) 1im ng_}f = +

X0

(1)

L'auteur de cet article a regu 1'octroi n® A 7201 du Conseil National de
recherches du Canada.
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- Enfin, S. RAMANUJAN définit les nombres hautement composés supérieurs
(Bﬂ, §32) dont nous rappelons la défimition et les propriétés un peut plus

loin et qui sont 3 la base des résultats obtenus dans cet article.

En utilisant principalement le résultat de A.E. INGHAM (Dﬂ) af-

firmant que pour g-é T 1, o0ona:

T
X

log x

(4) T(x 4 x') = m(x) ~

ol w(x) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs & x , P. ERDUS
et L. ALAOGLU ont donné ([1], théoréme 13) une formule permettant de dé-

terminer a, d une unité prés quel que soit ), et P. ERDUS a amélioré la

formule (3) en montrant (Dﬂ) :
(5) Q®) > (log X)1*°

a _1l-T_ 3
vec ¢ = T = 55

L'objet de cet article est d'@tudier la répartition des nombres
hautement composé@s entre deux nombres hautement composés supérieurs consé-
cutifs. Nous.montrerons que ce probléme est 1ié @ celui des approximatiéns
diophantiennes du nombre 6 = Log 3/2 - et plus précisément a 1'étude des

log 2 log(1l + EO
formes linéaires &a coefficients entiers Z Uy ek y avee ek = ———TE§;7?_—

Le récent théoréme de N. FELDMANN ([3]) améliorant les travaux de A. BAKER
sur les formes linéaifes de logérithmes de nombres algébriques, nous dit
qu'il existe des constantes c et k telles que l'oﬁ ait :]/q6 - pl>'4§
pour tous p, q entiers. Cela nous permettra de montrer que: Q(X)<(log X)C'
(théoréme 4)

Nous améliorerons les résultats de P, ERDOS et L. ALAOGLU sur le calcul des
exposants ax (théoréme 2) et nous augmenterons légérement la constante ¢

de la formule (5) . Finalement nous conjecturons que:

lo X) 14 log 3/2 + log 5/4
log log X ~ 4 log 2

lim = 1.277...

X0
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2. NOMBRES HAUTEMENT COMPOSES SUPERIEURS.

On dit que N est un nombre hautement composé supérieur s'il existe

un nombre réel € > 0 , tel que, pour tout M entier , on ait:

aM < d(N)
ME NE

Propriétés:. ([8], §32 & 34) . ¢ &tant donné, 0 < e < 1 , il existe un
nombre hautement composé supérieur associé 8 ¢ dont la décomposition

a
A -
en facteurs premiers , N = | | A est donnée par:

(6) a, = [—-E—-l—:l = partie entigre de —;L—
AT -1 AT =1

On attache 3 N = Ne les nombres:log(l+%o

(7 X = 21/e et x =X lgg 2

On a alors:

(8) a, =k & x4 <Asx

Soit p € x < P les nombres premiers encadrant x , Le plus grand nom-
~ bre premier qui divise N est p et le nombre hautement composé supé-

rieur suivant N est inférieur ou égal a NP .

Proposition 1 . Soit N = Ne un nombre hautement composé supérieur.

Soit r/s wune fraction irréductible telle que s divise N. On note

v,(n) 1'exposant de A dans la décomposition en facteurs premiers de n .

On a alors, A et u @&tant premiers, et a, et au étant déterminés

A
par (6):

Ly - = r_ - S
log d(Z N) - log d(N) velog - ) y)\(r)(e log A = log(l + === ))

Alr A
- Z v (8) (log(l + —lj ~eclogp) - Z log U, -~ 2 log V
u a A u
uls H )\lr uIS
les nombres UA et Vu bvérifiant: UA >1 et Vu > 1 avec égalité lorsque

vx(r) =1 et vu(s) =1
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Démonstration: En raison de 1l'additivité des fonctions log d(n) et

log n , il suffit de vérifier cette formule pour r = Ak s 8 =1 puis

pour r =1, s = uk .
Si r = Ak s 8 =1 , posons a, =a, la formule nous permet de calcu-
ler UA:
log d(E N) - log d(N) = log 2L = ¢ 10g A = k(elog A - log(l + —=))-log U
g %% & a+l atl A
d'ot il vient:
k
1 +2 + +2
(9) v, - 2l @) H(“ E

A atl+k ‘a+l a+1+l a+l

a+i+l < a+2

| S .
ot i1 d'oti il vient:

Pour k=1, o0onaz: U, =1 etpour i 32,
UA >1 si k 3 2

Si r=1, 8 = uk , on calcule de méme V :

_ _a+l a T—T- at+2- 1 a
(10) Vi T 3k (a+l) i=1 G G

On trouve de méme: pour k =1 , Vu =1 et pour k >1, Vu >1,

Définition: Soit N = Ne un nombre hautement composé supérieur, Soit M

. r .
un entier que l'on écrit : M --; N aveec r t s premiers entre eux. On

appelle bénéfice de M relatif & N, la uantité:

(11) bén M = Z vk(r)(e log X - log(l + )) + z log YN
}\lr A )\Ir

+ z vu(s)(log(l + ;L-) - € log ) + Z log Vu .
uls H uls

La proposition 1 s'@crit alors :

(12) elog%=logﬁ-ﬁ+bnM

avec bén M 3 0 .,
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Proposition 2 . Soit A un nombre hautement composé. Soit M et M' deux

nombres tels que: d(M) < d(A) < d(M') . On a:

. . ' am*)y
bén A < bén M' 4+ log 300

Démonstration: - Le nombre A &tant hautement composé, la relation (1) nous

donne: d(M') > d(A) => M' > A . La formule (12) nous donne:

L ]
da) %—-lo —-L—dM)=bénM'+1,og—£—ldM

- — _A_ -
bén A = ¢ log T — log ) S e log & (M) d (M)

Proposition . . Soit A wun nombre hautement composé. Soit N = N€ le nombre

hautement composé supérieur précédant A . On a: bén A < e + log 2 .

Démonstration: Soit P 1le plus petit nombre premier ne divisant pas N . On 1

salt que N < A € NP , La formule (11) nous donne:

bén NP =clog P -~ log 2 . Posant x = 21/E , soit € = %%g—% s 11 vient :
bén NP = e¢log g-s € £§§ . D'aprés le postulat de Bertrand, on a: P - x € x donc:
bén NP < € .

Ensuite, ou bien on a : d(N) < d(A) < d(NP) et la proposition 2 nous
dit: bén A < bén NP + log 2 < € + log 2 , ou bien on a: d(NP) < d(A) et comme

A & NP , la formule (12) nous dit: bén A § bén NP < € .

Calcul de bénéfices. Soit N = Ne un nombre hautement. composé supérieur. Soit

k un entier fix&. On définit x :et X, par la formule (7).

Soit Ql’ QZ’ cees Qn’ les nombres premiers rangés par ordre croissant 3 partir

T
X

log x

de X o On choisit n tendant vers 1'infini avec x et n ¢ avec T = 5/8 .
D'aprés la formule (4) de A.E. INGHAM on a Q - % = 0(x") , et pour x assez
grand Q <x_; »cequi entraine par (8) que l'exposant des Qi dans la décom-

position en facteurs premiers de N est (k-1) .

Posons Wn = NQl Q2 vee Qn . On a par la formule (11):

n n .

bén W_ = y e log Q, - log(l + lﬁ = ¢ z log —=
n Nt i k . X

i=1 i=1 k
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. u-1 .
Comme on a toujours —;-'élog usu-=-1, on obtient:

n Q, - x
~ log 2
(13) bén W < € z 4k < ii' n(Qn - xk)s lET 2
n i=1 *K k X log x
et :
n Q. - X n
bén wn > € Z —36~—-E'3'§- z 2(i-1) = éL-(n2 - n)
i=1 i n i=1 n

d'oi il vient :

2
(14) bén W_ > n_log 2
n~ox log x

Soit, de la méme fagon dys Qps +v+ Q4 les nombres premiers précédant

X s rangés par ordre décroissant 3 partir de X . Dans les mémes conditions, en

posant Wé = N , on obtient :
q 1 q2 s 00 qn .
n2 log 2 n log 2
(15) —————J;—— < bén W' §,-—————Ji——-
x, log x n -1
k X log x
Proposition 4 . Soit A un nombre hautement composé, et N = Ne le nombre hau-

tement compcsé supérieur précédant A . On définit x et X, par la formule (7).

Soit le plus grand nombre premier divisant A avec l'exposant k ., On a:

Py

n(pk) - ﬂ(xk) = O(Vxk log x)

o
]

oi m(x) désipne le nombre de nombres premiers inférieurs 3

Démonstration: Supposons par exemple Py > X, - Posons n ﬂ(pk) - n(xk) . Les
relations (11) et (14) donnent

bén A 3 bén W_ - E¥—%§§—% . D'autre part la proposition 3 nous indique:
k

n X
bén A = 0(1l) , d'ol le résultat .

Corollaire., Avec les mémes notations, si X > ,ona, avec T = 5/8 :

T
| O(xk)
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Démonstration: D'aprés la formule (A)Tde A.E, INGHAM, si 1l'on avait P = X ¥ x; ’
X
cela entralnerait ﬂ(pk) - ﬂ(xk) > 13§~§ s ce qui contredirait la proposition 4 .

3. THEOREME DE MAJORATION DES BENEFICES ET APPLICATIONS.

Théoréme. 1. Soit A un nombre hautement composé, soit N = Ne le nombre haute~-

- . P 1l/¢ .
ment composé supérieur -précédant A-. Posons x = 2 / « Il existe deux constan-

tes vy >0 et C>0 telles que:

bén A s C x '

Démonstration. Nous allons construire une famille de nombres Mh s compris entre

N et NP (oi P désigne le nombre premier suivant x) tels que bén Mh ne soit
pas trop grand et tels que les nombres’ d(Mh) soient assez proches les uns des
autres. La proposition 2 appliquée aux nombres Mh nous donnera le résultat,
Soit y wun nombre réel, on note Bﬂ la partie entiére de vy

(y] sy < Bﬂ+ 1) , on note {y} =y - Bﬂ la partie fréctionnaire de y et on
note ||y|| = min ({y} , 1 - {y}) 1a distance de y 3 1'eﬁtier le plus proche.
Soit 8 = l%%géég , la formﬁle (7) donne: X, = xe . Soit Ql’ Q2, vees Qh les
nombres premiers rangés par ordre croissant & partir de x2 et 93 Qys +res 4,

les nombres premiers précédant %, et rangés par ordre décroissant, Définissons

de méme Pl = P, PZ’ ""Ph et Pys Pys sees P 4 partir de x .

Ql Q2 e Qh A

Pour h > 0 , on définit Mh =N P— 5 avec k = [E ej]
172 °°° Fx

Pl P2 LN N} Pk'

ql q2 L th

Pour h < 0, on pose h' = -h et M =N avec k' = [ﬁ' é] +1

On a, pour h > 0 :

d(Mh) _ log(3/2)h -

h =198 Ty = LK

h log 3/2 -~ k log 2 = {h 8} log 2

et pour h < 0 :
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a@) k' h! _
- b logZ 2 -« - h' 3/2 = {h 6}log 2
6h = log ) 3h' k' log 2 - h' log 3/ { }log

Pour h = 0 , on pose Mo =N et 60 =0 .

On considére les nombres Mh’ -Hs hgH,H étant un entier que l'on

d(M ;
précisera par la suite, et le nombre M = NP , On pose: 6M = log E%ﬁ% = log 2 , et
u .
Soit ;2 le n "€ convergent principal
n

on les range par ordre croissant de 6h .

de 6 , et choisissons n de fagon que:

(16) vn+l <Hs vn+2

D'aprés les propriétés des fractions continues, (voir, par exemple [Q] s Ch, 1)
u u

1'un des convergents — et
v v

n n+l

)

vo=u4+ ||ve]| , L'autre soit %T' va vérifier v' 8 <u' et vy'H =u' -~ ||v'6||

n+l

., U - s .
, soit 7 v vérifier v 8 > u , et par suite

Pour h >0, ona: (h -v')s = [hQ] + (he} = u' + ||v'e]]
st {he} <1 - [|v'e|] , on a: {(h - v')6} = {he} + ||v'e|] et :

8, < 8 v <8+ l|v'e]] 1log 2

h h=-
le nombre Mh-v' *suivra Mh dans le rangement par ordre croissant des Gh et
1'8cart entre 6h et 6h-v' est inférieur 3 ||v'e|] log 2 .

Si 1~ ||v'e|| « {h6} , on aura : 8y < 8y S 8, + ||v'e]| log 2 , et le nombre

M = NP suivra Mh » avec un écartA GM - Gh inférieur & IIV'GII log 2 ,
Pour h <0, on a de méme: (h + v)6 = [h6] + {h8} + u' + ||ve]]| .

Si {he} < 1 - ||ve|] , on aura Gh < 6h+v < Gh + Ilve'[ log 2 .

Si 1 - ||ve]| « {h6} , on aura éh < SM < Sh + ||vel| 1log 2 .

Dans tous les cas, l'écart entre deux nombres consécutifs de la famille
Gh y -Hs hgH et GM rangés par ordre croissant est au plus [Ivell log 2 , ou
||v'e]| log 2 , c'est & dire au plus Ilvnell log 2 .

D'aprés le théoréme de N. FELDMANN ([3]), il existe deux constantes «
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nt n, tellrs e, npour tous uwo et v entiers, on ait:
- c

[ | 1

"“y() EEET B B

8
Ay

On a en particulier:
.

‘\......;1._

i) L
n+l. v

- P
1

Majs, d'antic les propriftés des fractions continues (voir D{I s Che 1), on a:

IRy A - — e
n+l un+l! - vn+2

0 en dadndir:

v <Ll

n+2 c n+l

1
La relation (16) donne:
1 K 1/k

H < ey Vel soit : Vel > (cl H)

Finalement, on obtient:
1 -1/x

17) !Ivn elllog 2 < ||vn8|| = Ivne - un| <3 <, H

nt+l

; = . T T
Choisissons H de fagon & avoir: H < X, <x . Pour ~H' ¢ hsH, on

aura, par les relations (13) et (15):

-
(18) bén M_ J_I;_L_los__?-__ N %Eij +D)log 2 lilog 2
] x£ log x X log x x2 log X

aca)

Considérons le nombre hautement compos& A ., On pose, GA = log am) *

Le nombre 6A va étre compris entre deux nombres consécutifs Gh et Gh' de 1a
famille des ¢ . On aura:

h
d) « d(a) s 4

et
d(Mhl) .
-1
(19) log W— = (‘Sh, - Gh.é anelllog 2 < ey H /x

en appliquant 1'in&galité (17) .

On appligue la proposition 2 aux nombres A, Mh et Mh' :
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d(Mh') < H log 2 -1/x
+ log d(Mh) 2 xl_T
2

bén A < bén M
log x

en appliquant les inégalités (18) et (19) . Si 1l'on choisit:
H= [%Y%] , on obtient bén A < C x Y

avec y = 6 %%% , ce qui établit le théoréme 1.

Proposition 5 . Soit A un nombre hautement composé assez grand, N = NE le

- - 03 - - Iy r
nombre hautement composé supérieur précédant A . Ecrivons A = ;-N avec r

et s premiers entre eux . Alors r- et s ne sont divisibles par aucun carré.

. . - ; . .2 fes s
Démonstration: D'aprés la relation (11) , si A~ divisait r , on aurait:
p

bén A > 2(elog A - log E%;') + log U, » log U,
A

ol a, est défini par (6) . U, est donné par la formule (9), en posant a = a, :
2
(a+l) (at+2)
Soit a, 1'exposant de 2 dans la décomposition en facteurs premiers de N , on a:
a=a, «a, et.a,~ L ~ L « On aurait donc:
A 2 2 2€_1 elog 2 .
4
bén A > log UA'Z (elog 2)2 - (log 2)

2
(log x)
ce qui est en contradiction avec le théoréme 1 pour x assez grand.

On démontrerait de méme que s n'a pas de facteurs carrés.

Proposition 6 . Soit A un nombre hautement composé assez grand, Soit N = Ne

le nombre hautement composé supérieur précédant A . Soit A un nombre premier

et posons a = a, = VA(N) défini par (6) et b = b, = VA(A) . Alors:

Si € logh- log(l + ;%1-) <Cx ) ,ona:b=a ou b = a+l

Si log(l + %)‘- e loghs Cx ' , on a: b=a ou b=a-l

Sinon, on a b =a .,
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Démonstration: D'apr@s la proposition 4 , on doit avoir: |b-a| < 1

Si b = a+l , alors: bén A » bén AN =clog X - log(l + — l

le cas n'est possible que si clogh - log(l + == ) ¢ C x -y d'aprés le théoreme 1 .,

1

+1
N

Si b = a~1 , alors: bén A > bén T = log(l + ;9 - ¢ log X

Cela n'est possible que si log(l + %) -elogrg C x ' .

Cela nous permet de déterminer 1l'exposant b = VA(A) avec lequel A

divise A , suivant les valeurs croissantes de X ,

/4 e
¢ log A +ﬁi%Z/
4%479/ * .
= /////
2D =1 /%//7
a-vA(N) k +1 k k-1
b=v)(A) k+1 k+1ouk k kouk -1 k - 1

IL.a demi longueur des zones hachurées dans lesquelles b peut varier
de une unité est:

Pour € log 4 . la proposition 6 nous donne: C x 7
elogh

Pour A =e ~ , on trouve: %-C x 7 soit: O(xk x ¥ log x)
1 1 A - ~y, 2
Pour — = —gar son trouve —— C x Y soit: O(x Y1og x)
-1 PR (A°-1)

Remarque : Soit Py le plus grand nombre premier divisant A avec l'exposant k .
Le tableau précédent nous indique:

P ~ X T 0(xk x Y log x)

et le corollaire de la proposition 4 nous donne:

T
P~ %X = 00 )
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ce qui est meilleur lorsque k est petit.

Théoréme 2. Soit A un nombre hautement composé et p son plus grand facteur

premier. Soit ‘A < p un nombre premier; et posons: b = vA(A) . Alors on a:

1og(1 + %) > _1_9.3._&_1(28_.2. + O(P-Y)

log p
\ 1 log X log 2 -y
log(l + $77) < Tog p +0( )

Démonstration: Associons & A le nombre hautement composé supérieur, N = N

€

précédant A , Pour avoir b = VA(A) , le tableau précédent nous dit que:

, -y - 1 -
log(l + g%I Yy -Cx ¥ elogh « log(l + BD +Cx "

Le corollaire de la proposition 4 nous donne: p - x = 0(x') soit p~ x et:

_log 2 log A _ 1 _ 1 - P = X\ l-t
elogA Tog p log 2 ;og k(log " Tog p) 0(log Alogzx) o(x™ )
et coome y < 1-1 |, Xl_Tﬁv pl—T =o(p ")

Cela démontre le théoréme 2, qui améliore les théoreémes 11 et 12 de

L. ALAOGLU et P. ERDUS (Eﬂ) . La remarque précédant le th@oréme 2 nous permettrait

de remplacer O(p—Y) par une quantité plus petite, lorsque b est petit,

Théoréme 3. Soit Q(X) le nombre de nombres hautement composés inférieurs 3 X .

Soit N = N_ et N' deux nombres hautement composés supérieurs consécutifs, Il

existe une constante c pour laquelle on a: Q(N') - Q(N) = 0(log N)€ .

Démonstration: Nous allons &tudier toutes les possibilités de construire un nom-

bre hautement composé, A entre N et N' , ayant un bénéfice inférieur 3 C x '
La premiére ligne du tableau suivant la proposition 6 nous indique qu'un
nombre premier XA a le méme exposant dans N et dans A , sauf s'il est voisin
d'un nombre Xy .
I1 existe un entier k' , tel que pour k > k' il y aura au plus un
nombre premier dans la zone hachurée de X, , soit: X t 0(xk x 7 log x) . Cela ar-

rivera lorsque x x 7 log x = 0(1) c'est & dire, {(compte tenu de (7)) pour:

k
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1 .
Log (14+) 1
—3->_ =Y <0 . Cela nous donne k' = |~———5—| et 1l'on voit que k' ne dé-
log 2 eylog 2-1

pend pas de N mais seulement de v .

Pour k assez grand, il y aura plusieurs nombres X, compris entre
deux nombres premiers consécutifs. Cela aura lieu lorsque e & 2 ., befi-
nissons k' par :

Xy ~ Xpen <2& Xen T Xy

Nous allons chercher un équivalent de k" .

On a:
1 1 1
log(l + =) = log(l + 9) = log(l -~ ——=)
k+1l k (k+l)2
et: log(l - —-;L——Olog X
(20) X - X = {1 - exp( (k+1)2 )} X —log x
Kk~ Fk+l T Tk P log 2 ~ 2
k™ log 2
2
C log x (log log x)
Pour k = =—2AX __ , on a: - x A~ X
log log x R TS Radie® ¢? 1og x log 2
et: 1
log(l + ﬂ?
log(xk xk+l) = log x ———EIE;TS—- + 2 log3(x) - log log x + 0(1)
_ - log log x _
log(xk xk+l) C log 2 log log x + 21og3(x) + 0(1)
On voit que, pour C > L lim(x, - x, ..) = 0 , et pour C < —L
? log 2 ° k k+1 i log 2 °*
lim(xk - Xk+1) = 4 , On en conclut{
" log x
ki log log x 1log 2
et par la relation (20) , 2 ~ x log x
k" .2
k™ log 2
2 log x

k log 2 (log log x)2

Regardons maintenant quel peut €tre 1'exposant bA = v, (A) de
dans la décomposition en facteurs premiers de A par rapport i a, = vA(N) .
Pour A & X u il y a trois choix au plus pour bA: a, + 1, a, et

a, - 1 3 cause de la proposition 5.
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Pour x,, < A < x , pour chaque valeur de k il y aura au plus un

k" kl
nombre premier dans la zone hachurée de Xy Pour un tel nombre premier, il y
aura deux choix pour bk .

Pour 2 & k § k' , pour chaque nombre k ,.il y aura au plus 2ka log x
possibilités de choisir Py le plus grand nombre premier divisant A avec 1'expo-

sant k , @ cause de la proposition 4.

Enfin, pour k = 1, il y aura en général une et au plus deux pos-—
sibilités de choisir Py » le plus grand facteur premier de A , pour que le

nombre A ainsi construit soit entre N et N' .

Dans ces deux derniers cas, la relation (2) montre que le choix des

Py détermine exactement les exposants bA pour tous les nombres A .,
On aura donc:
k' KM=k ! ﬂ(xku)
(21) Q(N') - Q) & 2( | | Zka log x ) (2 ) (3 )
k=2
Or, on a: Xn = o(log x) et k" = o(log x) donc:
k 1
1
log(Q(N') - Q(N)) &« z 5 log X, + o(log x) .
k=2
. t -
Mals,'d aprés (7) , ' KTl
L log x_ % 1, _ log 73
= log %, = log(l 4 &) = —4————1 .
kZZ 2 “98 * T 7 1og 2 kzz og(l + ) = —5 1557 log x
On trouve donc: log K'41
y _ _ c , 2
Q(N") QN) = 0(x") avec c¢ > 2 Tog 2

Comme on a: x ~log N (Bﬂ s 839), .cela démontre le théoreme 3 .

-~

Théoreme 4 . Soit Q(X) le nombre de nombre hautement composés inférieurs 3 X .

+ ~
On_a: Q(X) = 0(log X)l ¢ , ¢ ayant la méme valeur que dans le théoréme 3 .

Démonstration: On a, avec le théoréme 3:

QX)) < ) QM) - QN) = 0( §  (log M)
NgX NgX
N h.c.s. N h.c.s.
les sommations s'effectuant sur les nombres hautement composés supérieurs N pré-

cédant X , et N' désignant le nombre hautement composé supérieur suivant N .
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On a ensuite:
c+l

> log X
] QogM®s (logx® [ 1 Hog B
N<X NsX log log X
N h.c.s. N h.c.s.

Cette derniére &quivalence est donnée par S. RAMANUJAN (Dﬂ » 844), Une é&valua-

tion plus précise donnerait:

c+l
c c (log X)
log N) ~ ~~ ~
NEX (Log M) Aélog X (c+l)log log X
N h,c.s. A premier

Cette derniére &quivalence &tant donnée par Dﬂ, 8§55 .,

4. MINORATION DE Q(X).

Théoréme 5. Soit Q(X) le nombre de nombres hautement composés inférieurs 3 X .

]
I1 existe une constante '¢' > 0 telle que Q(X) > (log X)l+c .

Démonstration. Ce théoréme a déja été démontré par P. ERDUS (Bﬂ) . Nous allons
obtenir ici une valeur de c¢' un peu plus grande. La méthode de démonstration est

essentiellement la méme.

Soit . 6 = liog3£2 et 6' = 10102/3 . On considére les nombres

{u6 + v6'} , ot {y} désigne la partie fractionnaire de y , avec u, v entiers,
Iu! < U et IVI § V, U et V E&tant deux nombres que 1l'on déterminera par 1la
suite . Les (2U+1) (2V+1) nombres‘de cette forme sont tous distincts et tous com~
pris entre 0 et 1 . Si l'on divise le segment B),Iﬂ en 4UV + 2(U+V) inter-
valles de méme longueur, 1l'un de ces intervalles contiendra deux points:

{ule + vle'} < {u26 + vze'} d'aprés le principe des tiroirs de Dirichlet, et on

aura:
{u, = u)6 + (v, ~ v )0'} & i
2 1 2 1 M O4UV + 2(U4V)
Posons: u = Uy — Uy, V=V, - vy et w= —[ue + ve'] , on a: |u| < 20,

lv] « 2v et :

1 A
2(U+V) ~ 4Uv

' = 1
(22) 0 <ub +vd' + w= {ud +vo'} g 0V T
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Soit A un nombre hautement composé, N = NE le nombre hautement com-
posé supérieur précédant A , On définit x et X, par (7) et, en particulier,

1

x, = xe et x, = xe . Soit r, q, p les plus grands nombres premiers divisant

A avec les exposants 4, 2, 1. D'aprés la proposition 4, on a:

m(r) - "(XA) = O(Vx4 log x) 3 m(q) - n(xz) = O(»/x2 log x)
et m(p) - m(x) = 0(¥x log %)

Les nombres U et V &tant choisis, et u et v vérifiant (22) on
construit un nombre A' tel que:

log d(A') = log d(A) + (ud + vb6' + w) log 2
dont la forme varie avec le signe de u, v, w . Dans lecas u>0,v>0,w<O0,

on a:
Ql Q2 ces Qu Rl R2 . Rv

A' = A
Py Py ++- P

ol Ql’ QZ’ «+«. sont les nombres premiers suivant ¢, Rl’ Rz, e+ les nombres

premiers suivant r, et Py = P> Pys ve- les nombres premiers précédant p .

T
. pd
Si U est inférieur 3 =2 on aura:
log X, )
r
*2
m(Q,) = m(x,) < |ul + |n(@) - n(x]| = O(m-z-) ]
T X4
et on aura aussi: lQu - x2| = 0(x2) . Si, de méme Vg i;g—zz s
on aura |RV - x4| = O(xZ} . Comme w = 0(U + V) , on aura également P, ~ x| = 0(x") .

On peut donc appliquer les formules (13) et (15):

bén A' - bén A ¢ —3 log 2 ; v log 2 + w log 2

x;—T log x XZ—T log x xl_T'log x
(23) bén A' - bén Ag (A2, ZWle2 4 o)
X, log x X, log x
d(a' 1
on a d'autre part: log Eézyl = (ub + v6' + w) log 2 AUV
La relation (12) appliquée @ A puis & A' donne:
1 20 log 2 2V log 2

1 t
elog %— = log-igé—l + bén A' - bén A g 7

d(a) T +

uv -
X, log x xi ! log x
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On choisit U=x" . vex® avec a = 263 4 (1-7t) ; B = 293—9(1-T) et on obtient:
' _ 640" ..
elog %r = 0(x (a+8)) = 0(x 3 (1 T))
'm0 v 646!
D'odu 1'on tire, en posant c' < 3 (1=-1) =
A'sA(l-t-—(]?r)
- ox
et comne x ~log A , on obtient:
' 1
A' ¢« A(1 + C')
(log A)
Cette inégalité a &té obtenue par P. ERDUS ([2]) avec c' = lil = é%' .
. Y 1
Ici nous avons c' < etf (1-7) = 0.113 ... La fin de la démonstration est la méme:
Comme d(A') > d(A) . Ona A' > A et il existe un nombre hautement composé A"
tel que A < A" g A' qui vérifie A" & A(1 + 1 ~ ) . Cela entraine:
(log A)

Q®) 3 (log H)FC .

5. CONCLUSION. Si l'on supposait les nombres premiers tré&s bien répartis, c'est- -

d dire distants de log x au voisinage de =x , les formules (13), (14) et (15)
. 2
deviendraient: bén W_-~ n_log 2
n 2xk
La formule (23) deviendrait:

2 2
bén A' - bén A~ LB Z , ¥ Jog 2
. , 4

' .
et l'on trouverait c' = eze = 0.277 ... dans le théoréme 5 .

D'autre part, si 1l'on avait pour les formes linéaires en 6 et 90' une
relation :

-—-—-]'—"—m- < |ue + ve' + w|

K(n) (uv)

| ]
pour tout n > 0 , cela nous permettrait d'obtenir vy = etf -n dans le théoréme 1

et on obtiendrait dans la démonstration du théoréme 3 , k' = 5 ., Comme les nombres

log 2 = , et lologlg = 6-8' sont rationnellement dépendants de 1, 8, 6°',
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les nombres premiers voisins de x, et x. n'apportent pas de valeurs nouvel=-

3 5
les 3 la fonction d et le produit dans la formule (21) ne porterait que sur
k=2 e k=L4. On en déduirait alors :

1
(log X)°" < Q(x) < (1log X)®™  avec c=1+ 959— = 1,277 v..

Si, par contre les nombres {u® + v0'} &taient mal répartis, il est

vraisemblable que la quantité igg ?gg)x n'aurait pas de limite.
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