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16-01 
14 Avril 1970 

Séminaire de Théorie des Nombres 
Année 196? 1̂ 70 , exposé n° 16 

SUITES EQUIREPARTIES ET ENSEMBLES MESURABLES 

AU SENS DE RÎEMANN 

par 

Jacques LESCA 

§ 1. - Définitions et principaux résultats 

1. 1. - DEFINITION d'UNE SUITE u - EQUIREPARTIE 

Soient X un espace localement compact dénomb rabie à 

l'infini, |j une mesure de M*(X) , l'ensemble des mesures de Bore] 

régulières, positives, de norme 1 . Soit u = (u ) une suite de 

points de X , nous dirons que u est u -équir épartie si pour toute 

fonction f de C (X,R) (ensemble des fonctions réelles continues à 
c n 

support compact), la limite de suite n -» l/n S f(u, ) existe et vaut 
i= 1 1 

u(f) . 

1.2. - CARACTERISATIQN DES SUITES u-EQUIREPARTIES 

Soit B(X,<C) l'ensemble de fonctions définies dans X et 

à valeurs complexes, boréliennes et bornées. 

Soit (X,<C) le sous-ensemble des fonctions continues de 
b 

B ( X , C ) . 

Soient R(X 5 C) le sous-ensemble des fonctions integrables 

au sens de Riemann pour la mesure y, (en abrégé u -R-integrable) 

c'est-à-dire des fonctions B(X,C) dont l'ensemble des points de 

discontinuité ont une \i -mesure nulle0 R'(X) le sous-ensemble de 

R(X,(C) constitué par les fonctions caractéristiques à support 

compact ; fonctions caractéristiques d fensembles bornés 
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dont la frontière à une |i-mesure mille (ensembles dits 

H - R - integrables) . 

Nous dirons qu'une sous famille 5 de B (X, Œ) est 
M suffi santé pour la mesure [i " si : 

une su-t^ u ~ (i ) est |i - é qui répartie si et seulement si 
n 

pour tout f € 3* on a 

i n 

lim ( - S f (u.) ) = U(f) 
n i 

n-»co 1=1 

/THEOREME A . - / Soit X un espace localement compact dénombrable 

à l'infini et u•= (u ) une suite de points de X 
n 

alors 

(1) Les familles G (X S R ) (Par définition), 

R (X, Œ ) et R ! (X) sont suffisantes pour la mesure |i 

(2) Si en outre X possède une base topologique 

dénombrable R (X, Œ ) est la plus grande famille suffi

sante pour la mesure |i. 

Rappelons qu'un espace localement compact possé

dant une base topologique dénombrable est métrisable et 

par conséquent dénombrable à l'infini. 

/ THEOREME B. - /[ Soit X un groupe abélien topologique localement 

compact. Alors la famille F de ses caractères continus 

est suffisante pour toute mesure |i. 
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1. 3, - EXISTENCE de suites U-équiréparties 

Par )a sut te nous supposons eue X est un espace 

topologique localement compact possédant unej)as£ 

' ^noJP^Fabl_e et muni d'une mesiue H 6 M ' (X) ; 

On désigne le tout par espace- m* •sure (Xs H ) 0 

Soit (X, |i ) un espace-mesure X désigne le pro-
M 

; duit d'une suite d sespaces identiques a X et |i , la 

"mesure produit11 de mesures toutes identiques à |i, 
M 

La SIiift-Transformation 0 est l'application de X 

dans lui môme qui à x = (x., x , . - „ 0 ) fait correspondre 

a (x) - (x , x , . , , . ). Si J ~- { j . :• . , . .. , j . î est une par-
CD i n 

tie finie de N , nous lui faisons correspondre X produit 
j 

de r copies de X 3 X est muni de la mesure produit 
J J J 

; notée |i ; ( X , |i ) est un espace mesure. La projec-
M J 

tion P. : X -*X est définie par 
J 
P. (x) = P . ( ( x , „ . . „ ) ) = ! x, , x, , . f , ? x c ) 

J J 1 h 3Z J r 
P. est une application continue et "mesure invariante", 

J 
/ THEOREME C. - / Soient (X, |i ) un espace-mesure . x - (x ) une suite 

croissante d'entiers et J une partie finie de N0 

Alors pour presque tout n = (x ) € X^", la 
u n j ' n j 

suite x P ( 0* (x) ) est M» -équirépartie dans X . 

Comme corollaire du Théorème D on obtient, en 
n NI 

faisant J = { 1 t et- u = n : " U - presque toute suite 
n ——-—c s ————-

est |i - é qui r ép ar ti e , En fait ce dernier résultat pourrait 

fitre déduit du théorème ergodique individuel (car a est 

une application mélangeante et par conséquent ergodique), 

ou alors encore plus simplement de la loi forte des grands 

hombreSc 

Si X est compact alors (X ? M- ; est un espace-

mesure. 
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/ THEOREME D, - / Si (X, |i ) est un espace-mesure et si, en outre, 

X est compact, si (u ) est une suite croissante d'entiers* 
M n

 t

 u n , v alors,pour |i - presque tout x la suite n -» Q (x) 
NL , . , , V M est |i - equirepartie dans X 
o 3 1  

(ÏI semble que, mis à part le cas ou u = n , le 
n 

théorème D ne peut être déduit du théorème ergodique. ) 

1. 4. - ESPACES PRODUIT 
! 

Soit (X, (i) et (Y,v) deux espaces-mesures, consi

dérons l fespace mesure (X x Y , |i x v ) • L'espace 

Q = ( X x Y ) muni de la mesure T = ( Ux v) est 
M M 

naturellement identifie à l'espace produit X x Y mun:. 
J M M 

de la mesure produit U x v 
Il résulte du théorème D que, pour T - presque 

toute suite ( ( x , y ) ) de X^" x Y^", la suite 
n n 

n (x^, y^) est |i x v - équirépartie. Ce résultat est 

précisé par : 

/ THEOREME E. • / Soient (X, (Y,v) deux espaces-mesures et 

y = (y ) une suite y - équirépartie dans Y . 
n M ^ , v ^ V M 

Alors, pour U -presque tout x = (x ) 6 X , la suite 
n 

n ( x^, y ) est li x y - équirépartie dans X . 

Si Z est un espace localement compact et 

f : X x Y Z une application continue, la suite 

n f (x^, . y ) est alors équirépartie dans Z pour la 

mesure "image par f de |i x v M . Utilisons cette 

dernière remarque, nous obtenons par exemple : 

Si (y ) est une suite de réels équirépartie modulo 1 

au sens habituel : (la suite des images dans IR / Z est 

h- équirépartie , h étant la mesure de Haar ) , 
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alors la suite u

n y " n est équirépartie modulo 1 pour -presque 

toute suite (u^) d'entiers positifs, |j étant une mesure quelconque 

dans l'ensemble des entiers positifs. 

A une sous-suite (x , x ) d'une suite (x ) faisons corres-
0\n) n7 

pondre la fonction caractéristique de l'ensemble de ses indices 
({cr(n) : nÇ M}) . L'ensemble des sous-suites de (x ) est ainsi iden-

N n 

tifié à l'ensemble {0, 1} désigne la mesure définie danz {0, 1} 

pat U ({1})=<X. 

/THEOREME F./ - Soient (X, M ) un espace-mesure, (x n ) une suite u-égu^ 

répartie dans X et a un nombre réel (O^a^l). 
N 

Alors u -presque toute les sous-suites de la suite x 
a ^ 3 — n 

sont u - équiréparties dans X . 

1.5. - GENERALISATION 

Soit (X,|i) un espace-mesure. A = (a ) ^ # , dési-r n 7nÇ]N , kÇN 
gne une matrice infinie de nombres réels non négatifs. On dit qu'une 

suite x = (x ) de points de X est A-u-équirépartie si, pour toute 
n co k 

fonction ÎÇ.C> (X,C) la suite n->E a f(u- ) qui existe, converge 
c le— l n K, 

vers u(f) . 

Supposons que pour tout n la série iT, , a ̂  converge et - k= 1 n °-
00 K 

en outre que lim E, , a = 1 , alors les théorèmes A,B se géné-n-x» k=l n 9  

ralisent sans difficultés pour la A-jj-équirépartition. 

Si en outre il existe a positif tel que sup, , a^ = 0(n °) , 
k=l n 

alors les théorèmes C, D et E etF se généralisent pour la A-u-

équirépartition. 

§ 2. - Première connexion de Galois 

2. 1. - DEFINITIONS 

Soit X un espace topologique localement compact dénom
ma + 

brable à l'infini et S l'ensemble des topologies sur M^(X) . Consi
dérons la relation suivante entre une topologie x de et une 
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application f de (B = (B(X,<C) : "L'application U-» u(f ) est continue pour 

T n . Dans le cas où la relation est vraie nous écrivons Tif . 

Si B est une partie de posons 

B*= ftÇ £ : Vf €B , Tif 1 .' 

Si T est une partie de posons 

T* = {f €B : VTÇT , T i f } . 

(-Les deux application B -» B et T -»T sont abusivement notés de 

la même façon). Les images par ces applications sont dites "saturéei" 

(de B(X,C) ou de ^ ) . t.: 

Si on restreint ces applications aux saturés on a deux iso-

morphismes inverses de treillis, inversesl'un de l'autre. 

Si B est une partie de <B , alors B est un "intervalle 

initial fermé" , par exemple si B = Q = (3 (XJR) par définition 
*i c c 

B = Lv^L est l'ensemble des topologies plus fines que la topologie 

vague v . 

Si T est une partie de h > T est un sous-espace vecto

riel de (B fermé pour la topologie de la convergence uniforme. 

Nous dirons qu'une partie B de (B est suffisante si 

B = , ou si la topologie initiale dans correspondant à B est 

la topologie vague. 

2. 2. - DETERMINATION DE 5 

<V est la plus grande partie de (B telle que la topologie 

initiale correspondante est la topologie vague. 

/PROPOSITION A / - Soit X un espace localement compact dénombrable 

à l'infini,^ alors : ; , 

% »  

Démonstration. Si f ££> , d'après fSoubbakï [ l ] , Proposition 9, 

p. 6l] l'application |j-»u(f) est continue pour la topologie vague 

et par conséquent f ÇC^ . Alors dC* et 

e b c ^ . (i) 
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Prouvons maintenant qu'une fonction de £ est nécessaire -
c 

ment continue. Soit f une fonction non continue au point x Ç X . 
o 

Alors il existe c >0 tel que, dans tout voisinage de x il existe x 
o 

tel que |f(x)-f(x o )! > c . 

A chaque voisinage V associons la famille cp(V) des 

mesures de Dirac en chaque point x de V ou (f(x)-f(x ) | ^ c . 
o 

Alors cp(V) est une base de filtre dans , filtre qui converge vers 

la mesure de Dirac au point pour la topologie vague. L'image 

par l'application |j->|j(f) de cette base de filtre ne converge pas vers 
u„(f) • 

Il en résulte que f n'appartient pas à Ce ; on a donc 
(2- c î L . (2) c b 

Les inclusions (l) et (2) entraînent bien l'égalité des trois 
ensembles (3 , ^ , Ce . [T c b b U 

§3. - Seconde connexion de Galois 

3. 1. - DEFINITIONS 

Fixons une mesure u 6 Mt(X) et introduisons la nouvelle 
o 1 

relation entre une topologie T Ç ^ et une application f£(B : 

"l'application u -> |j(f) est continue au point pour la topologie T 

relation qu'on écrit T Lf . Pour une partie B c(B posons 

B° = { r€ <S : Vf€B , x L f } . 

Pour une partie T de ^ posons 

T° = { f € B : V x€ T , TL f } . 

Les remarques écrites dans le paragraphe 2, à propos de 

l'application * , peuvent être reprises sans grand changement pour 

l'application o . Nous nous intéressons aux parties B de (B , telles 

que B =CTV (les voisinages de (j pour la topologie initiale cor

respondante à B sont les mêmes que les voisinages de pour la 

topologie vague ). 
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3.2. - ETUDE DE &°° . DEMONSTRATION DE LA PREMIERE PARTIE 

DU THEOREME A 

/ P R O P O S I T I O N B / - <3°° = — - — c 

Démonstration. D'après Bourbaki [ [ l ] ? 5, 3, proposition 7 ] , si 

f 6 R , l'application |J -» U (f) est continue au point |i , si les ap

plication u ~> (j(g) sont continues au point \i pour tout g £(3^ ; où 

ce qui est équivalent, d'après la proposition A , si les applications 

U -» u(g) sont continues au point |i pour tout g . On a donc : 

R c <3°° . 
C 

On en déduit : c (J°° 0 0 = <3°° . D'autre part, de 
c e c 

on déduit & D (3̂  , ce qui achève la démonstration, q 

/ P R O P O S I T I O N C / - = R . 

Démonstration. Puisque ftf est inclus dans fô , R , 0 ° c R 0 0 =C-°° . ^ c 

Montrons^que R , 0 °Z) <3°° . 

c 

1) Soit h une fonction boulienne bornée , nulle en dehors d'un com

pact et qui vaut o , -presque partout, vérifions que h appartient 

à a Supposons |h{ bornée par c f 0 , et majorons h par 

une fonction h' de ft! qui est nulle -presque partout . 

•f 

Pour toute mesure u de M^ on a |u(h)[£|j(h l) . Par hypo

thèse si T est une topologie de , la fonction u -* u(h') tend vers 

0 quand (j tend vers (i pour la topologie T . 
Il en est de même des fonctions u ~» \x C^h) et |i -»u(h) . 

2) Montrons que si f Ç <3 , f Ç , Si f € <3C , l'ensemble des a 
»1 c 

tels que UQ(f ({a})) n'est pas nul et est au plus dénombrable, son 

complémentaire est dense dans R . On en déduit que pour tout e 

positif on peut trouver g , une combinaison linéaire finie, de fonctions 

de ft et une fonction h , nulle en dehors d'un compact et qui vaut o 

|dQ-presque partout, telles que : 
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|f-(g+h)| a! e . 

Puisque ft'°° est fermée pour la topologie de la convergence 

uniforme on en déduit que 

f € . 

3) Puisque d'après 2), C, c on a bien 

2 - ° ° c R - 0 0 0 0 = R - ° ° . g 

La première partie du théorème A est la conséquence du 

théorème C . La démonstration de la deuxième partie du théorème A 

est cepoussée au § 5. 3. 

3.3. - CAS DES GROUPES ABELIENS. DEMONSTRATION DU THEOREME B 

Le théorème B est conséquence de la proposition suivante 

(bien connu en théorie des probabilités quand le groupe X est le 
groupe additif des réels). 

/PROPOSITION D/ - Soient X un groupe abélien localement compact, T le 

groupe topologique de ses caractères continue êt (u )̂ une suite de 

mesures de M*(X) . 

Si la suite (u ) des transformées de Fourier -Siëltjès:> conver -n — — 

g e ponctuellement vers une fonction f et si f est continue à l'origine, 

alors la suite (jj^) converge dans M^ , pour la topologie vague, 

vers une mesure dont la transformée de Fourier -Sièltjèss est f . 

Démonstration, l) La sphère {jj : ||u||^l} est compacte pour la to

pologie vague v ; de la suite on peut donc extraire une sous-suite 

U / x qui converge, pour v , vers une mesure u qui est positive et 

de mesure au plus égale à 1 . 

2) Démontrons que jj est de norme 1 . Soit K un 

voisinage compact de 0 dans J et y la fonction caractéristique de 

k . La fonction x e s ^ intégrale pour la mesure de Haar h dans T ; 

définissons x : X -» G , par : 
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X(x) = J y(x) x(Y) d h(y) 

X appartient à C (X) . Pour une mesure de Borel régulière v telle 

que D v H < œ on a 

v(x) = J y ( x ) d v ( x ) = JJY(X) X(Y) dh Y dvx = Jy(Y)v(Y)dh(Y) .(D 

Puisque y appartient à la 

U ^ » l ( U T ( n ) ( x ) ) = u W  

et en utilisant (l) on en déduit : 

l i m

1_,cD I * M Û

T ( n ) ^ = J^ (Y) Û(Y) dh(Y) . 

Grâce au théorème de convergence dominée de Lebesgue, on obtient : 

J X(Y) £ (Y) dh Y = J G Y dY , 
k 

et, par conséquent 

l f( Y ) dh(Y) = J Û(Y) dh Y • (2) 
k k 

Les fonctions f et u sont continues au point 0 , on déduit 

d e ( 2 ) = û(0) = f(0) = 1 . 

La mesure u , mesure positive, est de norme 1 . 

3) Démontrons que f est la transformée de Fourier -Sticltjès de 

[i et que la suite (u ) converge vaguement vers u . Il résulte de 
n 

la proposition A que, pour tout y € T , u / N(Y) converge vers u(v) , 
T n̂j 

par conséquent, on a f = (j . Comme l'application est injective 

on en déduit que la suite |j ne possède qu'un point d'accumulation 

(j ; elle converge donc vers |i . g 
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§ 4. - Les espace-mesures 

4. 1. - EXISTENCE DE FAMILLES SUFFISANTES DENOMBRABLES. 

/ PROPOSITION D / - Si X est un localement compact et possède une base 

topologique dénombrable, alors il existe un sous-ensemble 3 de 

^ c

 = ^C(X>1R) qui est à la fois dénombrable, partout dense dans <3 

e * suffisant. (Ĉ  muni de la topologie de la convergence uniforme) 

Démonstration. L'ensemble des fonctions de X dans IR qui ont 

une limite à l'infini est séparable (voir Bourbaki [2] , §3, n°3). 

On en déduit, sans difficultés que (3 est séparable. Il existe 

donc une sous-famille î de & dénombrable et partout denses dans 
c 

e . 

c 

Montrons qu'une famille 3 partout dense dans est 

suffisante. 

Toute famille saturée de (B est fermée pour la topologie de 
** 

la convergence uniforme et par conséquent <5 qui contient 3 contient 

. D'où l'on déduit que 3 = S ^ & D'autre part, puisque 3 
est inclus dans <3 , 3 contient (3 „ On a donc 3f = (3 , ce qui est 

c c c 
une caractérisation des familles suffisantes, 

a 

4. 2. - LE POINT DE VUE ENSEMBLISTE. 

Soient u (u ) une suite de points d'un espace localement 
n 

compact X muni d'une mesure \i€ (X). Si M est une partie de X 

on note : 
n(M;n) =n(u ) ; M ;n) = card fiÇIN: 1̂  i^ n : u.6 M| 

n i 

= 2 Î=1 X(u n) 

( x désignant la fonction caractéristique de M). 
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On dira qu'une famille ¥ de parties de X est suffisante pour 

la mesure |i , si la famille des fonctions caractéristiques correspon

dantes est suffisante pour la mesure \d . 

/PROPOSITION E/ - Soient (X,u) un espace-mesure. Alors il existe une 

famille d'ouverts de X , qui est dénombrable, qui est une base topo- 

logique de X , et qui est suffisante pour la mesure |d . 

Démonstration. Rappelons que, d'après la proposition 1 , il existe 

une famille $ de fonctions de C- = (3 (a, K.) partout dense dans C 
c c r c 

et dénombrable. 

Pour chaque f Ç 3* considérons un ouvert précompact , qui 

contient le support de f et qui est fj-R-mesurable. 

D'autre part, considérons une partie dénombrable de R , 

D , qui soit dense dans R et telle que pour tout x ÇD , x / 0 , 
P P 

|j(f ({0}) = 0 . A f associons la famille dénombrable d'ouverts 
% = { e . n f ^ U a ^ Q : a,b €D , a£b } . i l p 

Considérons enfin ÏÏV l'union des familles , lorsque f 

parcourt 3* et montrons que TïV est une base topologique de X . 

Soit x un point de X et U un ouvert contenant x ; il existe une 

fonction continue h à support compact qui vaut 1 au point x et 0 

sur le complémentaire de U . Soit f Ç ^ telle que 
sup { |g(x) -h(x)j } ^ l / 4 . Soit a,b appartenant à D tels que xÇX p 

1 / 4 £ a < - < ~ < b et soit l'élément de M ' , f ( ]a, b [ ) ; c'est un 

ouvert contenant x et inclus dans U . 

Montrons maintenant que ïïl' est suffisante pour la mesure | j . 

Désignons par ÏÏ\ , la famille des fonctions caractéristiques des élé

ments de ïï[. Puisque TT̂ cR1 on a 

00 N , O O -OO , . 
m C R 1 =a . ( 1 ) 

D'autre part si M appartenant à , M - Ĝ fïf *(]a,b[) , 

M est inclus dans une suite d'éléments M €ÇL tels que V 
n f 

M n=) 0 f nf w l ([a,b]) -o 6 fnf T O l([a,b[) . 
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On en déduit que la fonction caractéristique de 

EF N f"1 ( o , B [ ) , 

appartient a fil 

Comme Tt[°° est une algèbre fermée pour la topologie de la 

convergence uniforme, il est clair que 3 est inclus dans ïï^° . On 

en d éduit 
oo - oo _ oooo w o o , % 

3 = G, c ïïl = M . (2) 

Le fait que ïïl1 est une famille suffisant pour la mesure |U, est 

une conséquence de (l) et (2) . q 

§ 5. - Existence, propriétés des suites \l-équiréparties 
Image d'une suite |j-équirépartie 

5. 1. - DEMONSTRATION DU THEOREME C 

IMAGE D'UNE SUITE u -EQUIREPARTIE 

Il est clair, puisque est à base dénombrable, qu'il suf

fit de démontrer pour f Ç. (B(X^,R) que pour |a"^-presque tout x : 
^ o 

l i m n S r = l f ( P J ( f f Í ( X ) ) ) = ^ ( f ) • 
n-»œ j 

Nous pouvons supposer que [± (f) = 0 . Posons 
a = a (x) = (P ( a

U i (x))) et v = v (x) = . f(a ) . 
i l J n n n 1= 1 1 

l) Notre première étape va consister à majorer la mesure 
N 2 / \ , v 

U de l'application x -» v (x) . Il est clair que u4v ) = 0 ; il est o n n 
clair d'autre part que si J p-q) ^ Max {x -x : n , n € J } = r les 

N J 
deux applications a et a de X dans X sont indépendantes. 

P °1 j 
(Pour deux parties mesurables A^ et A^ de X on a alors 
Lî (a *(A )0a *(A )) = u^(a *(A )) u^(a *(A ))) et, par conséquent, 

P P q q p p 4 q 
MJ(a . a ) = U J(a ) U J(a ) = 0 . 

p q p q 

On déduit de là, en posant m = Max f |f(y)| : yÇX^} : 
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UN( S f ( a ) f ( a ) ) S m 2 S 1 £ 2m 2 n . 
P q 

l̂ pSn r H Up£n 
l^qSn l^q^n 

|p-qN r 

M, 2 , 
On en déduit : |j (v 2m / n . 

n-

2) Utilisant l'inégalité de Bienaymé Tchebychef, nous obtenons 

une majoration de la mesure de l'ensemble : 

A (e) = {x Ç X N : |v (x)| S e } : 
2 

U

N ( A ) £ - 2 ^ - l / n = 0 (1/n) ( n — ) . 
n c* 

e 

3) On en déduit que la sous-suite n-» v (x) converge vers 0 
n z 

pour presque tout x . En effet, l'ensemble 

lim sup (A (e)) = {x : lim sup |v 9 ( x ) | >el = 
n->œ n n = Cp n ^ 

= H IJ A 2(e) 
sÇ]N*<s n 

a pour mesure 0 quel que soit e >0 . 

4) Prouvons enfin que si v ? converge vers 0 , la suite -v 

converge vers 0 . Soit, pour n € IN , l'entier r défini par : 
2 2 

r £ n < (r+1 ) , alors 

n 2 A r 2 n 
v = - S a. = — -( S a.) + - 2 a. (l) n n 0 , î n 2 . î n ? i 1=1 r i=l r 

n 2 2 1 n 

| S a,| ^m((r+l) -r ) , et, par conséquent, — S a. tend vers 0 
r 9 r r 

quand n tend vers +» ; —— tend vers 1 quand n tend vers +» . 

On déduit de (l) que si v ? tend vers 0 quand r tend vers +<»'., 
n 

v tend vers 0 quand n tend vers. +» . Q 
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5 - 2 - " DEMONSTRATION DU THEOREME D 

Soit (X,M) un espace mesure, X compact. Nous devons 
N N prouver que pour yx -presque tout point x £X , et pour toute partie 

S de X^ qui est p^-R-integrable 

lim n(v ; S , n ) /n = U

M ( S ) , (l) 
ïl ~* co O 

la suite v étant définie par v = crnfx) . 
n 

Posons J = { l , 2, . . . , p} . Il résulte du théorème 3. A que? 
P W . ^ V N , . „ , u n, x x pour tout p et pour |a -presque tout xÇ X la suite n-*P T (a (x)) 

J ° J p 
est \A ^-équirépartie, dans X ^ . Montrons que cette dernière as-

u ̂  jĵ -
sertion est équivalent à 11 tr (x) |j -équirépartie dans X M . 

N 
Soit, en effet, v une suite de points de X telle que pour 1 1 J d J P tout p , PT (v ) est u p-équirépartie dans X p ; montrons tout 

P n N 
d'abord que si K est un compact de X oh a : 

lim sup { n (v ;K,n) /n ] £ uN(K) . (2) 
n-x» 

Posons F. = P ~̂  (P_ (K)) ; K étant fermé, il est l'intersection de k J k J k 

TP 
" k ' 
Pour e positif, on peut donc choisir k de telle sorte que 

u V k ) * u N ( k ) + e / 2 . 

Par ailleurs P T (K) est fermé et puisque X est normal il ex;, s ta 
k J k 

un ensemble 1.« , |U -R - integrable, qui Je contient et tel que 

M K (L) < u k f P T (K) ) + c/2 . 
J k 

-1 ĵ j 
Si M = P T (N) , il est clair que M contient K , que u" (M)^u(I2) lg 

J k 
et que 

lim { n (v ; M ;n)/n] = u N (M) . 

La relation (2) s'en déduit. 

Pour obtenir (l) pour une partie -integrable quelconque;, 

il suffit d'utiliser la relation (2) , d'une part pour l'adhérence de F , 

d'autre part pour le complémentaire de l'intérieur de F . 

D 
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5.3. - SUITES ADJACENTES - FIN DE LA DEMONSTRATION DU  

THEOREME A 

Soit X un espace métrique (distance notée d ) . On dit 

que deux suites u = (u ) , v = (v ) sont adjacentes si d(u , v ) tend 
n n ——* n n 

vers la limite 0 quand n tend vers l'infini. Dans un tel espace une 

fonction continue à support compact est uniformément continue. Et 

par conséquent : 

/ PROPOSITION F / - Soient (X , u) un espace-mesure. Si deux suites 

sont adjacentes pour une distance d dont la topologie est équivalente 

à celle de X , si lfune est |j-équirépartie il en est de même de  

l'autre. 

La seconde partie du théorème A est une conséquence du 

résultat: *Si X possède une base dénombrable, <3°° = R = R ° ° , consé

quence de la proposition B et de la proposition suivante. 

/ PROPOSITION G / - Si X , u est un espace-mesure, alors 

C (= R . 
c 

Démonstration. Montrons que si f Ç(B(X,R) n'est pas |a-R-inté-

grable, alors f n'appartient pas à ^ c ° ° . 

Si f n'est pas -integrable,* il existe un nombre positif a et 

une partie borelienne M de X de mesure positive, tels que pour 

tout m € M 
lim sup f (x) - lim inf f (x) > a . 

x -» m x -> in 

Soit u = (u^) une suite de point de X qui est |i -équirépartie et telle 

que, si x désigne la fonction caractéristique de M 

1 n 

l i m n i l l X ( u i } = ^ ( X ) = W o ( M ) ( 1 ) 

(c'est dire que la "densité" des points de la suite qui appartiennent à 

M é^le |i M ) . Une telle suite existe ; pour s'en rendre compte, 

il suffit de reprendre la démonstration du théorème 3. A en "ajoutant" 

à la famille "suffisante" pour \x , dénombrable, la fonction \ . 
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Un espace localement compact à hase dénombrable est métri-

sable. Soit d une métrique dont la topologie est équivalente à celle 

de x . A partir de la suite u , construisons deux suites u' et u" 

définies ainsi : 

Si u é M on prend u' = u n = u 
n n n n 

Si u Ç M on prend u1 et u , ! vérifiant : n n n 

d(u , u1 ) * l/n , d(u , u" ) £ l/n 
n n7 n n 1 

f(u' ) - f(u" ) * a . n n 

Il est clair que les suites u ! et u n sont équirépartie. D'autre 

part, on a n n 
1 s f ( u v ) - 1 s f ( u » . ) > ^ s x M ; 
n . , i n i n . , A 1 

1=1 1=1 

les deux suites n n 
n->~ S f(u\) et n-*- 2 f(u".) 

n i=l 1 n i=l 
ne peuvent tendre toutes les deux vers |i (f) puisque 

n 
lim ~ S xK-) = au (M) . 

n i = l 1 ° Q 

5.4. - IMAGE D'UNE SUITE EQUIREPARTIE 

Soient X, Y deux espaces localement compacts et f : X -» Y 

une application borélienne. Si |i est une mesure sur X son image 

par f est une mesure notée fu (f(i(A) = |i(f ^(A))) . 

Nous obtiendrons 

/ PROPOSITION H / - Soient (X,u) un "espace-mesure" , Y un espace 

topologique localement compact et f : X -» Y une application borélien

ne. Alors les assertions suivantes sont équivalentes. 

(a) Pour toute fonction g 6 (^^(Y, C) , go f est |j-&-intégralbe 

(b) Pour toute fonction g , f u - R-intégralbe, g 0 f est |j-R-intégrable 

(c) Pour toute fonction g caractéristique d'une partie de Y , 

f U-R-intégrable, go f est UL-R -integrable ; 
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(d) Pour toute suite u = (u^) de points de X qui est |j-équir épartie 

son image fu = ( f ( u

n ) ) e s t fU-équirépartie. 

Démonstration. Les implications schématisées par : 

(h) =. (a) 

(c) => (d) sont évidentes. 

Prouvons, pour achever la démonstration : 

non (b) => non (d) . 

Soit g et f y, -R-intégrable telle que g of n'est pas la-Si-in

tegrable. JMais d'après la proposition G , il existe une suite de points 

de X , u qui est |a-équirépartie et telle qu ' on n'a pas 

lim S g(f(u.)) = n (g . f ) = f u(g) , 

La suite f u n'est pas f|j-équirépartie. j-j 

5. 5. - SUITES UNIFORMEMENT EQUIREPARTIE 

Soient (X,u) un espace mesure et u = (u^) une suite de 

points de X . 

Nous dirons que la suite u est uniformément u-équirépartie9 

si, pour toute partie M , -integrable, la suite n -»[î(M;N, N+n)/n 

converge vers u(M) , uniformément par rapport à N . 

Existe-t-il toujours des suites uniformément réparties dans 

un espace mesure (X,u) ? Si X est un groupe, abélien compact 

monothétique , et u la mesure de Haar dans X la réponse est oui. 

Il est clair aussi que si (X,|a) et (Y,v ) sont des espaces 

si f : X -* Y conserve la mesurabilité et est telle que pour toute 

partie mesurable A de Y, u(f ^(A)) = v(A) ; s'il existe une suite de 

points de X uniformément |t-équirépartie, son image par f est 

une suite de points de Y uniformément-v-équirépartie. 

Si |i est mesure de Dirac & , la suite u = a est uniformément 
• x N 

y-équirépartie, c'est dire eue \i -presque toutes les suites sont uni
formément équirépartie s. Cependant 
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/ PROPOSITION I / - Si (X,u) est un "espace mesure" et si u n'est pas 
n ^ . N U une mesure de Dirac, alors pour |j -presque tout x = (x ) Ç X 

n 
la suite (x^) n'est pas uniformément u-équirépartie. 

Démonstration. Nous mettrons en évidence l'existence d'une partie 

D de X qui ne contient aucune suite uniformément (i -équirépartie 
N 

et dont la mesure |j est 1 . 

Soit A un ensemble u -R-integrable tel que 0<|a(A)< 1. 

Il résulte de la démonstration du théorème C que, pour tout n Ç N , 
N . . -, . . . . pour |i -presque tout x = x ,x , . . . , la propriété • 

1 Cà 
P(k,n) : x. , i A , x Ç A , . . . , x, , €A a la fréquence égale à 

nQ *+l k+2 k+n ^ ° 

(ia(A)) . On en déduit que l'ensemble D de x € X tels que 

pour tout n il existe k de telle sorte qu'on ait la propriété P(k, n) 

est un ensemble de mesure 1 . 

D ne contient aucune suite uniformément |j.-équirépartie car 

pour une telle suite il existe pour lequel la propriété P(k, n^) 

n'a jamais lieu. G 

5. 6. - CONDITIONS MINIMALES D'EQUIREPARTITION 

On peut, dans certains cas déterminer des familles B de 

fonctions fournissant un système de conditions nécessaires et suf

fisantes pour l'équirépartition d'une suite, familles qui sont 

minimales. 

/ PROPOSITION E / - Soient X un groupe abélien compact, T le groupe 

de ses caractères continus et T 1 un sous-ensemble de T tel que 

- Le caractère trivial n'appartient pas à y1 

- Si y e s t u n caractère non trivial et y son caractère conju

gué, un et un seul des deux caractères y , y appartient à T' . 

Alors T1 est une partie suffisante pour la mesure de Haar h , 

qui est minimale. 
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Démonstration. Il est clair que T 1 est une partie suffisante pour la 

mesure h puisque T est une partie suffisante pour la mesure h . 

Considérons Y Q € F F et T ' = T ! \ Y Q • n'est pas une partie suf

fisante fie B(X,C) ; en effet, nous allons vérifier qu'il existe une 

mesure |i , distincte de la mesure de Haar h telle que, pour tout 

Y € r , ? , U(Y) = M Y ) . Alors comme il existe une suite u,p-équiré-

partie, cette suite vérifie la condition lim ~ S Y ( u ) = h (Y) , pour 
JN n 

tout Y f T " > elle n'est pas cependant h-équirépartie. 
Considérons en effet la mesure v définie à l'aide de la fonc

tion réelle positive T (Y + Y ) ( Y est le conjugué de Y ) 
j 2 To o T o & o 

( dv = tt(Y ( X ) + Y ( X ) ) ^ M x ) ) alors on vérifie facilement que 2 o o 

p = h + v 

est telle que ^ = fî(y) = Q { y Ç r , f ) $ t a n d i s q u e 

Û(Y 0 ) = h(YQ) + 7 = J • 

O O L L Q 

§ 6. - Espaces produit 

6. 1. - FAMILLES SUFFISANTES DANS UN ESPACE PRODUIT 

/ PROPOSITION F / - Soient (X,p) , (Y,v) deux espaces-mesures et H 

[ resp. V] une famille d'ouverts de X , dénombrable et suffisante 

pour la mesure p [ resp. y ] , base topologique de X [resp. Y ] . 

Alors Tn.= { U x V : U € ^ ( , V C ^ } est une base topologique dénombrable 

j de Xx Y , suffisante pour la mesure px y .  

Démonstration. ïïl est une base dénombrable de X x Y , montrons 

qu'elle est suffisante pour la mesure p x y . Soit une suite u = (u ) 
n 

de points de X x Y telle que pour tout M = U x *V€ ïï\ : 

lim { I ï (M,n)/n} = pU. yV = px y (M) . (l) 
n -* oo 

Il est clair que la relation (l) reste vraie pour l'algèbre de Boole 

engendrée par la famille ïïl et en particulier, qu'elle est vraie 
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lorsqu'on remplace M par une union finie d'éléments de la famille ÏÏ[ . 

Soit Ô un ouvert de XxY . Ô est couvert par les éléments 

de la famille ÏÏ[ qui sont inclus dans Ô . Il s'en suit que pour tout 

e>0 il existe une union finie S d'éléments de ÏÏl tels que S>0 et 

- S) ^ e . On en déduit que : 

lim inf { n (6 ; n) / n} = u x V (&) . (2) 
n -»oo 

Si enfin A est une partie de XxY dont la frontière est de 

mesure nulle, on déduit, de la propriété précédente appliquée d'une 

part à l'intérieur de A et d'autre part à l'intérieur de son complé

mentaire : 

lim ( n(A ; n) / n) = | j x v (A) . 

La famille ïï[ est donc bien suffisante pour uxv . 

N 

6. 2. - DEMONSTRATION DU THEOREME E 

Utilisons *U [resp. If ] une famille dénombrable suffisante 

pour la mesure (i [resp. v ] . Pour qu'une suite u = (x , y ) soit r n n n 

|jx v équirépartie, il faut et il suffit que pour tout V Ç*lf la suite des 

indices (m) tels que 6 V ait la fréquence v(V) > et que, la 

sous suite i -» x soit LL-équirépartie dans X' . 
n i 

Or par hypothèse, la première condition est remplie. 
N , x V fixé, la seconde condition l'est pour u -presque tout x = (x ) de 

N n 

X d'après le théorème 3. A. 

Puisque la famille If est dénombrable, la fin de la preuve 

est immédiate. Q 
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6.3. - DEMONSTRATION DU THEOREME F 

Soit a un point arbitraire de X . Définissons 

l'application continue f de {0, 1} >< X dans X par 

f(0, x) = a f(l, x) = x . 

La fonction f est continue et l'image par f de la mesure v = k-l̂cM. 

est la mesure f(v) = (l-0t) & + OCU , où 6 désigne la mesure de Dirac 
a a 

au point a . 

Alors d'après le théorème E , (u )^-presque toutes les suites; 

(y ) de (0,1) sont telles que (y , x ) est v-équirépartie, et par 

conséquent la suite n~»f (y^ , x^) est f(v)-équirépartie 

D'autre part, pour u ^-presque toute suite (y^) , o 

a la "fréquence" 1-a . On déduit des deux derniers résultats, que 

pour |j -presque sous-suite de est |j-equirepartie dans X ; 

on vérifie, facilement, en effet, que si une suite est v-équirépartie 

et qu'elle contient une sous-suite de densité 1-a , ô équirépartie, 

la sous-suite constituée par les "termes restants" est |j-équir épartie. 

n 
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