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Une martingale non pure,
dont la filtration est brownienne

Samia BEGHDADI-SAKRANI

Abstract. Let (Bt)i»0 be the filtration of a Brownian motion (B;):>0 on
(2, B,P). An example is given of an extremal non-pure martingale which gen-
erates the filtration (B;):»0. We discuss an example, due to F. Knight, of a

non-extremal martingale with the same property. We also give some examples
of filtrations with Sp Mult< 2.

Résumé. Soit (B;)eso la filtration d’un mouvement brownien (Bi)i>o dans
(€2, B, P). Un exemple d’une martingale extrémale non-pure qui engendre la fil-
tration (Bg)ez0, est donné. On discute aussi un exemple de F. Knight, d’une

martingale non-extrémale avec la méme propriété. En plus, on donne des exem-
ples de filtrations avec Sp Mult< 2.

Keywords. Pure and/or extremal martingales; Ocone martingale; Brownian
filtration.

0. Introduction

Parmi la série de questions posées 3 la fin du Chap. V de [11] (ou aussi dans
(12] et [15)), figure la question suivante : Une filtration étant donnée sur un espace
probabilisé, comment reconnaitre si elle est engendrée par un mouvement brownien
ou non ? Cette question a surtout de I'intérét pour une filtration faiblement brown-
ienne, i.e. il existe un F—mouvement brownien qui a la propriété de représentation
prévisible (PRP) par rapport & F.

En toute généralité, il existe des filtrations faiblement browniennes, qui ne sont pas
browniennes, comme cela est montré dans [7], article qui a été suivi par d’autres
exemples de filtrations non-browniennes donnés dans [4], (8], [13].

Ces articles constituent des progrés importants qui soulévent bien sir de nouvelles
questions, notamment, comment établir “effectivement” le caractére non-brownien
d’une filtration faiblement brownienne ?

Dans tous les travaux cités ci-dessus, c’est la notion de non-confort (introduite par
Tsirel’son dans [13] et que nous ne discuterons pas dans ce papier) de ces filtrations
qui sert de critere pour montrer qu’elles sont non-browniennes.

On pourrait, de facon un peu naive, penser qu’une filtration engendrée par une
martingale extrémale non pure ou par une martingale non extrémale, ne peut étre



349

brownienne. En fait, nous montrons dans la section 3, que ceci n’est pas vrai. Le
caractére non-brownien d’une filtration faiblement brownienne est beaucoup plus
délicat.
Dans la section 2, on montre aussi que la filtration brownienne peut-étre engendrée
par une martingale non-extrémale. Dans la section 4, on discute la propriété suivante
dénotée par (%) dans [1] :
Notons par M une martingale continue et par F sa filtration naturelle. M satisfait
la propriété (x) si et seulement si pour tout T, F—temps d’arrét p.s. fini tel que
P(Mr=0)=0,

F&.=Fg. Va(Mr<0), (%)

ou Gy = sup{s < t, M, > 0}, t € [0, +oq.

Les auteurs de [1) ont montré que la propriété () est satisfaite par toute martin-
gale pure. On comprend ici que (x) est une propriété de filtration plutdt que de
martingale. On termine notre article par un complément au Théoréme 1 de [14].

1. Préliminaires

Dans ce travail, les espaces de probabilité sont toujours complets, les sous-tribus
considérées contiennent tous les négligeables et les filtrations sont continues & droite.
Le processus intégrale stochastique de H par rapport & X sera noté [HdX, la
filtration naturelle d’un processus X sera notée FX.

Une F—martingale locale continue X a la PRP par rapport 4 la filtration F si pour
toute 7 —martingale M, il existe un processus F—prévisible H tel que

M=Mo+/HdX.

X est dite F—extrémale si Fy est triviale et si X a la F—PRP. Si de plus FX =
F, M est dite extrémale (cette terminologie est justifiée par le fait que la loi d’une
martingale extrémale est un point extrémal dans 'ensemble convexe M de toutes les
mesures de probabilité sur W = C(R*, R), qui rendent le processus des coordonnées
une martingale locale).

Une martingale locale continue X telle que (X)_ = oo est dite pure si FX = F2
ou B est le mouvement brownien de Dubins-Schwarz (DDS) associé & X, ce qui
équivaut & dire que pour tout ¢, (X), est F2 —mesurable.

Toute martingale pure est extrémale mais I'inverse n'est pas vrai. Yor a donné dans
(15] un exemple d’une martingale extrémale non pure, sa filtration naturelle est en
fait brownienne, c’est ce qu’on démontre dans ce papier.

On rappelle tout d’abord la définition de I'immersion donnée dans [4].

DEeFINITION 1.1. Une filtration F est dite immergée dans une filtration G (définie
sur le méme espace de probabilité) si toute F—martingale est une G—martingale.

2. Exemple de martingale non-extrémale dont la filtra-
tion est brownienne

On a la caractérisation suivante des martingales extrémales par rapport 4 une
filtration brownienne :
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LEMME 2.1. Soit B un mouvement brownien, B sa filtration naturelle et M une
B—martingale. M est B—extrémale si et seulement si d (M) est équivalente 3 \ p.s.,
oll A est la mesure de Lebesgue sur Rt .

Preuve. Supposons que M soit B—extrémale mais que d (M) ne soit pas équivalent
a A p.s. Il existe un processus B—prévisible H tel que

M=Mo+/HdB et H2=ET(£\AQ.

La B—martingale / 1{#-0)dB ne peut étre représentée par M.

Si maintenant d (M) ~ ), il suffit de représenter B comme intégrale stochastique
par rapport & M.

OnaH#O;\@d]Pp.p.doncB:/%dM. ™

Dans [10], Lane a donné des réponses partielles 4 la question suivante [11] :

Si B est un mouvement brownien, f borélienne et M la martingale [ f(B)dB, sous
quelles conditions la filtration FM est-elle brownienne ?

Un exemple important est lorsque f > 0, p({f=0}) > 0 et {f=0} ne contenant
aucun intervalle (1 désigne la mesure de Lebesgue sur R). Ce cas a été étudié par
Knight dans [9] avec F = {f = 0} un sous ensemble de [0,1], construit par la
méthode de Cantor, en supprimant |3, 3[ puis | 3, 5[ et ] 33, Z [ et ainsi de suite.
On définit les ensembles (Fy,) au moyen de leurs complémentaires F< par :

Fi=1580 » F=FVUlgguls il

n—1

Frfl::F:l:—lUUAz’ n>2)
k=1

ou Ak =]ak, bk[ sont des intervalles disjoints de longueur .

Ly n-1
Fe=Fs= U A% avec £,=3Y 2F=2"-1.
n k=0

n2>1k=1

O on-1
Dot u(F¥) = lim w(FS) = 3% &t = &,

n=1

PRroOPOSITION 2.1. Soit B un mouvement brownien, B sa filtration et M la mar-
tingale définie par

[
M=C’/I{B<o}dB+C’lfl(B>1)dB+zz¢z/l‘4:(3)d3,
n2ln=k

ot les nombres (ck), n > 1, k € {1,...,lp}, ¢’ et ¢’ sont strictement positifs et tous
différents. La martingale M est non extrémale et on a FM = B.
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REMARQUE 2.1.

Afin de ne pas alourdir la démonstration de cette Proposition, on a rassemblé a la
fin de cet article (en appendice) quelques points non détaillés.

Preuve. Les processus B~ et (B — 1)* sont FM —adaptés (Point 1), il nous reste
a démontrer que B; 1{o<p,<1) est FM—adapté.

On considére les martingales M= [ 1,x (B)dB (remarquons que (M¥) sont aussi
FM —adaptées (Point 1)) et les temps d’arrét {(S¥)", (T,’f)'},_;l d’entrée et de sortie

k
successifs de B dans l'ensemble Af,. Ces temps d’arrét sont fg" —mesurables car
ce sont les instants ot ACY > 0 avec C¥ I'inverse de (M}).
Fixons n € N* et k € {1,...,£,} et notons pour tout r > 1

ST=(SHr , TT:=(T¥)" , Af=lab , N:= M} et a=ck,

(attention ! a, b, N et a dépendent de k et n). Montrons que la suite double
(Bsry Bre),5; est FM —mesurable. On a N; = 0 jusqu'a S! et Bg: = a.
Sit e[S, T, alors

t
Ng = dB, = Bt -a,
St

d’olt on connait Br: et pour tout r > 1 et ¢t € [S",T"] on a
Mt - MS- = a(Nt - Nsr) = a(Bt - Bsr). (1)

Alors
MTr - Msr = Cl(BTr - BSr).

Donc, si on connait M et Brr, on peut connaitre Bg- et vice-versa.
Si M+ — Msr > 0 alors Byr = b et Bgr = a.
Si Mrr — Mgr < 0 alors Brr = a et Bgr = b.
Il nous reste le cas ot Mrr — Ms- = 0 (et donc Byr = Bgr).
Remarquons que
Brr = Bgr+1. (2)

En effet, si B est au dessus de ]a, b aprés T™, alors Brr = b = Bgr+1, et si B est en
dessous de |a, b aprés T, alors Brr = a = Bgrs1.
Supposons qu’on connaisse M jusqu’a l'instant ¢, puisqu’on connait Bp:, alors de
(2), on peut connaitre Bgz et Brps et ainsi de suite, on peut connaitre la suite
(Brr, Bsr) pour TT,S" < t.
Pour finir la preuve, soit o < ¢, l'ensemble {B;, € F¢} est FM —mesurable (Point
2). Si By, € F*, alors il existe n et k tels que By, € A et donc, il existe 7 tel que
to €]S",T"[. On a

By, = By, — Bs- + Bsr,

et 1'égalité (1) nous donne

1
Bto = a(Mto - MS") + Bgr.
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Comme F* est dense dans [0, 1] (Point 3), on a :

B: Lo<B,<1} = lin'llstupB, l{B.ch} et FM =5,

Il reste & établir que M est non-extrémale. Ceci découle aisément du Lemme 2.1,
puisque u(F) > 0. ™

3. Exemples de martingales extrémales non pures dont
les filtrations sont browniennes

On va démontrer maintenant que la filtration de la martingale extrémale non pure
donnée dans [15], est brownienne.

THEOREME 8.1. La filtration brownienne peut étre engendrée par une martingale
extrémale non pure.

Preuve. Soit B un mouvement brownien et B sa filtration naturelle. On commence
par considérer I’équation stochastique sans terme de drift

1

2+1:z

dX;=p(X:)dB; , Xo=0 ou ¢(z)=

Remarquons que ¢ est & variation finie et 715 <le(z)| <1, VzeR

Le Théoréme 3.5 (iii), Chap. IX de [11] est applicable : on a donc FX = B.

La fonction ¢ est une bijection de R dans Rt, d’ott FX) = FX,

On définit la martingale

t
M=, o = [ sevdr,
V]

et v est le mouvement brownien de DDS associé & X.
Ona: FM = FX =FM =B,

Il nous reste & montrer que M est extrémale non pure. Comme ¢ est strictement
positive, dA est équivalente & la mesure de Lebesgue, mais 7™ est une filtration
brownienne, en conséquence, a I’aide du Lemme 2.1, on déduit que M est extrémale.
M est non pure car ‘

fjo;tf;:fg'
[ ]

Voici un autre exemple d’une martingale extrémale non pure qui engendre une
filtration brownienne :
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THEOREME 3.2. Soit B un mouvement btrownien. Il existe un processus prévi-
sible H strictement positif tel que Ny = fo H(B,,u < s)dB, soit une martingale
extrémale non pure.

Preuve. Notons (T:) un changement de temps strictement croissant et absolu-
ment continu tel que (Br,) engendre une filtration non brownienne (en vertu du
Théoréme 4.1 de [8]). On a M; := Br, = fot f(My,u < 8)dvy, (voir Proposition 3.8,
Chap. V de [11]), pour 4 un mouvement brownien et f un processus prévisible
qui peut-étre choisi strictement positif. Comme M est pure (donc FY=FF),
B;= f(f 9(By,u < 8)dyc,, o g est un processus FZ—prévisible et C I'inverse de
T, donc N; := v¢, = f(; H,dB,, avec H = %. Comme la filtration de M est non

brownienne, on a FM # F7 et la martingale yc n’est pas pure. Mais FV = FB,
donc M est une martingale extrémale. =

REMARQUE 3.1.

Le Théoréme ci-dessus, répond affirmativement a la question suivante posée a la fin
du Chap. V de [11] : Eziste-t-il un processus prévisible H strictement positif tel que
la martingale N, = fot H,dB, soit non pure ?

4. Une classe de martingales qui satisfont la propriété (x)

Dans [1), les auteurs ont discuté une propriété () vérifiée par toutes les martin-
gales pures, en donnant des exemples de martingales extrémales non pures et de
martingales non extrémales qui néanmoins satisfont la propriété (x). Les résultats
de Tsirel’son [13] (de [3] aussi) permettent de mieux comprendre quand, et pourquoi,
cette propriété est satisfaite. On rappelle la propriété (x) :

Soit M une martingale continue et F = FM. Pour tout T, F—temps d’arrét p.s.
fini tel que P(Mp=0)=0,

Fér =Fap. Vo(Mr <0), (%)

ot Gy = sup{s < t, M, =0}, t € [0, 00].

L’exemple donné dans (1] d’une martingale extrémale non pure qui satisfait la pro-
priété (x) est en fait I’exemple de Yor [15]. On a démontré ci-dessus que sa filtration
est brownienne et donc, il est évident que cette martingale vérifie (x) grace a la
propriété de Barlow démontrée dans [3]. De la méme fagon, notre martingale non
extrémale de la Proposition 2.1, satisfait (*).

De facon générale, on peut énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1. Soit F une filtration telle que toutes les F—martingales soient
continues et Sp Mult[F] < 2 (voir la définition ci-dessous), alors toutes les martin-
gales qui engendrent F satisfont la propriété (x).

Avant de prouver cette proposition, on rappelle la définition suivante qui figure dans

(3] :
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DEFINITION 4.1. Soit (2, A, P) un espace de probabilité et T une sous-tribu de A.
Appelons Q I’ensemble de toutes les partitions finies et mesurables de (2, A), pour
Q € Q, |Q)| est le cardinal de Q.
La multiplicité conditionnelle de A par rapport 3 T est la variable aléatoire 4 valeurs
dans N* U {+o00} :
Mult [A|T] = esssup |Q[1s, (Q)
QeQ

ou

Sp(Q) = {VA € Q, P(A|T) > 0}.
La multiplicité de scindage d’une filtration F est le plus petit entier n tel que :
Mult [Fy+|FL] < n, pour tout temps honnéte L pour F. On la note Sp Mult [F]-

Preuve de la proposition 4.1. Grace a la Proposition 2.1 de [1] (die & [2] p.
269), il suffit de démontrer (x) pour T =t.
Soit A = {M¢ > 0}, on a E[Mtlfct] =0p.s., car Mg, = 0 p.s. (c’est le Théoréme
XX-35 de [6]), d’ou

E[Mt lAIFG‘] = —E[Mg 1A0|-7:G¢] p.Ss. (3)
On définit les ensembles C; = {P(4|Fg,) =0} et Cp = {P(A°|Fg,) = 0}, qui sont
dans Fg,. On a

P(ANC)) =0 et P(A°NC,) =0
et pour tout n € N :
E[1c, M Ljocm,<n}|Fc,] < nP(ANCy|Fg,) =0,
d’ott
ICIE[Mg 1A|-7'-G.] =0
et de (3), on a
16,E[M, 14|Fg,] = 0.
Alors, E[Mt nCﬂ'\A”] =0et C, C {M¢ = 0}.
De la méme fagon, on a C; C {M,; = 0}.
En appliquant I'hypothése {M; = 0} est P—négligeable, on aura P(C; U C;) = 0.
Donc
fg‘ = Fg, VO’(Mt > 0),

d’apres la Proposition 3 de [3] (voir aussi Lemme 4.3, Chap. I de [5]). u
Voici un exemple d’une filtration de Sp Mult< 2.

DEFINITION 4.2. Une filtration engendrée par une martingale pure est dite pure.

PROPOSITION 4.2. Soient Fune filtration et C = (C;) un changement de temps
pour F. Notons ¥ := (¥¢,). On a:

(a) Sp Mult(F) < Sp Mult(.’;'). Si de plus C est strictement croissant, on a :
Sp Mult(F) = Sp Mult(¥).

En particulier, si F est pure (non triviale), alors Sp Mult(F) = 2.

(b) Soient F la filtration naturelle d’'une martingale continue M et C Pinverse de
(M).

Si F est brownienne, alors M est extrémale et F est pure.
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Preuve.

(a) Supposons que Sp Mult(F) = n € N*. Soit M une F—martingale araignée
de multiplicité n + 1, bornée et issue de l'origine. Alors Mc = E[M|F] est une
F —martingale araignée de multiplicité n + 1 et est issue de I'origine, la Proposition
13 de [3] nous donne M, = 0 p.s. et Sp Mult(F) < n

Si C est strictement croissant et si 7 est son inverse, alors d’aprés le Lemme 5.9 de
[12),ona:

Fo=Fc,=F

Si F est pure, il existe un changement de temps que I’on note aussi C, tel que F¢
soit brownienne, alors Sp Mult(F) = 2 et Sp Mult(¥) < 2.

(b) Soient W un mouvement brownien qui engendre F et X la martingale W)
(par construction, X est pure).

Montrons que M est extrémale : soit B le mouvement brownien de DDS de M, B
est un F—mouvement brownien qui a la F—-PRP (car F est brownienne), comme
Fc, est triviale, Fo l'est aussi, et M est extrémale.

Remarquons maintenant que

FEX=F¥ = Foo = Foo. (4)

et
t
Mz=/ &y, dXs,
0

avec & = Q‘—;—:ﬂi. Dol X est F—extrémale (et comme elle est extrémale), la
Proposition 7.1 de [12], nous donne que F* est immergée dans F. On a donc
F = FX en utilisant (4). =

La question suivante se pose maintenant naturellement :
Est-ce que la réciproque de la Proposition 2.2 est vraie ¢ i.e. si toutes les martingales
qui engendrent une filtration F satisfont la propriété (x), a-t-on : Sp Mult(F)=2 ?

Pour ’instant, nous n’avons pas de réponse générale a cette question. Remarquons,
en tout cas, que I'exemple suivant donné dans [1] section 6, n’apporte pas de réponse
négative : soit

t X,dY, - Y,dX,

M= | = —etfe
Tl (X2+Y2R

ol (X, + iY;) est un mouvement brownien plan issu de z € C* et a €] — 00, 3].
Soient F la filtration de M, C l'inverse de (M) et F = (¥¢,) 0"

F est brownienne, donc F est pure et d’aprés la Proposition 4.1, M satisfait la
propriété ().

On termine notre article par un complément au Théoréme 1 de [14].
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THEOREME 4.1. Soit M une martingale locale d’Ocone de filtration naturelle (M,)
et ¢ un processus (M;)— prévisible tels que Df := exp ( fot PedM, — 3 ; p2d (M) ,)
soit une martingale.

SiQlr, = DY - P|x,, alors M :== M —/ @sd (M), satisfait
0
Lo(M) = Lp(M).
Preuve. Notons (comme dans [14]) (M) la filtration naturelle de (M), on a
Eq [F(JTI.,, u g t)] = Ep [F(M.,, ug t)D:’]
=Ep [Ep [F(M,, u <)Df|Nw]| .
Mais Pys = / P((M) € da) - W* (ou W* est la loi d'un processus gaussien ayant a
comme crochet). D’ot

Ep [F(M.,, u<t)DY H (M), , s>o)] =

/IP ({(M) € da) H(a,,s=>0)W* (F(Ciu, u<t) exp (/:w(w.,, uSs)dw,—% Ottpfda,))

: t
Ol Wy = Wy — / Y(wy, u < 8)da,.
)}
¢ t
Mais pour W2 : si P’ = exp / o(wy, u < 8)dw, — %/ wfda,) - W*e, alors la
0

0
propriété (ii) de [9] est satisfaite, c’est-A-dire
{@,P} = {w,W°}.

t t
we (F(GJ,,, u < t)exp (/(; Pydwy — %/(; <pfda,))

=P (F(@, u < 1) = W (F(wn, u<t)).

D’ou

On a donc
Ep [F(M,, u ODYH (M), 52 0)] = Ep [F(Ma, u < )H (M), , 5 > 0)]

et -
Eq [F(M,,, ug t)] =Ep [F(M., u<t).

Comme on I’a déja dit (dans le Paragraphe 1), la loi d’une martingale extrémale est
un point extrémal dans I’ensemble convexe M de toutes les mesures de probabilité
sur C(R*,R), qui rendent le processus des coordonnées, une martingale locale.

En fait une martingale locale d’Ocone est extrémale si et seulement si elle est gaussi-
enne (voir {14]), on a en plus le résultat suivant :
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THEOREME 4.2. Soit II la distribution d’un processus croissant, continu et nul en
0. Si X est une martingale locale d’Ocone telle que L((X)) =TI, alors L(X) est un
point extrémal dans I’ensemble convexe My := {P € M, Lp((X)) = IT}.
(Lp({X)) est la loi de (X) sous P).
Preuve. Notons Py := £(X), F la filtration naturelle de X et (N;):o celle de (X).
Soient P’ < Py, D; := £| et X, = X, —/tM

0, ¢ - dPo fa t — At o D, .
Si Lp/((X)) =11, alors Lp(X) = L(X). En effet (voir Théoréme 2 de [14])

t t
Di=1+ [ hodF, + / sdXo,
0 0

o F est une (M;)sy0—martingale locale et h et ¢ sont deux processus F —prévisibles.
La condition £p:((X)) = II est équivalente & E[D;|N;] = 1, Vt > 0. D’ou, Lp/(F) =

Lpy(F), c’est-a-dire que F est une P'—martingale locale et / —(—%D—>- =0, donc
0 s

t
/ hed(F), =0et D, = 1+/ psdX,.

Puisque D appartient & 1'espace stable engendré par X, si P’ € Mp, alors D =1
(en raisonnant de la méme fagon que dans le Théoréme 4.1) et P est extrémale dans
Mn. [ ]
5. Appendice

Point 1. Remarquons que

1
[15craB =5 [1mcoant

et
1
/l{3>1}dB= ’7[1{5>1}dM

D’ou, en appliquant le Lemme de Skorokhod (Lemme 2.1, Chap. VI de [11}) il suffit
de voir que les ensembles {B, < 0} et {B; > 1} sont F; M —mesurables pour tout ¢ :

{B,<o}={d<M)(t)_c} et {Bt>0}={d(M)(t) }

et de la méme fagon pour les martingales (MX), n > 1, k€ {1,...,¢.}.

Point 2. D’aprés le Point 1, la martingale / 1p:(B)dB=Y"3" MF est FM —adaptée,
nk
ainsi donc que son crochet.

Point 3. On va montrer seulement que 0 € F¢, plus précisément : inf F¢ = 0.
Soit £, = inf FS. On a

Tn-1 1 3
W=y o "2 % =g
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d’ou
_ 1
In =1~ Z ont1-k x 4k’
k=2
Mais n
1 1 1\n-1
Z2"‘x4’° - 2nx4(1‘(§) )
k=2
et donc ) )
Jim 7o = Jim g (1) =0
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