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1 Introduction

Soit (S~, A, P) un espace de probabilité filtré satisfaisant aux conditions ha-
bituelles. Dans l’article [1], est introduite et étudiée la notion suivante de processus
injectif : :

un processus Ç-prévisible, à variation bornée est appelé processus injectif (on
dit aussi qu’il possède la propriété d’injectivité) s’il satisfait la condition suivante :

si H est un processus prévisible tel que  oo = 0,

alors dAs = 0, pour tout t > 0.

On montre, dans le même article, que si AL est la projection duale prévisible du
processus où L est une fin d’ensemble G-prévisible, alors AL est un processus
injectif.
Toutefois, il existe d’autres processus injectifs que les processus AL ci-dessus, et une
caractérisation de la propriété d’injectivité de A est donnée dans [1], en terme du
support gauche et des sauts de A.

Finalement, toujours dans le même article [1], nous donnons les exemples explicites
suivants de processus injectifs : :

Théorème 1 Soit /~ une mesure de Radon sur R et la famille bicontinue
des temps locaux du mouvement brownien réel. Le processus 

V; = 

a la propriété d’injectivité si; et seulement si, le support de  est d’intérieur vide.
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Dans dans le paragraphe 2 du présent article, nous calculons explicitement, les pro-
cessus AL lorsque

L = g£ m sup (t  a [ Xt e F)
pour a e R+, F fermé de R et X mouvement brownien réel, ce qui nous fournit de
nombreux exemples de processus croissants injectifs. En particulier, pour tout ensem-
bie fini Fn = (xi, .., xn), le processus (£ 1jn t~0 est injectif, car équivalent,
en tant que mesure aléatoire sur R+ à AL où L = gFn03B1 (cela résulte aussi du théorème
1).
Pour calculer les pro jections duales prévisibles mentionnées ci-dessus, nous avons be-
soin d’une formule d’Itô-Tanaka qui ne semble pas se trouver dans la littérature; nous
l’établissons au paragraphe 3.

2 .Derniers temps de passage du brownien [linéaire]-
espace temps et propriété d’injectivité

Proposition 2 Soit a > 0, F un sous-ensemble fermé de R et g£ le dernier temps
de passage du mouvement brownien X dans F avant l’instant a :

g£ = sup (t  a [ Xt e F) . .

1) Soit p une variable exponentielle, de paramètre p, indépendante de G~. On note ÇP
la plus petite filtration contenant Ç pour laquelle p est un temps d’arrêt. La projection
duale G03C1-prévisible de 1{gFp>0} 1[sF03C1,~ [ est

1 J5 £ tanh ( J5q ) (Làp + Làp) + p / 1F (Xs> ds .
]h,k[ composante °

connexe de Fc

2) La projection duale prévisible de est

AgF03B1t = 1{X03B1~F}1{03B1~t} +1 2 03A3 t~03B10 1 203C0(03B1-s)03B8(k-h 03B1-s)(dLhs + dLks)
]h,k[ composante 0

connexe de P

où

03B8(x) = 3x x 03A3k~Z exp (- (2k+1)203C02 2x2) = 03A3k~Z(-1)kexp(-k2z2 2)

(on pose à (0) = 0 et à (oo) = 1 ).
Démonstmtion. 1 ) Soit pour -oo  u  v  ~, J (u, v, .) la solution de l’équation
différentielle:

)p" - pp = 0, avec condition frontière: p (u) = p (v) = 1 ;
une expression explicite de J est :

j (~ q~ ~) _ ~~à ~~ ~)~ ~ ~ ,~ ~ x - 

~ 
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on notera aussi

J (-oo, v, x) 
- 

J (u, oo, x) = exp (2p (u - x)) (u E 

Soit enfin, pour x E R,

~F (~c) = inf (x/ > ~ ! 2/ ~ F), 7F (~) = sup (~/  ~ ~ e F). .

Z -~ j (x) = IF (x) + 1 FC (x) J (’1 F (~) ~ ~ SF (x) , ~)

est continue sur R ; { j =1 } = F. j vérine sur Fc l’équation différentielle 1 2j" - pj = 0.
Pour ]u, v[ composante connexe de F~, j a une dérivée à gauche en v [resp. à droite
en u] donnée par

j’ (v-) _ - j’ (-00  ~c  v  oo)

j’ (-00) = 0, -j’ (v-) = U5 (-00 == 16  v  00)

j’ (v-) _ ~’ (u+) (oo-) = 0 (-oo  u  v = oo)

on en déduit que j est dérivable à droite et à gauche en tout point de R (en un point
c E F, non isolé à droite [resp. à gauche] dans F, j’ (c+) = 0 (resp. j’ (c-) = 0) et
que pour x  y

j’ (y+) - j’ (x+) = 2p yx(j1Fc (s) ds
J a:

- L VIP tanh + ;

composante
connexe de F~

ainsi,

. 

j (x) _ ~ / (y)

où tanh (ah2 ~) ~~ 

)h,k[ composante
connexe de F~

est la mesure d’équilibre du fermé F pour le mouvement brownien tué à temps
exponentiel [indépendant] de paramètre p (À est la mesure de Lebesgue sur R ;
tanh (oo) = 1).

(1{Pt} - pinf (t, p)) est une Gp-martingale et X est un Gp-mouvement brownien. Par
suite, pour U QP-temps d’arrêt,

1~~U9n~ = p [~  p, Xu e F~]

;

j 

étant une Gp-martingale de variable terminale 

~[U’P, UP~~ .



319

La projection G03C1-optionnelle de 1[0,gF03C1] est donc

Z~ = (X,) = ~ 1~,~ .

D’après la formule d’Itô- Tanaka, sa partie martingale est

- + P / 0 j(Xs)ds + / 0 j’(Xs) dXs,

sa partie à variation finie G03C1-prévisible est

1 2 (2p 03A3 tanh (2pk - h 2)(Lht^03C1 + Lkt~03C1)) + p t~03C10 1F (Xs) ds.~ ~,A:[ composante ~ ~ F ~ 0
B connexe de F~ /

8) II est bien connu que pour z ~ ?

tanh ? = 03A3n~Z z z2+(2n+1)203C02 4,

ce qui permet d’écrire pour 7- > 0,

2p tanh ( 2p2) = p  03A3n~Z 2 p+(2n+1)203C02 2r2

= 2p  

~0 03A3n~Zexp(-(2n+1)203C0203B1 22)d03B1

=2p~0 e-p03B11 203C003B103B8(r 03B1)d03B1
cette formule est vraie aussi pour T = oo) .

Pour J~ processus prévisible, positif, borné, on a d’une part

~0 e-psE[Ks; Xs ~ F] ds = E[03C10Ks1F(Xs)ds]
et, d’autre part, pour tout T ~ R*+ et h ~ R,

= E[~0(p~se-p03B11 203C0(03B1-s)03B8 (03B1-s) d03B1)KsdLhs]
= E[~0e-psKsdLhs](p~0e-p03B11 203C003B103B8(r 03B1) d03B1)

= 1 22p tanh (2pr 2) E[03C10KsdLhs]

Par sommation, on obtient :

lE [KgF03C1] = P /°° lE = p /’°° f /’ 
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ce qui permet d’obtenir 2), par inversion de transformation de Laplace.

3) Nous donnons également une démonstration directe de 2 ), utilisant une formule
d’Itô-Tanaka adéquate.

Notons, pour t > 0 et -oo  a  0  b  oo, ~ (a, b, t) la probabilité que X quitte
l’intervalle ]a, b[ avant l’instant t ; soit enfin, pour (t, x) E R+ x R,

W F (x, t) (x) ~ (x) - x, 6F (x) - x~ t) + 1F (x) .

Soit U un temps d’arrêt ; vu la régularité des points pour le mouvement brownien
réel,

P[U  gF03B1] = P[U  03B1, XU ~ F] + P [U  gF03B1, XU ~ Fc]
X~ ~ F~]

où U’ = inf {t > U 1 Xt E F} ; par application de la propriété de Markov au temps
U, .

;

En conséquence, la projection optionnelle Zgâ de 1[o,g[[ est

Zfi = =F (Xt~a - t) = (a - 

Remarquons que :

ZgF03B1t- = (Xt , a - t) et

= a} = {X. E F} , , = l} = {X03B1 ~ F}.
La partie purement discontinue de A9â est donc bien 

4) Pour identifier la partie continue de nous nous appuierons sur le

Lemme 3 Pour -oo  a  0  b  oo,

1- ~ (a, b, t) _ ~ Xs >- a, X$  b] .

Par suite, si -oo  a  0  b  oo, 
’

03A6(-~,b,t)=bt0e-b2 203C11 203C003C13 d03C1

1 - 03A6(a,b,t)=1 203C0t03A3k~Zba(e-(03BE+2k(b-a))2 2t - e-(03BE-2b+2b(b-a))2 2t)d03BE.
Ces formules se trouvent dans la plupart des traités classiques sur le mouvement
brownien (voir, par exemple, [2]-X. 5 ou [3]) et s’obtiennent par intégration sur ]a, b[
de l’égalité

P [Bt E dx; infs~t Bs > a, b]
= 1 203C0t 03A3k~Z (e-(x+2k(b-a))2 2t - e-(x-2b+2k(b-a))2 2t) dx (a  x  6).
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(~, t) E F~ x ]?",_ --~ (x, t) est de classe C2 ; si ~a, b~ est une composante connexe
de Fc, on a, pour (x, t) E ]a, b[ x R*+:

2 03C0te- (b-x)2 2t si-~=ab~

2 03C0te-(x-a)2 2t si-~a b=~

~03A8F ~x
(x,t) = (e- (a-x+2kb-a)2 2t - e-(b-x+2k(b-a))2 2t )

j
kEZ B -e 2t + e 2t /

si 2014oo  û  6  oo

en outre,

1 2 ~203A8F ~x2 - ~03A8F ~t = 0 sur Fc  R*+.

Si a E F est isolé à gauche dans F, 1 2 ~03A8F ~x (a+, t) existe et

a+ t - 
1 (b-a t) ;

de même, si b E F est isolé à droite dans F, 1 2 ~03A8F ~x (b-, t) existe et

1 2~03A8F ~x(b-, t) = 
-1 203C0t 03B8(b - a t) .

Comme 03B8 (x) ~ 0, si c E F n’est pas isolé à droite [resp. à gauche] dans F,
~03A8F ~x (c+, t)[ resp. ~03A8F ~x c- t existe et est nulle.

La généralisation de la formule d’Itô-Tanaka donnée au paragraphe suivant permet
d’écrire la décomposition canonique de la semimartingale

.

sous la forme :

03A8F(Xt~03B1,03B1 - t) = 03A8F(0,03B1)+t0~03A8F ~x(Xs,s)dXs

counexe de F°

ce qui donne 2 ) 0
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3 Formule d’Itô-Tanaka pour le brownien [linéaire]-
espace temps.

N’ayant pas trouvé dans la littérature de formule d’Itô-Tanaka à notre convenance
pour le couple ~) où X est un mouvement brownien réel issu de 0, nous établissons

Proposition 4
Soit H : R x R+ ~ R, continue vérifiant les quatre propriétés suivantes :

i) pour presque tout x ~ ~ H (x, t) est absolument continue, de dérivée [de

Radon-Nikodym] ~H ~t (x, t) telle que
~A, t ~ R+, 

[-A,A] [0,t] |~H ~t (x,s)| dx
ds s ~;

ii) il existe une mesure de Radon 03BD sur R et une fonction h borélienne sur R x R+
avec

~A, t ~ R+, [-A,A] [0,t] |h (x, s)| d03BD (x)ds s  oo

et telles que, pour presque tout t ~ R+, x ~ H (x,t) a pour dérivée seconde (au 5e7M
des distributions) la mesure h (x, t) d03BD (a:)

(en particulier, x ~ H (x,t) a une dérivée à droite ~H ~x (x+, t)) .

iii) ~A, t ~ R+, [-A,A] [0,t] (~H ~x (x+, s))2 dx ds s  ~ ;

iv) pour presque tout t, x ~ h (x, t) est 03C1-presque sûrement continue, où p partie
de t/ étrangère à la mesure de Lebesgue.
On a alors :

+ /~ ~ + 

Démonstration. Quitte à remplacer H par où Kn est de classe C~ sur R x R+
avec 0  ~  1 et ~ == 1 sur [-~,~] x [0,~] (cela revient à localiser) on peut
supposer : 

/’ |~H ~t(x,s)|dxds s+R R+ |h(x,s)|dv(x)ds sf la:: (x,s)l dx ds s + f Ih(x,s)1 dv(x) 

~.~(~~")~~-
On a alors :

E[t0(~H ~x(Xs,s))2 ds]  ~,
E !T |~H ~t(Xs,s)|ds + 1 2R (t0 |h (z, s)|dsLzs)d03BD (z)  ~,
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(t0 ~H ~x (Xs, s) dXs)t>0 est une martingale de carré intégrable,B7o ~ 
( / ~ + ~ / ( / ~(~,~) est un processus continu, àB/o / 
variation finie. Il suffit en outre de montrer, pour 0  c  , la formule

(Î) 

~ 

~(~,~)=~(~,c)+~ ~ 
t 

~(X~)~ 
t() ( + t0 ~H ~t (Xs, s) ds + ) ÎR y//" (z, s) B du (z) .

Nous allons montrer () par régularisation de 7:f (prolongée par 0 sur R x R*_).
Soit /, ~ : ? 2014~ R+ de classe C~, à support compact, avec

Rf(x)dx = Rg(x) ds=1.

Pour m, n e N*,

/n (~) = ~/ (~) , ~m (~) = ~~ 

Hn,m(x, t) = R2 H (y, s) fn (x - ?/) gm (t - s) dyds.

étant de classe C~, on peut lui appliquer la formule d’Itô "ordinaire" :

Hn,m(Xt, t) = (X., c) + 
./ / ~Hn,m ~x (X., s) dX.

+ t~ (1 2 ~2Hn,m ~x2 + ~Hn,m ~t) (Xs, s) ds.

 Hn,m(X~,~) ~ H(X~,~).
0 En ce qui concerne l’intégrale stochastique par rapport à X, remarquons (" intégra-
tion par parties" ou Fubini) que, pour presque tout t,

~Hn,m ~x =R2H(y,s)f’n(x-y)gm(t - s)dy ds
=R2 ~H ~x(y,s)fn(x - y)gm(t - s)dy dsJR~

et que (résultats classiques sur les approximations de l’unité) :

~Hn,m ~x ~ ~H ~x dans Z/ (R").
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Comme

E[sup~~r~t| r~ ~Hn,m ~x (Xs, s)dXs - rs~H ~x(Xs,s) dXs|2]
~ 4E [(r~ (~Hn,m ~x (Xs,s) - ~H ~x(Xs,s))2ds)]

= 4R2dy (r~1 203C0se-a2 2s (~Hn,m ~x (a,s)-~H ~x(a,s))2ds)

~ 
4 

~203C0~~ ~x - ~x~ L2(R2),
il y a convergence (en probabilité, uniformément sur les compacts de R+) de

~ /’ e ~= ~. vers ~ /" e ~ (X., 5) dX..
o De même, pour presque tout 2:,

~Hn,m ~t(x,t) = R2~H ~t(y,s)fn(x-y)gm(t-s)dy ds

-. 

(7t 
’

si bien que:

E[t~|~Hn,m ~t - ~H ~t|(Xs,s)ds]~ 0.JE 
~~ d~ d Xs, s) O.

t> Pour le dernier terme,

~2Hn,m ~x2 (x,t) = R2 ~H ~x(y,s)f’n(x - y)gm(t - s) dy ds

~ R ~H ~x (y,t)f’n (x - y) dy dans L1 (R2).

11 reste à s’occuper de la convergence, quand n ~ oo, de

/’ (~R ~ ~’ ~ ~ ~’ ’ ~~ (~ ~" ~ ’ ~~ ’

Soit t/e 1&#x26; partie absolument continue de !/, ~ sa densité par rapport à la mesure de
Lebesgue ;

/ (Y /. (~, ~) ~) ~. (~)
= ~;
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pour tout t/ ~ R, tout ~ > 0,

Rfn(y - z)h(z,s)03C6(z)dz ~ h(y,s)03C6(y) dans L1(R2) et

E[t~| R fn(Xs - z)h(z,s)03C6(z)dz - h(Xs,s)03C6(Xs)| ds]

~1 203C0~R [~,t]|Rfn(y-z)h(z,s)03C6(z)dz-h(y,s)03C6(y)|dyds ~ 0.
!~R 

A l’aide de la continuité de pour tout 2: ~ R, la suite des mesures

(A ~ R+ ~ Afn(Xs - z)ds) n~1

converge (presque sûrement) étroitement vers la mesure

~ ~ 7~+ -. / 
Vu la condition pour p-presque tout z,

t~fn(Xs-z)h(z,s)ds ~ t~h(z,s)dLzs et

R(t~fn (Xs - z)h (z, s)ds) d03C1 (z) ~ R(t~h (z,s)dsLzs) d03C1 (z) .

On peut en effet se limiter au cas où h est positif, auquel cas (lemme de Scheffé) il
suffit de vérifier :

E f~ (Y /. (X, - 2~) ~) (~)l
.

Or

E f~ ~ /. (~ - 2~) ~ (~ ~) (~)j
= R2 [~,t] fn(y - z)h(z,s)e-y2 2sdy d03C1(z) ds 203C0s

= / ~M(/’ /(~)e-~~Y~(~) 20142014= h(z,s) 
WR 

f(y)e- 2. / ’dp(z) ~~
~ / h(z,s)e-z2 2sd03C1(z)ds 203C0s

tandis que

E[Lzt]=t01 203C0s exp(-z2 2s)ds
est dérivable par rapport à t et 203C0~ ~t (E = 
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Remarque 5

Soit jP un sous-ensemble fermé de R et ~~ IsL fonction introduite dans la démonstration
de la proposition 2 ;

(x,t) ~ 03A8F (x,03B1 - t) = lF (x) + 1Fc (x)03A6 (03B3F (x) - x,03B4F (x) - x,03B1 - t)

vérine (sur R x [0, o;[) les hypothèses de la proposition ~. En effet :
t> si ]2014oo, 6[ (6  oo) est une composante connexe de .F~ on a, pour ~c  6,

03A8F(x,t) = (b-x)t0e-(b-x)2 2u du 203C0u3 = 2 03C0~b-s t e-v2 2d03BD ;

~03A8F ~x(x,t) = 2 03C0te-(b-x)2 2x, |~03A8F ~x(x,t)| ~ 2 03C0t;
~203A8F ~x2(x,t)=2 03C0t3(b-x)e-(b-s)2 2t,|~203A8F ~x2(x,t)| ~ 2 e03C0t ;

> si ]a, 6[ (201400  û  6  oo) est une composante connexe de Fc, soit

[2~(2A:+1)~] ;
on a, pour 2: ~ ja, 6[,

~03A8F ~x(x,t) = 1 203C0t(x-a+L u te-u2 2c du + -(x-a)+t u te-u2 2t du),

|~03A8F ~x (x, t)| ~ 1 203C0tR(1{u-x+a~L} +1{u+x-a~L}) |u| te-u2 2tdu
~2 03C0tR|u| te-u2 2tdu = 22 03C0t.

On montre de même :

~203A8F ~x2(x,t) = 1 203C0t3R(1{u-x+03B1~L}+1{u+x-03B1~L}) (1-u2 t)e-u2 2t du
|~203A8F ~x2(x,t)| ~ 2 03C0t3 R|1-u2 t|e-u22t du ~ 4 t.

Par ailleurs, 

~03A8F ~t (x, t) = 1Fc (x) 1 2 ~203A8F ~x2 (x, t) .

En outre, pour t > 0, x ~ 03A8F (x, t) a. pour dérivée seconde, au sens des distributions,

i~~)-~ E (~~.~-~~--~~+~)/t,A:~ composante ~ 
connexe de F~

=i~(.,~+~ ~ ~(~)(~+~); É
)/t,~:~ composante
connexe de F~
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enfin, ~9 est continue sur 1~+ et, si M = on a pour tout A > 0 :

03A3 03B8(k-h t) )~2+ M t03BB [Fc ~ ] -A, A[] []

]h,k[ composante connexe dc F‘, 0, Vi
hou 
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