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2, place Jussieu, 75251 Paris Cédex 05.

(2) Laboratoire de Probabilités, Université P. et M. Curie, Tour 56,
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Abstract : In thig paper, we associate to a one-dimensional Brownian motion

(Xt)t>0' starting from O, another Brownian motion :
- t
)"(=x-J'1xds (t = 0).
t t 0S's

We remark that, for every t > O, @(is, s s t) coincides, up to negligible
sets, with the o-field generated by the Brownian bridge

_ S

(Xs T

Xt, s = t).

We study the ergodic properties of the application : X — X, which preserves
the Wiener measure. The Laguerre polynomials play an essential role in this
study.

More generally, we study the filtration of the process

t
X, IO ds ¢(s) X, (t = 0)

for a large class of functions ¢, which may have some singularity at O.
Finally, given a Brownian motion (Bt)t>0' we study the properties of all

solutions of :

t
Xt= Bt + Jo ds ¢(s) Xs (t 2 0),

thus completing results obtained earlier by Chitashvili-Toronjadze [2].

1. Grossissement et appauvrissement de filtrations.

De fagon a mettre en perspective les études faites dans cet article, et
certains de nos travaux antérieurs sur les grossissements de filtrations, nous
commengons, avant d’entrer dans le vif du sujet, par une bréve discussion dans
laquelle nous comparons d’une part les grossissements de filtrations, et

d’autre part certains appauvrissements d’une filtration.
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(1.1) Considérons tout d’abord un espace de probabilité (Q,%,P) et une
filtration (?t)tZo satisfaisant les conditions habituelles, constituée de

sous-tribus de ¥.

Une fagon générale de construire des surfiltrations de (?t) consiste a

rendre adapté un processus (H ) qui n’est pas (?t) adapté ; on définit

t t=o0’
H P
ainsi (gt)tzo comme la plus petite filtration rendant adapté (Ht)tzo et
contenant (yt) (Attention ; cette notation n'est pas habituelle ; elle

ne désigne pas, dans ce travail, la filtration engendrée par H).

Bien entendu, (?:) est une surfiltration stricte de (?t) (i.e. il

t=0

. Hy .. , !
existe t tel que ?t * ?t) dés que (Ht)tZO n’est pas (9t) adapteé.

La question intéressante, étudiée en particulier dans la monographie de
Jeulin [8] et en [10], consiste alors a savoir si 1’on n’a pas ajouté "trop"
d’ informations a (9t), ce que 1l’on a traduit, de fagon mathématique, jusqu’a
présent, par : il existe une classe importante de (9t)—martinga1es qui sont

des (9:)-semimartinga1es (un exemple est étudié en détail en [9]).

(1.2) Par contre, il n’est pas si facile de définir de fagon naturelle
une sous-filtration stricte de (?t), en 6tant de 1’information au cours du
temps. Un procédé qui, a premiére vue, semble prometteur, car trés 1lié a la
notion de martingale, est le suivant :

soit (Mt) une (?t)—martingale telle que, pour tout t, E[Mf] < +0 ; dénotons

t=0
par ?t la sous-tribu de'?L engendrée par les variables X € Lz(gt) orthogonales
a la variable Mt H (Mt)t>0 étant une martingale, il est immédiat que ?t croit
avec t ; cependant, dans la plupart des cas, on a : ?t = ?t, pour tout t.

Pour fixer les idées, on suppose dorénavant que (?t) est la filtration natu-

relle du mouvement brownien (Bt)t>o’ issu de 0. Posons Mt = Bt, et dénotons
par (?:rth) la filtration (?t) que nous venons de définir. Nous allons montrer
que ??*h = ?t, pour tout t. En effet, définissons une troisiéme filtration

ind

orth
(?7t

), a priori encore plus pauvre que (9t ), de la fagon suivante :

9i"d =co{X € Lz(gt)l X est indépendante .de la variable Bt}.

11 découle immédiatement du Lemme 1 ci-dessous que la double inclusion :

ind orth
(1.a) Foo< g < F

est en fait une double égalité :

ind orth
Maeg =9

(1.b) 9t N N
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Lemme 1 : Soit, Qur un espace de probabilité (Q,%F,P), un espace gaussien I', de
dimension supérieure ou égale a 2, et § la tribu engendrée par TI'. Soit X une
variable de T, non nulle. Désignons par g* la sous tribu de § engendrée par
les variables gaussiennes §-mesurables (mais n’ appartenant pas nécessairement

a4 1’espace gaussien I'), indépendantes de X. Alors g =g

Démonstration : soit Y une variable gaussienne générique, non nulle, de

1’orthogonal dans I' de 1’espace gaussien unidimensionnel engendré par X.

Remarquons que, pour a € R, la variable Z = €, Y, ou e, = 1{X2a) - 1{X<a) est

une variable gaussienne, §-mesurable, indépendante de X. En conséquence, Z est
?x—mesurable ; 11 en est évidemment de méme de Y, et e = Z/Y est gx—mesura-
ble. L’ensemble {X = a} = (ea =1} est g*_mesurable et X est ?x—mesurable ;

finalement, toute variable de T est gx—mesurable. I1 en découle ?x =8%. o

Le lemme 1 s’applique dans le cadre qui nous intéresse, pour fournir une
démonstration de (1.b) ; il suffit de prendre pour X la variable Bt et pour I

1’ espace gaussien engendré par (Bs)ssf

Comme 1’énoncé du Lemme 1 et sa démonstration peuvent le laisser pressen-

tir, on est maintenant amené a définir, pour tout t = 0, la tribu 92”“‘,

engendrée par les variables de 1’espace gaussien

t
r = {I f(u)dB | f e Lz([0,t].du)}
t 0 u

qui sont orthogonales a la variable Bt (et donc indépendantes de cette

variable) ; ainsi :

gGauss _ J't 2 t
N = o f(u)dBu | £ e L°([0,t],du) et I f(u)du = 0}.
0 0

Le paragraphe 2 ci-dessous est consacré a 1’étude de cette filtration,

dont nous justifierons 1’appellation de : filtration des ponts browniens.

Plus généralement, (?t) désignant toujours la filtration du mouvement
brownien réel, on peut associer a toute famille F = (fi)lEI de fonctions de
Lfoc(R+.du) une sous-filtration stricte de (?t), au moyen de la définition :

9;!-‘, Gauss

t 2 t
. = 0{I f(u)dB | f e L°([0,t],du) ; j f(u)f (u)du = 0, Vi € I}.
0 u 0 !

Nous verrons, dans le paragraphe 3, de tels exemples de sous-filtrations.

(1.3) Pour conclure cette discussion, indiquons, de fagon analogue a ce
que 1’on a fait a la fin du sous-paragraphe (1.1), quelques problémes
importants qui se posent dans 1’étude d’une sous-filtration (?t) d’ une

filtration donnée (?t). Tout d’abord, quelle est la structure des martingales
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de (gt) ? Par exemple : toutes les (gt)—martingales sont-elles des intégrales
stochastiques par rapport a4 un mouvement brownien ? Ensuite, y-a-t-il
suffisamment de (Qt)-martingales qui sont des (?t)~sem1martingales ? (Cette
question nous raméne en fait a considérer (?t) comme un grossissement de la
filtration (5{)). Enfin, si (Xt)t20 est une (?t)—semi~martingale, adaptée a
(?t), quelle est sa décomposition canonique dans la filtration (?t) ?

Ce dernier probléme a été étudié extensivement dans le cadre de la théorie
du filtrage, mais, mis a part cette théorie, il n’existe pas, a notre connais-

sance, d’étude systématique de 1’appauvrissement d’une filtration.

Les résultats qui suivent constituent un exemple simple d’une telle
étude, comparable, a plus d’un titre, a 1’étude des grossissements gaussiens
de la filtration brownienne ([1], [9]).

2. Quelques propriétés de la filtration des ponts browniens.

(2.1) Dans ce paragraphe, nous noterons simplement (?t) la filtration

Gauss

(?t ) définie en (1.2), et F; 1’ espace gaussien qui engendre la tribu ?t,

a savoir :

t t
r = {J f(wdB | f e L3([0,t),du) et I f(u)du = 0}.
t 0 u 0

Plus généralement, si G est un sous-ensemble de 1’espace gaussien du mouvement
brownien B, nous noterons I'(G) 1’espace gaussien engendré par G. Nous pouvons
maintenant énoncer la proposition suivante qui nous permet, entre autres

choses, d’appeler (§t)t=o la filtration des ponts browniens.
Progosition 2 : 1) Pour tout t > 0, on a :

' = -5
(2.a) l"L = I‘(Bs T Bt, s =t)

gt est donc la tribu engendrée par le pont brownien (Bs - % Bc) <t de durée t.

2) Définissons (¢'*)) par la formule :
] s sSt

05) s B -8
(Z.b) v =B—Idu—t—.
s s - u
0
(v(t)) <t est un mouvement brownien indépendant de la variable Bt. De plus :
8 s
(2.¢) r=ra® isst
t s
3) Le processus
t
1
= - el S
(2.d) 8, = B, Io 1 as (t 2 0)

est un mouvement brownien, et on a :
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(2.e) F; = F(B’, s s t).

En conséquence, (§t) est la filtration naturelle du mouvement brownien B.

Démonstration :

)
. )'St et (Bs)szo définis par

les formules (2.b) et (2.d) sont des mouvements browniens. On peut voir ce

1) Remarquons tout d’abord que les processus (¥

résultat de fagon élémentaire en montrant que la covariance de chacun de ces

processus gaussiens est bien :
E[B.Bu] = inf(s,u) (s,u = 0).

De fagon un peu plus approfondie, remarquons que la formule (2.b) n’est autre
que la formule de décomposition de 1la semimartingale (Bs).st dans 1la

filtration (?' v o(Bt))SSt (voir, par exemple, Jeulin-Yor [9]), ce qui donne

une autre démonstration du caractére brownien de 7(t\

2) Remarquons ensuite que les espaces gaussiens qui figurent dans les membres
de droite de (2.a), (2.c) et (2.e) sont contenus dans F; , car chacune des

variables X qui engendrent ces espaces gaussiens est orthogonale a Bt.

3) Il reste a4 montrer les inclusions inverses.

- Remarquons tout d’abord que
t 1 t 1
ro= rU f(wa - 1 U £(u) du] B|fecC [0.tl].
t u t t
0 0
or, si f € C'[0,t], on a :
t 1 t t u
If(u)dB -1 U f(u)du] B = -J' £ (W@ - 9B )du,
u t t u t Tt
0 0 0
par intégration par parties, ce qui prouve (2.a).

=~ On déduit finalement des deux identités suivantes :

S
() _ _Ss 1 _u
(2.f) 7" =B -38B) + J’o = (B, - ¥ B) du (s s t)
S

= _Ss -1 -u <
(2.8) B, =B -%B) Jo S8 -¥B)d (s = t)

les égalités (2.c) et (2.e) entre espaces gaussiens. o

Nous faisons maintenant quelques commentaires importants relatifs a la

proposition 2.

(1) On peut considérer la formule de définition (2.d) de B en termes de B

comme une équation stochastique linéaire :
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t 1

(2.d) B =8 +J-B ds
t t s s

0
ou B est le mouvement brownien donné et B le processus inconnu. Nous étu-
dions, de fagon beaucoup plus générale, dans le paragraphe 4, les équations :

t

Xt = Bt + IO ds ¢(s) Xs.

la fonction ¢ présentant une singularité en O .

(ii) I1 est immédiat, & partir de (2.d), que 1’on a, pour 0 < € < t :

(2.h) ?t = ?e v §t, aux ensembles négligeables preés.
De plus, 90’ =N ?C est P-triviale, et néanmoins, on ne peut pas déduire de
€>0

(2.h) 1’égalité des tribus yt et 9{ ; en fait, d’aprés la Proposition 2, on
sait précisément que : ?t = Qt v c(Bt), avec Bt indépendante de ?t.
Une caractérisation générale des situations dans lesquelles on peut déduire de

(2.h) 1’égalité : (2.n’) ?t = 90‘

Ainsi, la situation dont nous nous occupons ici constitue un exemple supplé-

v gt a été faite par H. von Weizsicker [14].

mentaire montrant que (2.h’) ne découle pas nécessairement de (2.h).

Remarquons par contre que 1’on a :

(2.1) F =5 .

[ ©

En effet, toujours a partir de la formule (2.d), on déduit de la formule d’Itd

que :
1 1 " s
1B =-B + . (0 <s =t),
t ot s s u
s
et, en conséquence :
1 ? dBu
s Bs = - ~ ’ °e qui implique (2.1i).

s

(1ii) Nous aurions pu donner une démonstration plus rapide des points
(2.a), (2.c) et (2.e) de la Proposition 2 en montrant directement que le
membre de droite de chacune de ces égalités admet 1’espace unidimensionnel
F(Bt) pour orthogonal dans Ft = F(Bs, s = t) . Nous utiliserons cette méthode
en (2.3) ci-dessous, pour exhiber d’autres processus gaussiens (Xs)szo tels

que Ft = F(Xs, s = t), pour tout t > O.

(iv) Le mouvement brownien B, défini a partir de B au moyen de la formule
(2.d) joue un réle important dans le travail de P.Deheuvels [3] qui montre en

particulier que les seules fonctions boréliennes ¢ : 10,w[ — R telles que :
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t
I |@(s| Vs ds < w pour tout t, et que :
0

t
P déf,
Bt = Bt IO p(s) Bs ds

soit un mouvement brownien sont : ¢(s) = 0 ou ¢(s) = ds p.s.

ni=

(v) Quant a nous, nous sommes parvenus a la formule (2.d) par retourne-

ment du temps a partir de la formule (2.b) :

de fagon précise, soit a > 0 fixé ; considérons le processus Bu = Ba - Ba_u

PN

(u = a), et remarquons que Ba = Ba ; considérons ensuite la filtration
naturelle de (Bu)usa, grossie avec la variable Ba ; d’aprés (2.d), il existe

un mouvement brownien (7°) tel que :
t t=<a

et, en retournant a nouveau au temps a les deux membres de 1’équation

ci-dessus, il vient :
t 1
B =8 +J 1B qu
t t 0 U u

-~

N . - a
ou 1’on a posé Bt = 7: - ¥, pour t =a.

I1 est alors évident, une fois ces remarques faites,que (Bt)t>0 est un

mouvement brownien, et que, pour tout a > 0, (Bt)tSa est indépendant de Ba‘

(2.2) Etude de quelques propriétés ergodiques.

La troisiéme partie de la Proposition 2 fait apparaitre une transforma-

tion T qui laisse invariante la mesure de Wiener W, a savoir :
t 1
T(X)=X—I—X ds (t = 0)
t t 0 S s

ou nous avons noté (xt)t>o le processus des coordonnées sur 1>espace canonique

Q‘ = C([0,»[,R). Nous noterons encore ?t = 0(Xs, s=t)et J = 9@.

I1 est naturel de se demander si la transformation T est ergodique ; nous
verrons ci-dessous que la réponse a cette question est affirmative, et, en
fait, que du point de vue de la théorie ergodique, T posséde d’excellentes

propriétés.

Progosition 3 : Pour tout t > 0, la tribu n (Tn)-I(?t) est W-triviale.
n
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Cependant, on a, pour tout n € N :

(2.1) (™™ F)=9%_, W-p.s.

Autrement dit, dans le langage de la théorie ergodique, pour tout t > 0, T
considérée comme une transformation sur (n',?t,v), est un K-automorphisme

(voir, par exemple, [13]).

Corollaire 4 : La transformation T sur (Q',?Q,V) est fortement mélangeante et

donc, a fortiori, ergodique.

Démonstration :
il est tout a fait classique que, pour que T soit fortement mélangeante, il
suffit que : pour toutes f, g appartenant a un sous-espace vectoriel K dense

dans L%(2",%,W),
(2.k) Elf(g-T] e E() E@).

Or, il découle de la Proposition 3 que la propriété (2.k) est satisfaite avec
#=U 1°@",%.W. o

peN P

La démonstration de la Proposition 3 découlera de la représentation (2.m)
ci-dessous du mouvement brownien standard a 1'aide des polyndémes de Laguerre,
dont nous rappelons tout d’abord la définition et une caractérisation :

la suite (Ln)nEIN des polynémes de Laguerre

R x
(2.0 L (x) = ch o (%)

k=0

(n € N)

est la suite des polynémes orthonormaux pour la mesure e *dx sur R+ (voir, par
exemple, Lebedev [12], p.76-90).

Théoréme 5 : Soit (Xt)°<t51 un mouvement brownien réel issu de O.
—_ = t
Posons G = T"(X)_, oa T(X), = X —J 1x as.

n 1 t t 0S s

1
On a alors : G = I dX L (log l) ;
n 0 s n S

(G) N est une suite de variables gaussiennes, centrées, réduites ; de plus :
n n
1
(2.m) X, = Zw A_(log ) G, t =<1,
né€l

a -X

ou A (a) = I dx e~ L (x).
n o n

Démonstration du Théoréme :

1) Itérons la transformation T. Il vient :
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T2(X) = T(X). - It Lrx) au
t t 0 u u

ty ty Uy
=x—2I—x du+J-ﬁduI§X ds ;
t OUu 0 0 8
3 2 ¢ 1 2
T (X), = T2(X) -I—duT(X)
t t ou u
t t u t u S
=xt—3J‘ Lgu x +3I %duJ' lasx —I %duj %dsf édvxv,
o u 0 ) = Jg 0 0

et, par itération, on obtient, pour tout n :

t u
n du k-1 du
= Vx| 2 _k
Tn(X)‘—kZOC“(“ I T J oy x“k
a 0 0
u

'Y
En écrivant maintenant : Xh = J dX', il vient :
k
0

t du, 1 du t .
u—l—... TXUk=J.0dX"H(logt—logs),
0 0
d’ou 1’on déduit :
t
(2,n) ™(X) =I dX L (log &),
t ) 8 n S

en utilisant la formule (2.£). On en déduit en particulier la représentation

de Gn qui figure dans 1’énoncé du Théoréme.

2) L’identité : E[Gn Gn] = Snn apparait maintenant comme une conséquence du
caractére orthonormal de la suite (Ln)new dans 1’espace LZ(R+,e-x dx). En
effet, on a, d’apres 1) :

1 1 1
EIGG ] = JO ds L (log 1) L_(log 1)
00
=I dx e*L (x) L (x) = &
0 n m nm

3) Plus généralement, 1’application
(£0x),x > 0) — (f(log ),0 < s < 1)
est un isomorphisme d’espaces de Hilbert entre LZ(R+,e_xdx) et Lz([0,1],ds).

En conséquence, la suite des fonctions de s : (Ln(log i), 0<s<1) t

es
neN

une base orthonormée de Lz(lo.ll,ds). et le développement (2.m) de (Xt)tsl le
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long de la suite des variables (Gn)nE|N se raméne a celui de 1 ](s) dans la

[0, t
1
base (Ln(log E))neN‘ o

Démonstration de la Proposition 3 :

Quitte & ramener 1’intervalle [0,t] & [0,1] par scaling, il suffit de prouver

que la tribu & = (T)7'(%,) est W-triviale.
n

En travaillant dans 1’espace gaussien engendré par (Xt)tsr

tribu (Tn)-l(?i) est indépendante du vecteur (Go’Gi""’Gn-l)' En faisant ten-

on voit que 1la

dre n vers +w, on obtient 1’indépendance de & et de la suite (Gn)nEN ; ainsi,

d’aprés le Théoréme 5, ¢ est indépendante de (xt)t51’ c’est-a-dire de 91.

En conséquence, ¢ est W-triviale. o

Remarque : En fait, le Théoréme S montre que la transformation T agit comme un
shift sur la suite des variables gaussiennes indépendantes réduites (Gn)new'
On s’est donc ramené ainsi & un schéma de Bernoulli. o

A la suite du Théoréme 5, et en particulier de la formule (2.n), nous

avons obtenu la caractérisation ci-dessous des filtrations browniennes :
g™ = o(T°(X) , s = t},
t s

ou X désigne toujours maintenant un mouvement brownien réel, issu de O.
F ,Gauss

En utilisant la notations 9t" , introduite en (1.c) ci-dessus, nous

pouvons énoncer la

Progosition 6 : Soit n un entier non nul. On a :
() F ,Gauss
st" = f;t“ , pour tout t = 0,

ou F_ = {(log ) ; 0 = k = n-1}.

La démonstration de cette proposition est immédiate, par un argument de récur-

rence, a partir de la formule (2.n).

Gauss
F

(2.3) D’autres processus générateurs de la filtration.(?t = , t = 0).

Nous reprenons la notation (Bt)tZO pour désigner le mouvement brownien
réel issu de 0. Nous nous proposons ici de montrer que certains processus de

la forme :
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t u
Y =8 - I du J' o(u,s)dB (t = 0),
t t 0 0 s

ou ¢ : (u,s) — ¢(u,s) est borélienne sur A = {(u,s) € Ri] u = s} et vérifie
t u 2 172
I du [I ¢ (u,s) ds] < +w pour tout t
0 o]
admettent (?t) pour filtration naturelle.

Avant de donner des exemples précis de tels processus, nous faisons la
remarque générale suivante :
Lemme 7 : Soit ¢ fonction satisfaisant les hypothéses ci-dessus. Alors y?
admet (gt) pour filtration naturelle si, et seulement si :
(2.0) pour tout t > 0, les seules fonctions h € Lz([0,t]) telles que
h(u) = Iu ds ¢(u,s)h(s) du p.s.
(o]

sont les fonctions constantes.

Démonstration :

Par définition de (?t), Y¥ admet (§;) pour filtration naturelle si, et seule-
ment si, pour tout t, 1’orthogonal de F(Yf, s s t) dans l"t = F(Bs, s = t) est
F(Bt), ce que traduit la condition (2.0). o

Nous pouvons maintenant donner les exemples suivants de processus géné-

rateurs de la filtration (?t).

Proposition 8 :

Soit f : R’ — R, fonction absolument continue sur ]0,w[, satisfaisant a :

t u
du 2 172
(2.p) £(0) = 0 et pour t # 0, £(t) # 0, I TEGT U £ 2(s) ds] )
0 f a o <

Alors, le processus :

t u
) _ _ du ,
(2. q) Yt. = Bt 0 -f—(‘—l-y [J‘o £’ (s )st]

admet (§t) pour filtration naturelle.

De plus, en utilisant la notation (2.d), on a les formules :

t u
() _ 1 _ 1 ,
(2.r) YO =p + Io du [G B, - #tay '[o £ (s)dB’]
t u
, _ du f(s) _ .,
2.r’) = Bt + fo o] o ( S f (s)] st.

Remarque : On notera que les formules (2.q) et (2.r’) sont trés semblables.

Cependant, en termes de transformation du mouvement brownien, le processus
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Y(f‘)

filtration naturelle du mouvement brownien B qui figure en (2.r’).

a une filtration strictement plus petite que celle de B, précisément, la

Démonstration de la Proposition 8 :

1) I1 s’agit tout d’abord de vérifier que le noyau p(u,s) = f?%é% satisfait

bien la condition (2.0). Or si h € Lz(lo,t]) satisfait :
u

(2.5) h(wf(w) = I £ (s)h(s) ds
0

cela implique tout d’abord que h f est absolument continue, et donc que h est
absolument continue sur ]0,w[, et finalement, par intégration par parties a
partir de (2.s), que : h’(u) = 0 du p.s. ; h est donc constante. La condition
(2.0) est bien satisfaite.

2) La formule (2.r) découle immédiatement de (2.q), par définition de B.

Pour obtenir (2.r’), il nous reste a montrer la formule :

1 1 M 1M (£(s)
a Bu - m—) ,[0 f (S)st m ,[0 [ s - f (S)] st ,
laquelle découle de 1’identité :

u

u S
(2.t) I h(s)dB =J' [h(s) - lj h(v) dv] a8 .
0 s 0 S 0 s

u
valable pour toute fonction h € Lz(lo,ul) telle que : J h(s) ds = 0.
0

On peut démontrer la formule (2.t) en s’appuyant directement sur la
formule (2.d) qui définit B, ou bien en se référant a la formule plus générale

(3.n) ci-dessous. o

3. Quelques autres exemples de sous-filtrations gaussiennes de la filtration

brownienne.

(3.1) A la suite des paragraphes 1 et 2, il nous a semblé naturel d’étu-

dier la filtration engendrée par un processus gaussien de la forme :
t
B“’=B-Ids¢(s)8 (t 2 0)
t t s
0
ou ¢ : IR+ —> R est une fonction borélienne telle que :
t
(3.a) pour tout t > O, I ds |e(s)|Vs < .
0
Nous nous proposons d’étudier, pour ce processus Bw, les questions suivantes :

a) La transformation qui fait passer de B a B¢ donne-t-elle lieu & une

perte d’information en temps fini ? jusqu'en 1’infini ?
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De fagon précise, si nous notons Ff = o(Bf, s < t}, a-t-on :

¥ 23 pour t fini ? 23 2
t t o ©

b) Dans le cas intéressant ou il y a perte d’information en temps fini,

la filtration (yt)tzo est une sous-filtration stricte de (?c) i le

t=0
processus Bw, qui est une (?t)—semi—martingale, est également une
(9?)-semimartingale qui se décompose, dans la filtration (9?), en la somme

’ ¢
d’un mouvement brownien ('yt)tzo

on explicitera cette décomposition.

et d’un processus continu & variation bornée ;

La filtration naturelle de (1?), soit : (§f = ¢{7f, s = t))tZO est-elle
1
identique a (9(_)tzO ?

f,Gauss

La filtration (?f) est-elle une filtration (?t
filtrations gaussiennes ont été définies a la fin du sous-paragraphe (1.2)) ?

) (rappelons que ces

Dans 1’affirmative, quelle est la relation entre ¢ et f ?

c) La transformation T® deéfinie par :
$ = .9
T (B)t =7, (t 2 0)
est-elle ergodique ?

d) Le mouvement brownien 7¢ peut-il étre obtenu a partir de B par la

succession d’une opération de retournement, puis de grossissement, puis de
retournement, ainsi que cela est expliqué dans le Commentaire (v) suivant la

Proposition 2, pour ¢(s) = é ?

Nous avons rassemblé, dans le théoréme suivant, un exemple particuliére-
ment intéressant de notre étude, qui nous servira de point de repére dans

notre discussion générale, ci-dessous, des points a), b), c) et d).

Théoréme 9 : Soit A € R. On note :

) _
t

B

v

t 1
B -2 J — B ds (t 0).
t OS s

).

(C’est le processus B¥ associé a e(s) =

n|>

)

t

)

1) La filtration ¥ = o-{BiA , S =t} est une sous-filtration stricte de

(?t) si, et seulement si, A > %.

f_ ,Gauss
y(7\) =g A A-{

Dans ce cas, on a : N .

, ou fA(t) =At

2) On suppose dorénavant A >

N=
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) )

La décomposition canonique de B dans sa filtration propre (?t ) est :
t
B(A) - 7(A) -1 -2 I 1 7()) ds .
t t s ’s
0
a) a) . .
3) Les processus B, B et ¥ satisfont les relations suivantes :
Bt dBEA) 7£A) dB(?«)
(3.b) d[—J =—— (3.c) d[ 1—7\] = o
t t t t
a)
B - 4
(3.d) £ d[——%] =1 d[ ;_A].
t t
4) La transformation T(A) définie par : T(M(B)t = 1£A) (t =2 0)
est fortement mélangeante.
5) Soit a > 0. On note : Bt = Ba - Ba__t (t = a). Le mouvement brownien
(7(A)) peut étre obtenu 4 partir de (ﬁ ) au moyen de la succession de
t tsa t tsa

a . _
1’ opération de grossissement avec la variable I dBu (a—u)A 1, puis du retour-
0

nement du temps au temps a.

(3.2) Nous abordons maintenant les différents points de 1'étude du
processus (Bf)t>o soulevés en (3.1) . Commengons tout d’abord par 1’étude de

la perte d’information.

Progosition 10 :

Soit ¢ : R+ — R une fonction borélienne qui satisfait (3.a).
1) Soit t > 0. Il y a perte d’ information jusqu’au temps t (i.e. ?f # ?t) si,

et seulement si :

1 t 2 1
(3.e) lim g J ¢(s) ds = +o0 et J du ¢“(u) exp[—ZI p(s) ds] < o,

v u 0 u
Lorsque cette condition est satisfaite, on a :
t
B, ust) =T@E’ ust) el‘U £ (u)dB],

u u 0 @ u

ou :

1
(3.f) f (u) = ¢(u) exp[-j o(s) ds]
¢ u

2) I1 y a perte d’ information jusqu’en 1’infini, c’est a dire : ?z # ?m, si et

seulement si :

1 ] 2 1
: - a 2 ()d]<.
(3.8) Hm g, Iu ¢(s) ds = +o et IO u ¢ (u) exp[ Iu ¢(s) ds ®
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Remarque : sous la condition (3.a), (3.e) est équivalente a :

1 t 1
(3.€’) lim ¢(s)ds = +, ¢ € L (10,wl) et I wz(u)exp[—zj w(s)ds)du < w.
u()l‘l loc 0 u

Démonstration de la Proposition 10 :

1) I1 y a perte d’information au temps t si, et seulement si, il existe
f e L2([0,t],du), f # 0, telle que :

t
(3.h) pour tout u = t, IE[B?: x I f(s)st] = 0.
0

u
Posons F(u) = I f(s)ds. La condition (3.h) s’écrit :
0

u
F(u) = I ¢(s)F(s) ds (u=t).
0

Les solutions de cette équation en F sont :

1
F(u) = C exp[—I e(s) ds].
u

Or, par hypothése, on doit avoir F(0) = 0, ce qui implique la premiére condi-
tion figurant en (3.e). Cette condition étant supposée satisfaite, la premiére

assertion de la proposition est maintenant immédiate.

2) Le méme argument permet de démontrer la seconde assertion. o

Exemple : Dans le cas ¢(s) = % , on trouve fA(u) = AuA_l, qui satisfait la

condition : I f:(u) du < o (c’est-a-dire la seconde partie de (3.e)), si, et
0

seulement si : A > a

1
-
On suppose dans la suite du paragraphe que ¢ vérifie la condition (3.e).

Explicitons maintenant la décomposition canonique de la semimartingale

(:30)

ezo dans sa filtration propre (9?). Cette décomposition est donnée par :

t
(3.1) 8% =4 - [ as o(s) E1B |9,
0

1’ écriture E[BSI?f] désignant plus précisément la projection optionnelle de B
sur la filtration (9?).

I1 résulte aisément de la décomposition en somme directe de I'(B, u = s) déga-
u

gée dans le point 1) de la Proposition 10 que l’on a :
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S S
fo £, (Wdu Io £,(v)a8,
(3.4) c % e (9% =B -
8 8 8 8

S
I £2(v)dv
0 ®

de sorte que, a 1’aide de (3.i), on peut écrire 7¢ sous la forme :

S S
. o(s) J f¢(u)du J f¢(v)dBv

Y _ _ 0 0
7t _Bt [ ds S -
0 £°(u)du
@ )
0
ou encore :
s
f f dB
. w(s) . ¢(V) .
P - -
(3.k) 7, —B'_ J ds o
0 f d
¢(U) u
0

optimale de procéder pour traiter les points b), ¢c), d) e_s"g de commencer par
1’ étude du point d).

Fixons donc a > 0, et définissons : Bt = Ba - Ba_t (t = a), puis, grossissons
- a .
la filtration naturelle de (B ) avec la variable J. dB f (a-u).
t tsa 0 u ¢
Pour simplifier 1’écriture, on notera ici f pour f¢, 7 pour 7¢ ; f(u) = f(a-u)
La formule de grossissement gaussien a laquelle nous faisions allusion ci-
dessus est précisément 1’'écriture de la décomposition canonique de B dans sa
a . .
filtration naturelle, grossie de G = I dBu f(u).
0
Cette formule est :
~ a . -
£(v) I £ (u)dB
~ - t v u
B =17 + I dv (t
t t a .,
0 I £2(u)du
v

A

a)

-

Comme Bt = Ba - Ba_t, on déduit alors de la formule précédente que :

S
. f(s)I £ (u)dB
B =(7a-7a—t)+J ds S 2
0 J' £2 (u)du
0

En comparant cette formule a (3.k), on obtlent :
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(3.0 v =4 =7 - (t = a)

Nous venons ainsi de répondre de fagon affirmative au point d) soulevé en

(3.1). Nous répondons maintenant de fagon affirmative au point b).

Proposition 11 : (?f) coincide avec la filtration naturelle de (7f)t>o'

Démonstration : 1) Par définition, 7 = 7¢ est adapté & la filtration (?f).

2) Inversement, a 1’aide des formules (3.i) et (3.j), il nous

suffit de pouvoir représenter :
c_ = E(B_|#¥]
8 s s
comme intégrale de Wiener sur 1’intervalle [0,s] par rapport a dyu.

Considérons a > s. Avec les notations introduites précédemment, on a, d’apreés
[1], lemme I.2.2, pour toute fonction h € L2[0,a] :

a N
I h(v)f(v)dv

0

a ~ a ~
J‘ h(u)dB = j (Fh)(wdy +— xG,
0 v Jo u

a .
f I £2(v)dv
0

. .
_f " vIh(v)av.

a . -~
ou G = f(u)dB et (J h)(u) = h(uw) -
0 u £ 3~ u
£f°(v)dv
J.

-

En conséquence, si 1'on pose k(u) = h(u) = h(a-u), et que 1’on suppose :

a
(3.m) J k(u)f(u)du = 0,
0

la formule précédente se simplifie (on utilise également (3.%)), en :

a a ~
(3.n) I K (u)dB =f (7 k) (u) d7?
0 u ) f u
u
£(u) I K(V)f (v)dv
0

ot : (T K)(w) = k(u) -
£ u

I fz(v)dv

0

a
Or, on a, d’aprés (3.j) : C = I k (u)dB ,
8 O s u
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S

f(v)dv
0 ]

avec : ks(u) = 1[0,5](U)[1 - f(u) S
I fz(v)dv
0

La fonction ks satisfait bien (3.m) et un calcul simple montre ensuite que :

- _ _ _flu) F(u)
Tl tw) = 1[0,51‘“’[1 ﬁ]
I £ (v)dv
0
ce qui termine la démonstration de la Proposition. o
Exemple :
Dans le cas ou ¢(s) = % , avec A > %, la formule (3.0) se simplifie en :

ty
Bt =¥, - (1 -2A) IO 37, ds

formule annoncée dans le Théoréeme 9. o

I1 nous reste maintenant & étudier le point c) soulevé en (3.1), qui
concerne les propriétés ergodiques de la transformation T?. Cette étude ne
constitue pas une extension immédiate de la proposition 3, car 1’ensemble

H= {u> 0| p(u) = 0}
va jouer un réle important. Comme en (2.2), nous utilisons ici les notations

introduites sur 1’espace canonique Q‘.

Théoréme 12 :

1) La tribu invariante ¥ coincide, aux ensemble W-négligeables pres, avec };,

ou 1l’on a noté :
s
¥ = c{ J dX 1.(u) ; s = t} .
t 0 u H

2) Pour tout t > 0, t fini, la tribu Qt =N ((Tw)n)-l(?t) coincide, aux
n
ensembles négligeables prés, avec 9;.

3) La tribu 0m coincide, aux ensembles W-négligeables prés, avec 3; si, et
seulement si, il y a perte d’information & 1’ infini, c’est & dire, d’aprés la
proposition 10 :

o 2
I du f (u) < .
0 (4

Si cette condition n’est pas satisfaite, on a : (Tw)-l(?w) = ?m et Qw = ?w.
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Démonstration :

a) Remarquons tout d’abord que, d’aprés la formule (3.k), on a, pour t > 0 et

q € L?([0,t],ds)
t t ¢
Io qu q(u) IH(u) = IO d7u q(u) IH(u) .

En conséquence, la tribu 5; est contenue dans ¢ et, pour tout t > O, 5; est

contenue dans Qt'

b) Démontrons maintenant 1’assertion 2) du théoréme. Pour simplifier 1’écritu-
re, nous pouvons supposer t = 1. Définissons alors f(u) = ¢ f¢(u), ou f¢ est

donnée par la formule (3.f), et c est choisie de fagon a ce que :
.
J' 2(w) du = 1.
0
s

o(s) j du F(w)

0

Posons g(s) = , de sorte que 1’on a :

S =2
I du £°(u)
0

=2
(3.0) gls) T(s) = L (s) |
I du F2(u)
0

4

Ecrivons le mouvement brownien ¥° sous la forme :

t ]
w- _ -—
¥, = Xt IO ds g(s) IO f(u) dXu .

I1 vient alors, en intégrant la fonction f par rapport aux deux membres de

1’égalité ci-dessus :
t t t u
I Fu) dy® =J' f(u) dx -I du F(u) g(u)U f(s) dX)
0 u 0 v Jo 0 s

On est ainsi amené naturellement a définir la suite (Xin)) des processus

suivants, au moyen de la formule de récurrence :

X(n+1)

t t
o) 2 (e -J' du Fw guw) x™ ; x©@ =I F(u) dX .
t 0 u t 0 u

On obtient alors la formule :

(n) t
x® =j dX T(s) L (8(t) - o(s))
t 0 s n

1 t
ou 1’on a posé : o(t) = I f(s) g(s) ds = - log[f 2(s) ds] ;
t 0

1
en particulier x™ = I dX f(s) L (- #(s)).
1 0 s n
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La suite des fonctions [f(s) Ln(-G(s)) ; S € [0,1]] est une base orthonor-
neN

mée de Lz([0,1]). 1Hc(u)du), (X:n))nelN est une suite de variables gaussiennes

centrées réduites indépendantes, engendrant 1’espace gaussien

1
{I ax_ pw) 1| p e Lz([o.m}
0

(n))

Par construction, la tribu ¢1 est indépendante de la suite (X1 et donc

nelN

1
de la tribu c{j dX_ p(u) IHc(u)l pe Lz([o,ll)} qu’elle engendre.
0

Soit donc p € 12(10,1]1) ; d’aprés les résultats ci-dessus, on a :
1 1 1
E[exp[IO qu p(u)] ¢1] = exp[Io qu p(u) IH(u)] E[exp[fo dxu p(u) 1Hc(u)]]
1
= E[exp[Io qu p(u)] 3;] H

1
1’assertion 2 en découle, car les variables {exp[[ qu p(u)]l p e Lz([O,ll)}
0

sont totales dans LZ(Q‘,gl,H).

c) Dans le cas ou il y a perte d’information en 1’infini, la démonstration de
1’assertion 2 du théoréme s’adapte mot pour mot en remplagant la borne t =1
par t = ». S’il n’y a pas perte 4’ information en 1’infini, 1’égaliteé @m =¥
découle trivialement de (T)7(F ) = ¥ .

d) Il nous reste maintenant & identifier ¥ et 5; aux ensembles W-négligeables
prés. Nous reprenons, en la modifiant de maniére adéquate, la démonstration du
corollaire 4 (nous noterons ici simplement T pour Tw).

Nous montrons tout d’abord : pour toutes fonctions F, G € LZ(Q’,ﬁm,H).

(3.p) E(F (G + TV)] —3 EIEIF|%] Gl

*
T préservant W, on peut se limiter a le montrer pour F et G dans L2(Q ,?p,w)
(p € N) ; d’aprés l'assertion 2) du théoréme, le membre de gauche de (3.p)

converge alors vers :
E[E[F|3'] G] = E[E[F|%’] G]
P L

(les tribus ?p et 3. sont indépendantes conditionnellement a ?;).

D’aprés (3.p), on a donc, pour toute fonction G invariante bornée :



247

EFG) = E[E(F|#.] GI,
et donc : E[F|$.] = EIF|$],

d’ou 1’on déduit, ¢ = 5; aux ensembles W-négligeables pres. o

4. Etude d’une équation différentielle stochastique linéaire.

Dans cette derniére section, p est une mesure de Radon diffuse (signée)
sur 10,1] ; (?t) est une filtration vérifiant les conditions habituelles et

(Bt)tzo est un (?t)-mouvement brownien réel, issu de O ; (Bt) et (Bf - t) sont

donc des (?t)—martingales continues.
On se propose de décrire les propriétés de toutes les solutions continues

de 1’équation :

t
(4.2) X =B, + Io X, dy(u) (Osts1)

t t
L[ X du(u) est définie ici comme lim p.s. I X du(u), limite dont on suppo-
o " £—0 e "

se l'existence].
On associe a la mesure pu la fonction M(t) = exp[u(]t,l])] (0<ts1).

On utilisera de fagon récurrente le fait qu’une solution X vérifie toujours la

relation :

Mw . 1 Y
(4.b) xt=xum+mj‘u M(r)dB_ O<ust=1).

ou, si on veut faire disparaitre les intégrales stochastiques :

t
(4.b") X, =B, + (X -B) Mu,th) | I B e"(]r't])dp(r)
’ u

L’équation linéaire (4.a2) a déja été utilisée par Chitashvili et Toron-
Jjadze [2] pour illustrer des résultats d’existence et d’unicité des solutions
d’équations différentielles stochastiques ; pour Chitashvili et Toronjadze, p

est une mesure diffuse (signée) aléatoire vérifiant :

1 /
I elnl(]r,l]) ZI‘LOSLOS% dlnl(r) < ®p.s.,
0
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assurant ainsi (en vertu de la loi du Log-itéré) la convergence p.s. de 1’in-
1

tégrale J |Br|
(0]

elﬁl(]r'll) d|u|(r) et 1’existence de la solution :

t
- p(ir,t])
Xt = Bt + Ig Br e du(r)

u(lr,tl)

t
(On notera que t — I Br e du(r) est a variation finie ; X est une
0

(?t)—semi-martingale si, et seulement si o{u(ls,t]| s s t} ¢ 9t pour tout t).

Nous nous plagons ici dans un cadre a la fols moins général (pour nous, p
est déterministe) et plus général puisque nous cherchons des critéres
d’existence de solutions de 1’'équation (4.a) sous la seule contrainte : p est

une mesure de Radon sur 10,1].

(4.1) Etude de 1’unicité des solutions.

Soit (Xt) et (X;) deux solutions. On a alors :

t

x(t) =X - X = Io x(r) du(r).

On en déduit que x(t)M(t) est une fonction constante sur ]0,1]. Or on doit

avoir : lim _x(t) =0, d’ou la :
0

Proposition 13 :

1) I1 y a unicité de la soluti'on de 1’équation (4.a) si et seulement si M(t)
ne converge pas vers o lorsque t tend vers O ;

2) si M(t) og o toutes les solutions se déduisent de 1’une d’elles par
1’addition de ﬁ%—T’ ou C est une v.a. quelconque. En particulier s’il existe

une solution, il en existe une unique, soit X(l), telle que X:l) = 0.

(4.2) Etude de 1’existence des solutions.

Plagons nous d’abord dans le cas ou il y a a prioni unicité. D’aprés la

proposition 13, on a : limuaoM(U) < +o ; soit (uh) une suite de réels, u > 0,
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M(u )
n

u — 0 et lmu—)oM(U) = limnM(un) ; [Xu

] converge alors p.s. vers 0
n M(t)/n

t
» - 1 . s 4
et, d’'aprés (4.b), Xt. = 11mn 6] Iu M(r)dBr ; une condition nécessaire et
n

suffisante pour que cette derniére limite existe est :

1
(4.c) I M(r) dr < w.
0
On a alors :
(0) 1 t
(4.d) X =X = J. M(r)dB pour tout t > 0 ;
t t M) 0 r

Inversement, si (4.c) est réalisée, le processus X(O) défini par (4.d) est

continu sur ]0,1] et vérifie, d’aprés 1la formule d’Ito, pour 0 < € < t =1

t t ,r
x@ = x@ +I dB —I U M(u)dB] M(r)
¢ € e € VYO0 M%(r)

(0)
€

t
_ _ _ (0)
=X + Bt Be ‘[e Xu du(u).

(0)
t

(0)
)

L’équation (4.a) a une solution (égale a X si, et seulement si, X

(0)

converge p.s. vers 0O avec t ; X étant gaussien, cela nécessite que XEO)

2
converge dans L™ vers 0, i.e.

1

(4.e) lim
2 M3 (1)

t

t2
IM(r)dr=0.
(0]

Plagons nous maintenant dans le cas ou il n’y a pas unicité, c’est a dire
M(t) rorv Al Nous avons vu (proposition 13) que s’il existe une solution, il en

)

existe une X'V telle que X:” = 0.

Si 1’on note Et = - xP et B. =B -B " € est alors solution de :

1-t t 1 1
t -~
€t = Bt - '[0 5“ du(u) (t < 1)

ol it est 1’image de p par t — 1 - t (i est une mesure de Radon diffuse signée
sur [0,1[). Cette équation admet une unique solution, notée encore (£ )

tit<’
L’existence d’une solution de 1’'équation d’origine sera résolue si 1’on a :

Or, on a la formule explicite :



250

t L
§t = .[0 exp—u(]r.t]) dBl"= m Io M(l-r)dBr H

lim &

t-1

L = 0 nécessite en particulier ——— I M (1-r) dr — 0 ou encore :

M2 (1-t) o1

(4.1) lim M(r) dr =
+0 Mz(t) ’[

Progositlon 14 : 1) Si l_hgwoM(t) < w, il est nécessaire et suffisant pour que

(4.a) ait une solution que les deux conditions suivantes soient réalisées :

1
(4.¢) I M3(r) dr < w et
0

(4.¢’) lim M I M(r)dB_= 0.

© _ 1 . by s s
La solution est alors Xt = ¥D J-O M(r)dBl~ ; (4.e’) implique (4.e).

2) Si limt_)oM(t) = o, il y a existence d’une solution de

(4.a) si, et seulement si :

1
, 1 ~
(4.£7) lin, . 505y It M(r)dB_= O.

wm _ _ 1 .
. = TN '[t M(r)dBr est alors la solution de (4.a) rnulle au temps 1 ;

(4.f’) implique (4.f) et est en particulier vérifiée sous (4.c).

Transformons par changement de temps les conditions nécessaires et

suffisantes d’existence de solutions de (4.a) données par la proposition 14.

* Lorsque Mt.—)o M(t) < », on doit avoir :

"
o

1
2
IO M(t) dt < » et lim g J' M(r)dB_

M

1, $(t) 2
soit pour t < I M°(s) ds, {(t) € R tel que I M“(s) ds
0 0

t, ¢(t) =M o f(t)

10) 1 :
et Bt. = I M(r)dBr =0 ; [Bt' t < I Mz(.S) ds] est un mouvement brownien ;
0 0

1_15_)0¢(t)<m,1

1
du < w et lim B = 0.
0 ¢z(u) t>0 ¢iti t
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Comme (Bt)">° a méme loi que “’BUt)»o’ ce groupe de conditions se réécrit,

avec ¥(x) = x ¢[)l(], sous la forme :

(4.8) lim Muor ! dx<wetlim ~— B =0.
: ——x30 X ' ¢2(x) x>0 B(X) x

1
* Lorsque lim'__)o M(t) = w, on peut se limiter a traiter le cas ou I M’(s) ds
_‘ 0

1
est infini. On introduit ¢ décroissante sur R_ telle que t = J M’(s) ds et
g(t)

Y(t) =M o g(t). Les conditions d’existence (4.f’) deviennent alors :

00
(4.h) lim _ y(x) = o,
x>0 J.o Vi (x)

1 =
dx =1 et limx—)NWBx = 0.

Nous sommes donc amenés a caractériser la classe des fonctions h continues
strictement positives sur R+, telles que : limx_m ﬁ%—ﬁ Bx = 0 p.s. ; nous
n’avons pas trouvé dans la littérature de réponse a cette question, sauf sous
1’ hypothése supplémentaire : x — x_uzh(x) est croissante (on dispose alors
des critéres "classiques" de Kolmogorov ou Dvoretsky-Erdés avec lesquels le
critére (4.i") ci-dessous coincide (voir, par exemple, [5], I-8 et IV-12)) ;
1’équivalence de (4.i’) et (4.i") a été fortement inspirée par Kesten [11]

(Appendice, Lemme 2).

Proposition 15 : Soit h continue positive sur R, et n(x) = inf“>xh(u) (x =z 0).

Les conditions suivantes sont équivalentes :

. 1 _ .
(4.1) limx_m m)— BX =0 pP.s. ;

B 1 - .
(4.1 ) limx_)mmB —Op.S. H

x

“ 2(x)) 1
(4.i") J- exp[-c n—x_] % dx < o pour tout € > O.
1

Démonstration : \

vx

x>0 h(x)

1) Plagons nous sous 1’hypothése (4.i) ; on a : lim = 0, d'ou

limx_)wh(x) = o ; N est continue, croissante et strictement positive sur IR+ R

on a aussi, pour R processus de Bessel de dimension 3 issu de O,
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R

X
Um e RGO

=0p.s. ;

=

> = u = = =
posons pour X, y > 0, Nx SUP .. ATQ)’ Ly sup{t]Rt v}, Ty inf(t|Bt = y}

1

= - ¥ = L
M P R BTV Y E SR R T AT

[0) d H y = . ’ & & N N
n a donc limy_)m mL_y) 0. D’aprés un résultat bien connu de D.Williams,

(Ly) 20 2 méme loi que (Ty)y>0 ; (4.i’) résulte enfin de 1’inégalité :
1
sup - Bt =

z
e a(t) SUP >, AT

I1 est immédiat que (4.i’) implique (4.1i).

N vx
2) S ’ L1 iori : 1i = 0.
) Sous 1’hypothése (4.i’), on a a priori 11mx_m (X 0
Soit V = 22 sup ﬂ[ , ~ B | ; on a les inégalités :
2 st=2" 2"
I8, | B, - B .l
sup _"__ < ; IB l + sup _.._2.__
n n+1 n(t) n n n n+1
2 st=2 n(27) 2 2'=t=2 n(t)
n/2
2 v+t B |;
22" "t oah 2"

1 p(mev)/2 lBt - B2n| |Bt|
e n+1 Vn = sup n n+1 = 2 sup n n+1 (L)
vZ q(27) 2"<t=<2 7n(t) 2 <t=2

B |
1 < l t
°t n(2") IBZ"I B supz"Stsz'"l ()

*
Les v.a. Vn étant 1r/1c21épendantes et de méme loi que B1 = sup05t51|Bt|, (4.i%)
n

implique : limn = Vn = 0 , ce qui équivaut, d’apreés le lemme de Borel
n(27)

Cantelli a la condition :

(4.1i"*) ZIP[B: > 22 n(z“)] ) pour tout @ > O.

le,,I
Toujours d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, (4.i"’) assure : limn -
n(2")

Finalement, (4.i’) et (4.i"’) sont équivalentes. L’équivalence de

= 0.

(4.i"?) et (4.i") résulte quant a elle des inégalités :
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1/2 o

2 1.2 » 12

[ﬁ] I exp[—;u] du = IP[B1 > ] =2 exp[ 50:]
@

k+1

et Z Jzk exp[— 2e 271 nz(z““)] )1—(dx
k=0 "2

k+1

2
= J- exp[—e %‘l] )l(dx = Z JZ" exp[— 22 k*r)z(zk)] %dx . o
1 k=0

Revenant par changement de temps a la situation oi'iginelle, on peut

énoncer la

Proposition 16 : 1) Si _lﬂt_)oM(t) < o, il est nécessaire et suffisant pour

que (4.a) ait une solution que les deux conditions suivantes soient réalisées

1
(4.c) J. M(r) dr < o
0

et avec M(u) = inf M(v)

<, ’

u |V 5
J-M(s) ds
(o]

M (u) .

(4.e") J' T—u— exp|-€ yz(u) I M(s) ds| du < w pour tout &£ > 0.
o Ms) as °

0

2) Si limHOM(t) = o, il y a existence d’une solution de

(4.a) si, et seulement si, avec ﬁ(u‘) = infvsuM(v) :

MZ (u) M2 (u)

(4.f") J I ] du < o pour tout € > 0.
of M2(s) ds
u

exp[-c T
J' M2(s) ds
u

(4.3) Etude de 1’adaptation a (9t).

Dans le cas ou il y a existence et unicité, 1'unique solution est, d’aprés
la proposition 14, adaptée a la filtration naturelle de (Bt). Il reste donc a
considérer le cas ou il n’y a pas unicité.
Proposition 17 : Lorsque limt_)oM(t) = o, 1’équation (4.a) admet une solution

adaptée & la filtration (?t) si, et seulement si :
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1
(4.¢) I M3 (r) dr < o ;
0

dans ce cas, les solutions adaptées sont données par X(°)+ }% ou C est une v.a.

?o-mesurabl e.

Démonstration : sous 1'hypothése (4.c), on a vu au paragraphe (4.2) que X(O)

_____________ ()

est solution de (4.a) ; X est (?t)—adapté et toute autre solution s’obtient

en ajoutant a x® un processus de la forme (voir (4.1)) ; 1’adaptation

C_
M(t)
a (9t) nécessite que C soit 9°—mesurab1e. Inversement supposons que X soit une
solution (Ft)-—adaptée et montrons que (4.c) est satisfaite. Toujours grace a
(4.b), on a pour 0 <u<t,
X, = X M(u) | 1 It M(r)dB_et, pour A réel

w MO * WD) | P 6P '

ElexpiaX,] = E[ {expd\[ LS J' M(r)dB |s~'}]

- . M(u) 52
= E[exp mxu M) exp[ A

..

t .2
Mz(r) dr]
u M°(t)

on en déduit, t > 0 étant fixé, en faisant tendre u vers 0 :
|Elexpiax, 1| sexp[ I Mz(r) ] ;
o M (t)

si la condition (4.c) n’était pas satisfaite, on aurait donc pour tout A # O

E[expiJ\Xt] = 0, ce qui est incompatible avec la continuité en A = 0 de 1la

fonction caractéristique de la variable Xt.

(4.4) Etude de 1’existence d’une solution semi-martingale.

On utilisera plusieurs fois le résultat suivant (Fernique [4] ou

Jain-Monrad [6]) :

Lemme 18 : Soit (Vt) <<, Un processus gaussien continu ; si t — Vt est &

variation finie avec probabilité positive, t — Vt est 4 variation intégrable.

Démonstration : Si W est une v.a. gaussienne centrée, de variance o® et si

P[A] = «, on a pour tout w € R :

E[|W - w] lA] =z E[|W - w| l{lw - w| sa):]

2172 1 ()2
= E[|W] 1(le < a)] =0 [E] [1 - exp—i[;] ]
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1
Soit (Vt')os'_51 un processus gaussien continu tel que P[Io|dvs| < oo] >0 ;

notons pour t € [0,1], Vt = VL - IE[Vt] ; pour montrer que V est & variation

intégrable, il suffit de montrer que V est a variation intégrable ;

1 1
soita:elRaveclPUldv|<m]=a>0etA={f|dV|<x};
0 s 0 8

pour toute subdivision (0 = to s tl s ... s t.k = tk* = 1) de [0,1], on a :

1
1
X =z E[I0|dvs| 1A]

k

iy ) 1 - v ]

i=1

2 Kk
1(a
[1 - exp—-z-[g] ] [lzllEHVt“l- Vt!“] ,

1

v

v

@
|dv|]s——. o
s

si82=sup >
1 - exp-1|2
p26

0ss, t=1

!E[|Vt - Vsll ; par suite, IEUO

Proposition 19 : Lorsque limt_)oM(t) < +w), il y a existence (et unicité) d’une

solution semi-martingale de (4.a) si et seulement si :

1 2
(4.c) J- M(r) dr < o ;
0
1 u 1/2
1 2
(4.j) —-[ M°(r) dr] dlp|(u) < o .
'[0 M(u) Io
Démonstration :

’

t
La solution de (4.a) est donnée (pour t > 0) par x@ = —I—J M(r)dB ;
t M(t) 0 r

la filtration naturelle X de X coincide avec la filtration naturelle de B ;

0)

o
comme Xt .

t
- Xe = Bt - Be + I XLO) du(u), B est la partie martingale locale
€

)

continue de X et I X:o du(u) est sa partie a variation finie ; le processus
0

gaussien I X‘(IO) du(u) est a variation finie, donc a variation intégrable
0

t
(lemme 18), ce qui équivaut a (4.j). Sous (4.j) lime_)0 J- X‘(IO) du(u) existe,’
€

(0)

de méme que lim X
€ ‘€

qui vaut nécessairement 0. o

Passons au cas ou il n’y a pas unicité, c’est a dire limt_)o M(t) = o, mais
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imposons dans un premier temps :

1
(4.¢) I M2(r) dr < .
0

On sait que la solution générale de 1’équation (4.a) est : X = x4 ¢ ou C

M
est une v.a. quelconque ; comme C = limc—ao M(t)Xt. C est 16-mesurable si (It)
est la filtration engendrée par X ; X est aussi la filtration engendrée par

C + I M(r)dBr, ou par C + B puisque M ne s’annule pas.
0

On a un premier résultat partiel :
Lemme 20 :
1 2 1 1
Sous les hypothéses : lim M(t) = =, M°(r)dr < w et o=y dlp|(r) < o
-0 0 0 M(r)

©, % est une semi-martingale si et seulement si C + B en

est une (c’est a dire : B est une semi-martingale dans sa filtration naturelle

la solution X = X

grossie au moyen de la v.a. C).

1
Démonstration : la condition I ﬁ%F)d|p|(r) < o signifie que % est a variation
0

0)
u

1
finie (%(0) = 0) ; elle implique ici (4.g) et assure que I X |d]u| (u) est
0

t
_ C (0) s : s
fini. Comme Xt = Bt * ¥D + Io Xu du(u), X est une semi-martingale si (et
seulement si) B est une X-semi-martingale (ce qui équivaut a C + B est une

semi-martingale). o

Un deuxiéme résultat partiel concerne le cas ou la solution X = x4 g est un

processus gaussien. (B,X(O),C) étant gaussien, on peut écrire :

1
C=c+7+Iq(v)dB
0 v

1
ou q est une fonction déterministe, I q?(v) dv < », c € R et 7 est une varia-
0

ble gaussienne centrée indépendante de a(Bv, 0sv =1). X est la filtpnation
de B, grossie avec la variable C.
On a donc (Jacod (7] ou Chaleyat-Maurel & Jeulin [11) :
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1
tas 7+ J c}(u)dBu
_ = v
Bt = Bt + J q(v) : T 5 dv
0 Ely"] + I q" (u)du

v

ou B est un (It)-mouvement brownien,

1
8 = inf{v| El3°] +J G3(r)dr = 0} A 1, et 1’intégrale
\'4

1
u 7+ I q,(u)clBu

v
lim%(s J q(v)
0

dv converge (mais 1’intégrale n’est
El7°] + ‘[ 4% (u)du
v

pas nécessairement absolument convergente si ¥y =0 ...).

® latv) |
B est une X-semi-martingale si et seulement si dv est

5 1 5 1/2
0 [IE[zr ]+ Iq (u)du]
v

fini. B est la partie martingale continue de X et le processus gaussien

1
t 7+ I q(u)dBu v
J [q(v) A dv + M}V) [c +J' M(u)dBu] du(v))
0 El7°] + I 4%(wdu 0
\'4

en est sa partie a variation finie, donc & variation intégrable (lemme 18).
Soit u = B, + B la décomposition de p en somme d’une mesure absolument

continue B o= ¢.dt et d’une mesure singuliére us ; on a donc :

1
t 7+ q(u)dBu v
‘EU Iq(v) < + oy [c +_[ M(u)dBu]‘ dv]
0 El7°] + I 4% (wdu 0
v
t 1 \%
" IEU oy Ic " Io M(u)dBul d|ps|(v)] <,
0
soit :
t v 1/2 1 1/2
* J M%v) [lcl + EL1YV2 4 [[ (q+M)2(u)du] + [J qz(u)duJ dlus|(v) < o
0 0 v

t
(v)
* |CI I I%T%Tl dv < » ;
0
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t v) ) S :
» q ; :(3) [E[yzl + I qz(u)dux]2 dv < o,
0 [E[rzl + J qz(u)du] v
v
172
j |%| [ (g+M) (u)du] av < @ .
0
Si C = 0, on doit avoir (4.g) ; si C # 0 il faut I d|u|(v) < .

En résumé :

1
Progosition 21 : On suppose : li"kaoM(t) = o, I Mz(v) dv < o ; soit X une
0

solution de (4.a), supposée gaussienne ; C = limteoM(t)Xt.

i) Si C = 0, X est une semi-martingale si, et seulement si, (4.j) est vérifiée

ii) Si C # 0, X est une semi-martingale si et seulement si % est a variation

finie et C + B est une semimartingale ; avec C = c + ¥ + I q(v)dBv

ol q € LZ([0.1]), c € R et ¥ est une variable gaussienne centrée indépendante

de w(Bs, 0 sv =1) ; cela signifie :

3 -1/2

3
[ lg(v)] [mf] +j () du] av < .
0 v

Restons dans le cas ou il n’y a pas unicité, c’est a dire : limtaoM(t) =

mais imposons maintenant :

1 1
J' Mi(u) du = w et lim —2—1—— Mi(v) dv = 0
M°(t)

Sur ]0,1], la solution générale de (4.a) est alors Xil) + —%—

) ; X est la plus
1
petite filtration rendant adapté le processus C - I M(v)dBv ; pour tout t,
t
x aa(J' M(v)dB, u=t) = B .
t \4 t
Lorsque X est un processus gaussien, on peut & nouveau écrire :

1
*«+C=c+7y+ I q(v)dB , ou q est une fonction déterministe, I q?(v) dv < o,
0 M 0

c € R et y est une v.a. gaussienne centrée indépendante de a(Bv, 0=v=1).
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. Bt, = Bt +I k(v) dv,
2 1 2
ou B est un X-mouvement brownien, n = inf{t| E[2°] + I (@ - M)"(u) du = 0} et
t

n
7+ (q - M)(u)dBu

K(t) = (g - M)(t) —— & ;

El+°) +I (g - M2 wdu

notons que 7 est strictement positif (q € L% et I Mi(v) dv = ©) et que B est
une X-semi-martingale sur (0,7l U |k(v)| dv est fini pour tout t < 7)] ;

n t
I k(v) dv = lim I k(v) dv existe et I |k(v)] dv est fini si et seulement
t>n-
0 0 0

-172

n
n
si J g - M| (V) [E['Jz] + I (q - M)2(u) du] dv est fini (lemme 18).
v

t . t tAn
Comme : X =B +fxau(u)=s +J'Xdu(u)+f k(v) dv,
t t 0 u t 0 u 0

si X est une X-semi-martingale, B est la partie martingale continue de X et
. <A
=I X du(u) +I k(v) dv
o " 0

est sa partie & variation finie ; & nouveau, le processus gaussien V est a

variation intégrable, soit :

n N Y]
- > EU |dVr|] - | E[|n(r) . qu(r)|] ar + [ ELX |1 dlu | )
0 0 r 0 v -

n
=J dvE[c
0

14 [4 v
o) + ﬁ(v)J'O qlu)dB_ + ...

- n
%(v) + (q - M) (v) o+ I (g - M)(u)dBu]
El4%] + f (q - M3(u)du v
v

|

0
+J E[|X |] dlu | (v)
0

n
1 1/2
1
soit : J m)Ut Mz(u)du] d|ns|(t) <o,
0
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n
|| J lele) av < w

0

n
v 172
J l%l(v) [I qz(u)du] dv < w et
0

0
[ﬂ
0

Remarquons que si X est une semi-martingale,

t
ElX |7] = Eﬁ%f% = E[A [7) = Io [E[Xulwl dp(u) + Elk(u)|7] du] (si t <)

(g - M)(v)

4
ﬁ(v) +

2 m ) 172

JE[FT] + I (g-M) (u)du] dv < ©

2 o 2 v

Ely"] + I (g - M)“(u)du
v

est a variation intégrable ; si c2 + E[72] # 0, X n’est une semi-martingale

que si é est 4 variation finie ; plus précisément :

* si E[wzl #0, n =1 et X est une semi-martingale si et seulement si :

(4.k.1) % est a variation finie

1 1 1 5 172
(4.k.2) W)Ut M°(u) du] d|us|(t) )

0

1 1/2
(4.x.3") J Lv) + (q < M) (v) e + I (Q'M)z(u)du] av < w
0 El°] + j (g - W3(wdu v
v

(4.k.3’) équivaut a (4.k.3) : I dv < ®

1 172

?v) U Mz(u)du] ()
\4

0

1 5 172
U M (u)du]
\'4

* si E[72] =0 et c # 0, il faut a nouveau (4.k.1) et (4.k.2) ainsi que :

(4.k.4") J
0

(4.k.4’ ) se scinde en (4.k.3) et

(g - M)(v)
1

gv)
I (g - M)?(u)du
v

1 1/2
. J. (g - M)z(u)du] dv < o ;
A\’

lq - M| (V)
(4.k.4) J - —
U (g - M)z(u)du]
v

dv < o.
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* Si IE['arZ] =0 = ¢, pour que X soit une semi-martingale, il faut et il suffit
que (4.k.2), (4.k.3), (4.k.4) soient vérifiées, ainsi que :

n
\"4 172
(4.k.5) JJ%L(v) [J‘ ) du] av < o.
0
0

* en particulier, pour que X" soit une semi-martingale (cas C = 0), il faut
et il suffit que (4.k.1) et(4.k.3) soient vérifiées.

En résumé :
1 2
Proposition 22 : Sous les conditions limt_)oM(t) = w, I M“(u) du = o et
0
1
lim 1 I M’(u) du = 0, il existe une semi-martingale gaussienne
t>0 2
M7(t) “t
solution de (4.a) si, et seulement si :
1 1 1 5 1/2
(4.k.2) S Ta M“(u) du dlp |(t) < o
M(t) t s
et
1 1/2
(4.k.3) ?(v) IMz(u)du - MY cw
M v 1 2 172
0 U M (u)du]
v
Alors une solution semi-martingale gaussienne particuliére est Xu) et la
solution semi-martingale gaussienne générale est de la forme : xM . g ou

1 1
C=c+ g+ Jl q(v)dBv (q déterministe, ‘[ qz(v) dv < o, c € R et 7y v.a. gaus-
0 0

sienne centrée indépendante de o{B , 0 = v = 1}) 4 condition que :
v

. 1 N s s .
* siy#0, M est a variation finie ;

1
¥ si gy =0 soit n = inf{(t] I (q - M)2(u) du = 0} ;
t
[g - M| (V)

n 2 1/2
U (G - M) (u)du]
v

v 172
. sic=0, J %l-(v) U qz(u)du] dv < o et
o]
(o]

+

dv < »

.sic=#0, % est a variation finie et J
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lq - M| (v)

n
J M R 172
L[ (g - M) (u)du]

v

dv < o .

(4.5) Exemples.

On se limite a p absolument continue.

i) Exemple A : On considére ¢(u) = % (A # 0) ; alors, M(u) = u_h.
* 11 ne peut y avoir unicité que si A est négatif ; on a alors :

1 u 1/2 1

J J-%%—;l[j M(r) dr] du=——7\—-—-—‘|‘ W du < w;
0 0 vi-2x70
(0) A t -A
la solution est donc Xt =t I r dBr ; c’est une semi-martingale continue.
0

*Sia>o, limt—)enM(t) = o ;

** pour A < % , I M?(u) du est fini ;
0 .

t
les solutions Xt =C tA + tA I r_k dBr sont continues en O ;
0

ﬁ%f) = tA est a variation finie et X est une semi-martingale si et

seulement si C + B en est une.

** pour A = % s I M2(u) du est infini et il n’existe plus de solution
0

1 1-2A < 1
. o1 (t 1) si A > 3
B-adaptée ; cependant I M2(u) du =

t
-Logt sia=21
2

1 172
¢ 2 _ M(r)
et J ﬁ(r) [I M (u)du] ——T—;~—————775 dr
0 r U M (u)dU]
r

-Al (tl-zh - 1)7V2 gt

=v2x - 1 J lu""(za R T SR ANED S
0

2A,-1/72

=\/27\-1J lx(zx-1)“’(1-t“)—1| t-tMH"at <w



263

-1/72
(si A = % on obtient J I%Logt - 1| (tLogt) 172 4t < ©) ;
: 0
A 1 A
Xé” =-t j r " dB est une semi-martingale continue.
t r

ii) Exemple B :

On considére : M(t) = t3(1 + t° + sin%)c. avec a <0, b, c>0eta+bc>0 ;

.1 4
= - = - = ¢
limt M(t) limk M(Gk) (ou ok 3 2kn)
=1lim _ ™" =0 (il y a donc unicité ...) ;
k>0 k

= - s 1o
hmt—)o M(t) = limk_*o M('nk) (ou T + 2km)

a byc _
limk_)m nk(z + nk) = .
Une premiére condition nécessaire d’'existence est I Mz(u) du fini , i.e.:
0

+00
© > _[ dt t2(1 + t° + sin%)zc = I W 4 0™ 4 sinu)® du
0

comme a + bc > 0, une condition équivalente est
+00 1
J- w2 (1 4 sinu)® du < , soit 2(1 +a) >1oua > -5 -

On supposera cette derniére condition vérifiée dans la suite.

u
Notons que pour u — 0, J Mz(r) dr est comparable a u®*! et que

1 u 172 Vl_l
[ > I M2 (r) dr] est donc comparable a 5 ool
M“(u) Y0 (1 +u + sinﬁ)
‘b ) . , vu .
une condition nécessaire d’existence est lim — Y% = = 0, ce qui
(1 +u® + sin%)c

nécessite 1 - 2bc > 0 ; cette derniére condition est d’ailleurs suffisante en

vertu de la loi du log-itéré jointe a :

u u
[ 1 I Mz(r) dr] X LogLogU Mz(r) dr] = u Loglogu
0] 0

— 0
MZ(u) (1 +u® + sin:-‘)zc u—0

1 e(w) u 5 172
f JW_TL U M“(r) dr] du est donc fini en méme temps que
o M4 0
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Vu -
I 5 Te % + : T [bub't -u 2cosl ]l du
0 (1 +u + sin-) 1 +u + sin- u
u u
00 u-1/2 a ¢ -
ou que I _— gt ——=— [bu il cosu]l du ;
(1 +u " + sinu) 1 +u + sinu
00 -3/2
_ n n u R
avec 8 = -g - 2 et p=¢ - -, I du est de méme nature que
2 -b
(1 +u "~ + sinu)
+2kn w32 _ £ d
ZJ'p = ; du & z K32 J‘ - u _ = Z Kk (be-3)72
- c
K Seokm (1 +u " + sinu) K 0 (u" +k) k

qui converge si bc < 1 ; reste a considérer

o Y ot
I pr 7 |PY - cosu| du ;
(1 +u + sj_nu)c
® - (b+3/2)
I u‘b — converge (b-bc+1>0sb+3- b(c+1), 1
(1 + u + sinu)® 2 2
] -1/2
u

tandis que I |cosu| du diverge.

(1 +u® + sinu)°®?

Il y a donc existence et unicité si et seulement si :
a+bc>0,1-2bc>, 2a+1>0 (b,c>0, a<o0);

la solution n’est jamais une semi-martingale.
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