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PRECISIONS SUR L'EXISTENCE ET LA CONTINUITE DES TEMPS
LOCAUX D'INTERSECTION DU MOUVEMENT BROWNIEN DANS ﬂ(z

Marc_YOR

Introduction

Soit (Bt ; t 2 0) mouvement brownien a valeurs dans ]Rd(d =2o0u3).

L'étude de la mesure aléatoire, définiepour t € R _, par :

t t
. d - -
ut’w cAe (RT) » ut’w A = [o ds L du f((Bu BS) (w)>
a 6té menée récemment par plusieurs auteurs (Rosen [5], [6], [7] ; Dynkin [1] ;
Le Gall [3] ; Yor [9], [10]).

En particulier, 2 la suite des études générales de Geman-Horowitz-Rosen [21, J.
Rosen [5] montre, pour tout t € R, _, 1l'existence d'une densité (a(y ; t) ; Yy € R7)
de p ¢ par rapport a la mesure de Lebesgue, ainsi que 1'existence d'une version
bicontinue de (a(y ; t) ; y € ]Rd\ {0}, t=20).

On a donc, pour toute fonction f : ]Rd + R, , borélienne, et tout t = 0:

t
(0.a) f ds It du £(B -B.) = [dy fly) aly 5 ©)

o 'S
L'outil principal de Rosen est la transformation de Fourier (cf : [51; [7]1), bien
que quelquefois, il utilise la méthode maintenant classique qui a servi pour la
construction des temps locaux du mouvement brownien sur R (cf : Meyer [41).
Cependant, méme dans ce cas, les estimations faites par Rosen s'appuient encore
fortement sur la transformation de Fourier.
Le but de cette Note est de présenter l'existence et la continuité de o dans le
cas d = 2 de facon aussi simple que possible en suivant strictement la méthode
unidimensionnelle, et, en particulier, d'améliorer les résultats de continuité sur

o déja obtenus par J. Rosen ([5]1, [7D).
Le résultat de continuité obtenu ici est le suivant :

THEQREME : Le processus (G(y ;s) =Taly ; s) - s log -|—27|- % €]R2\ {0}, sz 0)

admet un prolongement continu d tout (y,s) f-'.]RZ xR,.

Ce prolongement, quell'on note encore ,o\f', vérifie : pour tout t > 0,

= o 1
1im . sup |alxz ; s) -aly ; 8)| <= p.s.
890 (70, 1)7/2 sst

9% Jo-y | <6
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(1.1 Nous reprenons, en la simplifiant au maximum, 1'approche déja développée en

(9].
Soit y € R2~{0},et ¢ >0 . Ona, d'aprés It :

log(e + |B,-B_-y|) - log(e + |y|)

_ Jt dy (1B, -Bs-y ) 1 Jt du

- o 7 L o 72
s c+[B,-B .y s (e+[BB-y))
t B -B - t

- f B, ; us™ ) 1 + %-{ du £ >
s |B,-Bs-yl e + |B,-B_-y]| s |By-Bg-yl (e +|B,-B.-y])

soit, en intégrant les deux membres de 1'égalité ci-dessus par rapport a (ds) sur
[0,t]

t
I ds{log(e + |Bt-BS—Y|) - log(e + [y])}
)

(1.a)
t u B -B_-y
- [Cam, s [ a2 L)+,
o o |B,-B.yl (e+|B,-ByD)
t t
on a1 I ds [ du € .
0 s |By-Bg=y| (e + [B,-B-y[)

Pour parvenir & (7.a), on a interverti 1'intégrale stochastique en (dBu), et 1'in-
tégrale en (ds) ; ceci ne présente aucune difficulté, 1'intégrand étant borné.

Faisons maintenant tendre ¢ vers O en (I.q) :

- 1'intégrale en (ds) converge p.s. et dans LP vers :
t
J ds {log IBt-BS-yI - logly|}
o

- 1'intégrale en (dBu) converge dans tous les LP wvers :
t u B -B_-y
f (dBu ; I ds —% 3 ),

0 IBu—Bs-y]

ceci étant d'ailleurs valable pour tout y € BRZ (y compris y = 0).
Pour démontrer précisément cette derniere convergence, on utilise principalement le
théoréme de convergence dominée de Lebesgue, et le fait que, pour tout y€ ]{2 , et

appartient 2 tous les LP (voir [9] pour plus

u
tout u > O, la variable f
o [Bg-y|
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de détails).

En conséquence, le processus croissant A(i) converge dans LP , lorsque ¢ »~ 0,
Vers un processus croissant que 1l'on note Ta(y ; t).
On a donc obtenu la formule :

t t u Bu—Bs-y
(1.b) [ ds {log |Bt—Bs—yl - log |y|} ={ (dB, 3 f ds ———) + Ta(y;t).

o ) o |B -B_-y|

u s

Remarquons ensuite que 1'on déduit aisément de cette formule 1'existence d'une

version de o mesurable en (y, w, t).

(1.2) Nous identifions maintenant o comme densité d'occupation, c'est-a-direque a
satisfait la formule (0.a), pour toute fonction £ € C:(]R 2y. Pour cela, on associe
a toute fonction f € C:(IR 2y son potentiel logarithmique :

LeG) = [Qlog |x=y]) £() dy

La fonction Lf est encore de classe Cw, et on a, en particulier : A(Lf) = 2nf .
En conséquence, on obtient, par application de la formule d'Itd :

t t u t t
(1.c) fods{Lf(Bt-Bs) L0} =[o<d}3u : fods(VLf) (Bu—Bs)> . n[ods Ldu £B,B).

D'autre part, on a, par intégration & partir de la formule (Z.b)

t t u
(1.d) J dS{Lf(Bt—BS) —Lf(O)} =J (dBu ;J ds(VLf) (Bu—BS)> +Tfdy £() aly 5 t).
0 0 o

t t
La formule (0.a) : [ ds f du f(Bu—Bs) = fdy £(y) aly ; t)
) s

découle alors immédiatement de la comparaison des formules (I.c) et (I.d).

2. _Etude_de_la_continuite de_ a.

Ainsi que cela est ammoncé dans 1'Introduction ci-dessus, 1'objet de ce

second paragraphe est de déduire de la formule (I.b) 1l'existence d'une version
bicontinue de (a(y ; t) ; Y € ]Rz\{O}, t 2 0), et d'améliorer le résultat de
continuité sur (aly ; t) ; y € ]RZ\{O}) obtenu par Rosen [5]1.

Dans tout ce paragraphe, on notera, pour R > 0, Dp = {zeC, |z| <R}

Remarquons qu'il suffit, & 1'aide de la continuité des trajectoires du mouvement
Brownien, de démontrer le théoreéme pour le processus % restreint a Dy x R,,

pour tout R > 0.
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(2.1) Nous montrons tout d'abord 1'existence d'une version bicontinue de la famille

t
. . _ . U
de martingales : X (y) = [Oéﬂﬂla SO(Y» )

ds ————>
o |B,-B,-yl

u B -B_-y
o Sty J S

Nous utilisons pour cela un ensemble d'arguments plus ou moins classiques, présen-
tés dans les sous paragraphes (2.2), (2.3) et (2.4) ci-dessous. L'application
proprement dite de ces arguments sera faite en (2.5).

(2.2) Lemme_de_Garsia : Sotent p et Y deux fonctions strictement croissantes

sur [0,»[, telles que p(0)=¥(0)=0, et 1lim ¥(t) = <. Soit

1>

R>0, et f: D2R + R une fonction continue telle que :

/lf(X) - £y
Dp x Dp p(lx-y|)
Alors : 2|X"}’| -1 .
1£60 - £0) ] = 8 [ Ve p@ ey e

o C est une constante universelle.

(Voir, par exemple, Stroock-Varadhan [8], p. 60, pour cet énoncé).

(2.3) Une conséquence de 1'inégalité exponentielle,

Rappelons tout d'abord que, si (Mt’ t 2 0) est une martingale locale conti-
*

nue, nulle en O, et que 1'on note Mt = sup |Ms| et (<M>t) le processus croissant
sst

de M, 1'inégalité exponentielle suivante (dite aussi : inégalité de Bernstein) est
satisfaite :

. 1/2 1 x°
pour tout t =z 0, P(M, z x ; M T y) s exp (-5 5)

La proposition suivante est alors une conséquence des inégalités obtenues en [11]

Proposition_1 : Soient p et q tels que : p,q € M,»[, et % + % =1.
Sott awi) une famille de martingales telle qu'il existe U > O pour lequel :
iel
sup  Efexp(uM>371 )] ¢ o
iel

Alors, il existe vy > O , ne dépendant que de p et p, tel que :

* 2/p
sup  E[exp(y(M) | 1<
1€l



536

Nous appliquerons cette proposition uniquement dans le cas : q = 3/2 , p =3, ce qui

donne:q—1=1/2;

(2.4) Une estimation de la mesure d'occupation pour le mouvement brownien plan

On suppose données, dans ce sous-paragraphe, un couple de fonctions de Young
conjuguées @ et y (la fonction ¢ introduite ici n'a, a priori, rien a voir avec
la fonction ¥ du lemme (2.2)).

On note g (y) =1 + log" —I-E—Z y #0) ;

y
pour toute fonction h : € » R, et tout R > O, on pose : hR(x) = h(XN(IXI <R
On peut maintenant énoncer la :

Proposition_2 : Pour tout n €N, et toute fonction f : € > R

LPOPOSTLELIN o . a support dans

on a : E[([tds £(B ))“] < c™nt g 2RD
. o S = . q) t w b

ou C désigne une constante universelle.

Démonstration : Nous ne la ferons que pour n = 2, le cas général étant obtenu de

1a méme manidre, par application répétée de la propriété de Markov. On a :

¢ ) t t
E[(f ds f(Bs)) ]tzﬁ[[ ds £(B) f du £(8))
(o] [¢] S
2
t/]yl
dy £B, +¥) o= [ B exp(- g

t
ds f(Bs)I
0

(0]

=2 E[[

lylszr

L'intégrale en (du) est majorée par C gt(y) , et on a donc, par application de
1'inégalité de Holder généralisée :

t \

E[([ ds f(BS))Z]

(0]

A

t 2R
2 6| ds £31C Nl e,

o
<2 Ielg gy e

T
Remarquons maintenant que, si wk(x) = J[ exp (uk)du xz0),
o

on a : ||g€R|l¢k< » si, et seulement si : ks 1.

Dans la suite, on prendra donc k = 1 ; la fonction @, conjuguée de ¥, , est :

u
¢p1(u) = I dx log(1 +x) .
o
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avec :

Nous aurons besoin dans la suite d'estimer |[|f ”tD , pour f = fi v
1 ’

1 R
g) = —_— 1 , et lealy] S5 .
X,y lE-X‘ |€'}'I (15' <R 2

Remarquons pour cela que l'on a, pour toute fonction f : ]R2 > R, , borélienne,

et toute fonction de Young ¢, 1'estimation grossiére :
£l = st 5 fox 9(£00) 1 5 1+ Jax o (£00) -
I1 s'agit donc d'évaluer :
f dE —  tog (44—
lel s R [e=x]| |g-y] lex| [g-yl
Cette intégrale est majorée, lorsque |x|, |y| s % , par :

1

[Isl sg 4 ———— log (1 + ), ot 6 = (x-y) .

s> gl le-ol lel [g-o]
1 1
= f dn ——— log(1 + )
nl s 22" |a| |n-1] l61% Inl In-1]
2|e]
1 1 1
< I dn ————— {log(1 + ) + log(l + ——)}
Inl s 22 Ja] [n-1] o2 Inl In-1]
2|e|
(a 1'aide de 1'inégalité : 1 +ab < (1 + a)(1 + b))
<C+ 10g(1 + 2) . J' R dn _._..1___. = O((log _1_)2) (o >0 .
o] Inl s == [n| In-1] le]
2|e|

Résumons ces remarques par 1'énoncé suivant :

Proposition_3 : Soient X,y et R tels que : |x|, |y| =

R 1
Posons : £ ) = —m————
X,y lex| |e-y]

R
2
1 . :
(lg] = R On a alors

R
£l _
x,y ®1 h(x-y])

IA

savec h : R, > ]R+ fonetion croissante continue,

+

et H’(%‘ =0 ((log %)2) (r>0)s

(2.5)  Nous supposons ici : x|, |y| s R et on veut avoliquer la proposition 1

Y e -

|x-y

I (xe0 - x,»)
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Pour simplifier les notations, on écrira seulement M pour Mx

>

Remarquons que 1'on a (avec les notations de (2.1)) :

1 (t u u 2
M, = 7 | du [S () - So(x)l
[x-y[® Jo
v 1
Or, on peut écrire : Sg(y) = [ ds —
o Bu-Es—y
(si £=a+ib€ €, avec a,b €R, onnote : & =a - ib),
et donc :
1) - Lol s kvl [ ds
) - Syt s xy

b
) lBu—BS—y| IBu—BS—xl
ce qui entraine, aprés avoir décomposé (ds) en : ds 1(I'B -B_|<2R) +ds 1(|B 3| >2%) :
u - s'” u s ’

u u o e 1.
ISO(y) - SO(X)| s |x-y| [ds {f (B -B) + =},

avec f)z(R €3] -1 (151 2R) °

24 le-yl| |£=x]

t u
t R p )2
¢ S -R—4 + Iodu([ods fx,y(Bu Bs)}

d'ou 1'on déduit :

IA

On a donc : <>

1 t u 1.
Elexp(u §M>t2)] < exp(u ﬁ\/%) Elexp 1 (I du([ ds f)z(Ry(Bu-BS))2> 27,
o ‘o ’

On obtient ensuite, en développant la fonction exponentielle en série :

1 o 2

(r.a)  Hexpuan,Ols et § by [\f du(J as €22 @317 .
R” n=o0

t u 2R 2\n/Z
. Pour tout n 2 2, on majore 1'expression E[([ du (I ds fx,y(Bu'Bs)) ) ]
o o

par : n/2 N
1 2\n/2
t 13[(f Ldu(f as £r (B -B) i

n/2 t u 2R
1 n
< t E[f '(Odllqods fX,y(Bu_Bs)} ]
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%—1 v u 2R n. D/Z /t 2R 19! n/ZH ZPIn ” ZR”n I
=t I duE[<I ds £ (B -B )) 1st™/ “ E[ J ds £2* (B )) 1zt £on g Cn!
0 o XYy U s Vo xys X*J gl Y
avec les notdtions de la proposition 2 ci-dessus.
t u
. Pour n =1, on majore 1'expression : E[(Jodu([ods ii y(Bu-BS)) ) ]

a 1'aide de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, par :

J (I s Gy ByD 9) k \/EE[(I:ds fffy(Bs))Z]VZ

IA

A

2R 2R
.Vt £ ’
- ClE I, I8,

toujours d'aprés la proposition 2.

Finalement, on obtient, en reportant ces inégalités en (2.a) :

1 ® 2R
Elexp u<M>t2] sexp (U §%5-v7' b3 untn/z(llfx,y||w ZRHW1 ot .
n=o
2 exp(u Zg)

2R
oV el 18R, C

et donc, en utilisant les notations de la proposition 3, et en changeant § en
uh(]x-y])
1
sup Elexp(u h(|x-y[) ¢ N <= ,
[, |y|sR

pour p suffisamment petit (dépendant de R et t seulement).
On déduit alors de la proposition 1 que :

“\%
sup Elexp v (h(lx-yl) Mt) J<o
Ix],[y|=R

pour v suffisamment petit.

On remarque maintenant, & 1'aide du lemme de Kolmogorov classique, des majorations

n
X e e s . . .
aT < exp(x), pour tout n , et de 1'inégalité ci-dessus, qu'il existe une version

continue de (Xt(x) ; £t20, x € ]22).
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2,
On peut maintenant appliquer le lemme de Garsia (2.2), avec Y¥(r) = exp(Ar 3) -1

pour X suffisamment petit, et p(r) = r(log %—)2 , ce qui va nous permettre de
préciser le module de continuité de Xt(-) .

En effet, pour une constante A > O, ne dépendant que de R et t, la variable
sup |Xs(x) - Xs(y)l %

rsf dx dy [exp A[ =t - 11
Dp x Dp p(x-y])

est intégrable, et donc finie p.s.
On en déduit, d'aprés le lemme de Garsia :

2|X‘Y| cr 3/2
sup IXS(x) - Xs(y)l < CR,t J'o <1og(1 +u—4-)> p(du)

sst
X,y € DR /2
ol CR ¢ estune constante ne dépendant que de R et t .
’

Cette dernidre inégalité entraine, pour le processus (Xg x) ; x€ 1R2, sz 0), le

résultat énoncé dans le théoréme, lorsque 1'on remplace o par X .

2

(2.6) Pour terminer 1'étude de la continuité de (a(y ;t) ; y € R®, t20)

il nous reste, en vertu de la formule (1.b), a préciser le module de continuité

t
de 1'expression : Lt(z) = I ds log lBs—z| (ze.
o

Soient y, z € €. Posons mu) = |uy + (1-u) z - BSI (u € [0,1])
On a : 1

Logly-By| - loglzB| = [ & o> TUORW
d'ol 1'on déduit : °

t o ly - z|
sup Ly ) - L@ % | & [ a
sst 0 o] Iuy + (1-W)z - BS‘

Posons maintenant ¥(x) = exp(xz) -1 xz 0.
Rappelons que, si & € €, il existe un mouvement brownien réel (Bt(g) ;tz0)
s

1t 4
tel que : |Bt -l = gl + Bt(i) +-2-J’ —-——-——lB
o

s_gl

On déduit de cette identité que 1'on a, pour tout t > 0, fixé :
[ v ds

S

sup ||
g €C



541

En conséquence, on a :

L&) - L ()] 1 t ds
sup  ||sup ——s—-————i————| < sup du |l |Iw
v,z € € sst |y - 2| 4 y,z€C "0 o |uy + (1-w)z - BS|
y #z
t
sswp || =% <o
gec © B¢l

Finalement, on déduit du lemme de Garsia que pour tous R et t fixés, il
existe 6 > O et une variable C(w) > O tels que :

1 1/
pour y,z € Dp , et ly-z] < g, :}E|Ls(y) - Lg(2)| s C |y-z| (log —l—-————) 2

y-z|

2.7) En rassemblant les résultats obtenus en (2.5) et (2.6), on a completement
démontré le théoreme.

Nota Bene : Dans l'article de Garsia intitulé :

Continuity properties of Gaussian processes with multidimensional time parameter
(Sixth Berkeley Symposium ; vol II (1970)) une version du lemme (2.2) est démontrée
sous 1'hypothese supplémentaire : ¥ est convexe. Cette hypothese n'est pas
nécessaire ; voir Stroock - Varadhan [8], ou méme:Garsia - Rodemich - Rumsey
(Indiana Math. Journal, 20, 565-578 (1970)). Elle permet cependant & Garsia des
simplications importantes de la démonstration d'origine. 2/

En tout cas, 1'application du lemme (2.2) & ¥(r) = exp(ir 3) - 1 est bien
licite.
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