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UNE APPROCHE ELEMENTAIRE DES THEOREMES DE
DECOMPOSITION DE WILLIAMS.

()
J.F. LE GALL

0. Introduction.

Les liens étroits qui unissent mouvement brownien réel et processus de
Bessel de dimension trois ont été étudiés notamment par It6-Mc Kean [5], Williams
[22]1, [23] et Pitman [14]. L'existence de ces liens est partiellement expliquée
par 1'observation suivante due a Mc Kean [11] en suivant les idées de Doob [2]
le processus de Bessel de dimension trois peut €tre défini comme le mouvement
brownien réel "conditionné & converger vers + «» avant de revenir en 0". Il se
trouve que le processus ainsi obtenu est aussi la norme d'un mouvement brownien a
valeurs dans :m3. Les deux théorémes fondamentaux qui relient mouvement brownien

réel et processus de Bessel de dimension trois sont les suivants ; B = (Bt,t 2 0)

désigne un mouvement brownien réel issude O et R = (R.,t 20) un processus

t
de Béssel de dimension trois, également issu de O.
(A) Théorére de retournement ce Williams [22].
Si T = inf{t ; Bt =1} et L = sup{t ; Rt = 1}, les processus (1-15‘T_,c ; O0sts<sT)

et (Rt ; 0<t <L) ont méme loi.

(B) Théoréme de Pitman [14]. Si St = sup{Bs ; S < t)et It = inf{RS;s > t}, les

processus (S;,S-B. ; t 2 0) et (TRe-I s

t > 0) ont méme lei.
Le théoréme de Pitman est souvent énoncé sous la forme un peu plus faible

suivante : (ZSt-Bt ; t 2 0) est un processus de Ressel de dimension trois issu

de O. Les théorémes (A) et (B) sont trés 1iés aux théorémes de décomposition des
trajectoires établis par Williams [22], [23] ainsi qu'a la décomposition de la me-
sure d'It6 des excursions due & Williams ([24], p. 98, voir aussi Rogers [18]).

L'objet du présent travail est de donner une démonstration élémentaire de 1'ensem-

ble de ces résultats, qui permette aussi de bien comprendre le rble joué par le
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processus de Bessel de dimension trois. Notre méthode repose sur une
approximation des processus par des chaines de Markov a valeurs dans Z .

La chaine de Markov associée au mouvement brownien réel est simplement le jeu
de pile ou face standard. La chaine de Markov associée au processus de Ressel de
dimension trois est décrite dans la partie 1 ; c'est celle qu'avait

introduite Pitman [14] pour établir le théoréme (B). Cependant notre méthode
est assez différente de celle de Pitman : nous commencons par établir une repré-

sentation des trajectoires des deux chaines de Markov considérées au moyen d'un
arbre infini ; ensuite on obtient aisément les théoremes (A) et (B), ou plus exac-
tement leurs analogues discrets, en comparant les structures des arbres associés
respectivement au mouvement brownien réel et au processus de Bessel de dimension
trois. Dans la partie 4 nous applicuons nos méthodes aux divers théorémes de dé-
composition de Williams. Notre représentation 'en arbre" est trés liée aux fameux
théorémes de Ray et Knight [8], [17] concernant la structure des temps locaux du
mouvement brownien réel. Le passage du discret au continu se fait ici au moyen de
théoremes limites généraux pour les processus de branchement avec immigration,
établis par Kawazu et Watanabe [7‘] . Ces résultats sont dévelopoés dans la partie 5.

Les démonstrations originales des théorémes ce décomposition de Williams [23]
reposent sur des calculs de lois explicites, qui ne facilitent guére une bonne
compréhension intuitive des résultats. Une approche utilisant la théorie du gros-
sissement de filtrations a été proposée par Jeulin [6], aui retrouve aussi le
théoreme de Pitman. Une autre approche de ces résultats, basée sur la théorie des
excursions, se trouve dans le livre d'Ikeda et Watanabe [4] . Pitman et Rogers [15;
ont domé une démonstration simple du théoréme (B), & 1'aide d'un critére général
pour qu'une fonction d'un processus de Markov reste un processus de Markov. Le
principal avantage de 1'utilisation de processus discrets est que tous les condi-
tiormements deviennent faciles. On obtient trgs aisément, sans aucun calcul, les
analogues discrets des théoremes (A) et (B) et des théoremes de décormosition de
Williams. L'inconvénient de cette approche est que, pour obtenir les versions
"continues" de ces résultats, il est ensuite nécessaire de passer a la limite.
Cependant, une fois établis les résultats généraux d'approximation (proposition
1.2), ces passages a la limite ne présentent aucune difficulté.

1. Desorniption des procesdus.

N

Nous utiliserons 1'espace canonique @ = Z muni de la tribu produit.

X = (Xn ; n €N) désigne le processus canonique. On note (Px ; Xx € ) la famille

de probabilités sur @ qui fait de X un jeu de pile ou face standard. Soit
(QX ; x €N) 1'unique famille de probabilités telle que (Xn’Qx) soit une chaine

de Markov avec probabilités de transition :
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. QO[X1 =11 =1

«si xz1, QIX

. v _ 1 x-1
x1=X+1]=—2-T H QX[X1_X 1]—2—3("—.

Cette définition est motivée var le fait qu'on peut ''plonger' une chaine de
Markov de loi Q dans la trajectoire d'un processus de Bessel de dimension trois :
voir la preuve de la proposition 1.2. Ceci explique aussi le résultat du lemme 1.1
ci-dessous.

Pour tout x € Z on pose :

o(x) = inf{n 2 0 ; Xn

v

x}

it

il

x},

1(x) = inf{n > 0 ; X

n

i

avec les conventions habituelles pour inf @, sup @.

Lemme 1.1 : Pouwr tout x =z 1, (1/X nz0) est une Qx—mantingaﬁe.

nao(1) ?

Le résultat du lemme découle d'un calcul immédiat. Le lemme entraine en

particulier :

QX[G(1) < @] = ;_)li OX[1/)(0(I))A0(T)] = 1/X

et plus généralement, si 1 <b = x,

Qx[c(b) < o] b/x.

On en déduit aisément que : 1lim Xn =+ o, Qx p.S.
N>

1/2

Proposdition 1.2 : Poun n 21 et £ 20 s0it V; =n X[ni]’ ot [u] désigne

La partie entiehe de u. Alors

a) La suite des Lois de (V; ; £ 20) sous P, converge vers La fLoi du

mouvement brownien néel issu de 0 ;

b) La swite des Lois de (vg

processus de Bessel de dimension trois issu de 0.

; L

[\

0) sous Qo converge vers La Lod du

Preuve : L'assertion a) est un cas particulier du théoréme d'invariance de Donsker

(voir par exemple Billingsley [1]). Comme le remarcue Pitman [14], 1'assertion b)
découle d'un résultat général de Lamperti [9] concernant 1'approximation des dif-

fusions par des chaines de Markov. On peut aussi procéder par plongement, de la
maniére suivante. On consideére un processus de Bessel de dimension trois issu de 0,
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i.e. un processus a valeurs positives (Rt ; t 2 0) solution de 1'équation
stochastique :
t
thBt+( g_s,
10 s

ot B est un mouvement brownien réel issu de O.

Pour tout n z 1 on définit par récurrence :

@™ <o
o
n _ . ( (n) 2
Tp+1 = inf{t 2 T » s |R(E)- R(T )| = /}.
Pour tout p z 0, soit Uén) - nl/? R(Tén)).
On remarque que, pour tout n z 1, la loi de U(n) est QO, et que d'autre part
=172 @) _ (n)
U[nt] = R(T[nt]).
Pour conclure il reste a remarquer que, a cause du fait que <R>, =t,ona
m) _
11m T[nt] t,

avec convergence en probabilité. Une manidre simple d'obtenir ce résultat consiste

a écrire, pour tout p,

RN - RAFA)? = 2 fli’gA R - REDAIRW +ajat - VA0
p

En sommant sur p, il vient :

i TI()“) st} =2 f:) HYWdR(W) + t + e(n,t)

ot H' est un processus prévisible vérifiant |H| < n-1/2, et |e(n,t)| s nl

Cela entraine :

lim n'1|{p,TI()n) st} =t,

T

d'ol aisément le résultat voulu. @
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2. Etude de £a chaine de Markov (Xn,Qx).

La proposition ci-dessous est a la base des résultats que nous obtiendrons
dans la suite. I1 s'agit évidemment d'un cas trés particulier de la notion de
h-processus, mais nous adoptons ici un point de vue élémentaire et nous donnerons

donc une preuve compléte.

Proposition 2.1 : Soient p,q €N avee p < g. la Loi de (X, 5 0snsolq))

A0U8 Qp coincide avee celle de (Xn ; 0

IIA

nsola)) sous Pp, conditionnelLement

a {olg) < <(0)}.

Y
g
a
&
ot
o+
D
*
s
QO
_
o
2.
&
(>
o
o
IN
=
IA

______ o(q) sous Pp conditionnellement 2

{o(q) < 1(0)}. Soient nz 1 et f,g deux fonctions définies respectivement sur

Z et 7. Alors,

Q (g, X)) £O0, ) Tt < o)

=a
p Pp[g(X1,...,Xn) £ 1(n <o(q) < T(O))]
_a v
p Pp[g(AT""’xn) 1(n < o(q)) 1(n < 1(0))
P D To(g) < ron?]

|
S0

Pp[g(X1,...,Xn) 1(n < o(a)) 1(n < 1(0))

X +1 -1
x g (B0 + 1) Bt £(x 1) b

q q
=9p [e(x X)) 1
p Pt T < oo(q) < (0))
: X +1 X -1
x 5 (£ + 1) +EQ - D) )]
n
X +1 X -1

H

Q [g(Xysee0,X) % QL+ 1) —+ £X) - 1) )1

% X
. *
Ce qul montre aue sous Q le processus canonique est une chaine de Markov avec
les mémes probabilités de transition que sous 0,- B

(< o(p))?
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On déduit de la proposition 2.1 deux corollaires trés importants sur la
structure des trajectoires de la chaine (Xn,QX).

Conollaire 2.7 : Les Lois sous Q des processus (Xn ; 0sn<olp)) et

(p - Xo(p)_n ; 0snsolp) coineddent.

Preuve : Soient m

w

1et Y1 yeresY M variables de Bernoulli standard indépen-
dantes. D'aprés la propvosition 2.1 la loi sous 0, de (Xn_xn—1 ; 1 <n<m) con-

ditionnellement 2 {o(p) = m} est aussi la loi de (Y1""’Ym) conditionnel-
lement a :

{0 < Y1 Foout Yk <D, pour tout 1<k < m-1 ; Y1 ACEERIR SR o

Pour des raisons de symétrie évidentes cette loi coincide encore avec la loi de

(Ym,...,Y1) conditionnellement au méme éveénerent, qui n'est autre que la loi

sous Qg de X ., -X ;3 1snsm conditionnellement a {o(®) =m}. ©

Pour tout p € Z , soit A(p) = sup{n 2 O ; Xn = v},

Conollaine 2.3 : Soit p z 0. La Loi sous 0 de (X p;nz0l est 9

Alp)+n ! 0°

Preuve : I1 suffit de traiter le cas p = 1. Pour tout q z 2 posons :

221 = supin s o(q) X =1

En utilisant deux fois le corollaire 2.2 on trouve gue, sous Qo,

X -1;0zn <o0() - NI6D)!
>\q-(1)+n

((_i) = M < < -1
) (XO(O_-U Xyg-1)n 0SB = o(q-1)

@ (Xn; 0=n

IA

alg-1)),

d'olr le résultat voulu en faisant tendre q vers «. o

Remargue : Soient P un processus de Ressel de dimension trois issude C, r >0

et Tr=inf{tzo;Rt=r},Lr:sup{tzO;R

£ = r}. En utilisant la proposition

1.2 et les corollaires 2.2 et 2.3 on trouve que, d'une part les processus



453

R

s OstsTy) et (r- RT -t Ostzs Tr) ont méme loi, d'autre part le
T

processus (RLf+t‘_ r;t20) améme loi que R.

Remarquons qu'il n'est pas immédiat de donner une preuve directe de ces deux

résultats.

Avant d'énoncer la proposition suivante nous devons introduire la mesure
d'excursion MM de 1la marche aléatoire standard : YYL est par définition la
loi sous P de (]an ;0sn<1(0)) (M est une probabilité sur 1'espace

IIA

des trajectoires tuées aprés un temps fini).

Proposition 2.4 : Sodent TyrTyrere  Les Ainstants de passage successifs de X
en 1 :

T, T all)

Toap = ANLA > T i X T

Soit N = sup{p ; Tp<:w}. Alons, sous Qo;

a) N suit une Loi géométrique de paramétre %,

b) conditionnellement & {N = k}, Les processus (X -1 ; 0snst. -1, 1,
T’é_lﬂ'l AL A=

pour 1 =4 sk, sont indépendants de méme Loi Y.

Preuve : L'assertion a) découle aisément du lemme 1.1 et de la propriété de Markov.

Pour b), il suffit de montrer oue la loi sous Q1, conditionnellement a {t(1) < «},
de (X -1;0sns1(1)) est M . Soient v 22 et F wme fonction, définie

sur 1'espace des trajectoires tuées, dépendant d'un nombre fini de coordonnées :

A
=]
IA

Q[F(, - 1;0 (1) 1

(D < o))

ns (1)1

IA

pPyIFX, - 150 (1) < o(®) < 7(0))]

o
IA

=}

[

PUIFCY, - 1 ; s () 1

2 PIFUIX | ;

(M <o) M < v

= 1(0)) 1

o
IA

=]

[

(1) <olp-1)?»



454

ot pour la premiére égalité on a utilisé la proposition 1.Z.

On obtient le résultat voulu en faisant tendre p vers 1'infini. o

3. Reprnésentation des trajectoines a £'aide de fa notion d'arbre.

Nous nous proposons dans cette partie de représenter les trajectoires de X
sous M, Qo et PO par des arbres (aléatoires) dont nous décrirons la structure

probabiliste. L'idée d'associer a 1'excursion d'une marche aléatoire standard un
processus de branchement se trouve dans 1'article de Dwass [3], et est aussi imoli-
cite dans Kawazu et Watanabe [7]. Neveu [13] a remarqué qu'on peut établir une
corresvondance bijective, préservant la mesure, entre les trajectoires de X sous

M, et les arbres associés a un processus de Galton Watson géométrique de parame-
tre % (voir [12] pour les liens entre arbres et processus de branchement). Cette

corresnondance est illustrée par la figure ci-dessous.

1

~

o

Fioyre O
S1gure Y

La structure probabiliste de 1'arbre de la figure O est la suivante. L'arbre
comprend d'abord un segment de base joignant deux points d'ordonnées resvectlves 0

et 1. Ce segment donne naissance a un nombre géométrique, de parametre , de

segments joignant chacun des points d'ordonnées 1 et 2. Chacun de ces nouveaux
segments donne naissance a un nombre géométrique, de pararetre %, de segments

joignant des points d'ordonrées 2 et 3, et ainsi de suite (toutes les variables
géométriquesqui interviemnnent sont supposées indévendantes). Les coordonnées hori-
zontales des points de 1'arbre n'ont vas d'importance. On obtient la correspondance
arbre-trajectoire en considérant 1'ordonnée d'un point oui se déplace le long de
1'arbre, en montant et descendant les branches. Le fait que cette correspondance
préserve la mesure résulte de la remarque simple suivante : & cause des prooriétés
de la loi péométrique, 1la probabilité pour qu'étant arrlve en un voint de 1'arbre

on se trouve face 3 ine branche montante est toujours 73 indépendamrent du trajet
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effectué auparavant.

En combinant le corollaire 2.3 et la proposition 2.4 on obtient la représen-
tation des trajectoires de X sous Q suggérée par la figure 1

N

Figure 1

L'arbre de la figure 1 comprend un "tronc principal' commencant en un point
d'ordonnée O et comportant des 'noeuds' aux vpoints d'ordomnées 1,2,.... Sur

chacun de ces noeuds vient se greffer un nombre géométrique de parametre de

N —=

branches secondaires indépendantes qui ont chacune la loi de 1'arbre de la figure O.
La correspondance arbre-trajectoire est la méme que précédemment. Le tronc principal
correspond sur la trajectoire aux instants de croissance de inf{Xk : k2n}.

On obtient aisément une représentation analogue pour les trajectoires de X
sous Po (voir la figure 2). L'idée est que le tronc principal correspond maintenant
aux instants de croissance de sup{Xk ; k = n}, et les branches secondaires aux

excursions ''sous le maximum'. La structure probabiliste de 1'arbre reste la méme

que pour QO, a ceci prés que les branches secondaires viemment maintenant se gref-

fer sous le tronc principal, et aussi qu'il peut se greffer des branches secondaires
au niveau O.
N

o
v

Figure 2
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11 existe deux transformations simples qui font passer de 1'arbre de la figure 1 a
celui de la figure 2. D'une part on peut simplement faire une symétrie par rapport
au tronc principal, en prenant alors garde au fait gue 1'arbre de la figure 1 ne
possede pas de branches secondaires au niveau O. D'autre part on peut d'abord
tronquer 1'arbre de la figure 1 au niveau d'un point du tronc orincipal, puis le
retourner, ce qui a pour effet de faire passer les branches secondaires sous le
tronc principal. Ces deux transformations conduisent aux analogues discrets des
théorémes (A) et (B) de 1'introduction.

Théoneme 3.1 : Pour tout nz 0 sodent S, - /su.p{Xk ; R s} et

In = inﬁ{Xk ; k2 n}. La Lod de (Xn - In’In ; nz0) sous QO coinelde avec celfe
de (Sn - Xn,Sn s nz0) sous Po conditionnellement a {XT = 1},
Théoreme 3.2 : Soit pz 1. La Lol de (p - Xx(p)—n 3 0 2n g alp)) sous 2,

coinedde avec celle de (Xn ; 0snsolp)) sous PO.

Remaraues :
(i) Le conditionnement par rapport a - {)(1 = 1} disparalt dans la version

continue du théoreme 3.1.

(ii) La notion d'arbre n'est vas indispensable a notre approche des
théorémes 3.1 et 3.2. Cependant il nous semble qu'elle permet une meilleure com-
préhension intuitive de ces deux résultats. De olus le fait cue ces arbres soient
associés naturellement a des processus de branchement conduira dans la partie 5 a
une interprétation simple des théoreémes de Ray-Knight.

4. Théonemes de décompositivn de thajectoinres.

Nous cormencons par un résultat de décomposition au minirum sous QJ =z,
qui est 1'analogue discret d'un théoréme de Williams [23].
Théoneme 4.1 : Sodient m = inﬂ{Xh ; R 20} et vy = infik ; Xh = m}. Alorns, pour
tout h z 1, sous Qh’

(4)  KRes processus (Xk ; 0sksy) et (Xy+k -m+l ; Rz 0) sont indé-
pendants, Le second ayant powr Loi Q, 3
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[£d) m  suit une Lo uniforme suwr {1,...,h} et conditionnellement & {m = i},
Le procesdus (Xn ;3 0snsy) amme Lod que (Xn ; 0snc<olf)) sous P
Preuve : Soient p>h et :

m, = inf{Xk ; ko))

p inf{k 2 0 ; Xk = mD}.

Soient j € {1,...,h} et F,G deux fonctions, définies sur 1'espace des trajec-
toires tuées, dépendant d'un nombre fini de coordonnées. On a :

Q[FX, 3 Ogylso(j))c(xc(j)+k - j+1 ; 0gkso() - 0o(j)) 1(mp=j)]

= E Ph[F(Xn ; 0= <0(3))

X G(Xc(j)+k - j+1 H 0 < k§0('_0) - O(J))1(mD=J)]

A

) .
=% Ph[F(Xn ;0=sn

IA

9G T(4(5) < o o))

IA

x Pj[G(Xk - j+1 ;0 <k = o(p)) 1(0(?) < o(j-T))]

1 p .
h p-j+i Ph[F(Xn 3 0

IA

néo(j)) 1(0(J) <O'(p))]

x QG 5 0 = k < o(0-j+1))1,

olt nous avons utilisé deux fois la proposition 1.2. On obtient le théoréme en
faisant tendre p vers 1'infini. o

Cornollairne 4.2 : Sodent pz1 et :

0}

n = supik < o(p) ; Xh
m = suplX, ; k < n}

y = dnflk 2 0 ; Xk = m}.

Alons, sous Po’
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(<) Les processus (Xk ; 0skhsn) et (Xn+k ; 0sksolp) -n) sont
Andépendants, Le second ayant La Loi de (X, 5 0sksolp)) sous Q, 3

(i) m sult une Loi uniforme sun {0,...,p-1} ;

(Add)  conditionnellement & {m = §}  ALes processus (X, s 0sksy) et
(Xn-h ;3 05 k<n-y) sont indépendants, Le premiern a La Loi de (Xk ; O0sksol4))

sous P, et Le second La Lod de (Xh 3 0 ksolf+l)-1) sous Py

Preuve : En utilisant le théoreéme 3.2 pour 'retourner le temps' en o(p) on est

ramené a la preuve d'un résultat similaire concernant la loi de (Xk ; 0k a(p))
sous Q. L'assertion (1) découle alors de la propriété de Markov au temps o (p)

et du corollaire 2.2. Pour établir (ii) et (iii) on applique le théoréme 4.1 qui
permet de décomposer la trajectoire de ()(.n ; 0 n < 2a(p)) sous Qp. o

Des manipulations trés semblables a celle de la preuve du théoreme 4.1
conduisent aisément au résultat suivant, dont la preuve est laiss€e au lecteur.

Théoneme 4.3 : Soit m = suplX, ; k2 0}. Alors M [m = pl = L. De plus, sous M,

p
conditionnellement & {m = p}, Les processus (X, ; 0 < k <olp)) et
k

‘XT(O)—k ; 02 k<(0) - olp)) sont indépendants, Le premien a La Loi de

A
A

(X, : 0= k<olp)) sous Q, et Le second La Loi de (Xh ; 0 <k solp+t) - 1)

0
sous O .

RemangueA :

(i) A 1'aide de la proposition 1.2 on déduit des théoréme 4.1 et corollaire

4.2 les deux résultats suivants dis a Williams :

Théondme ([23] theorem 3.1) : Sodent R un processus de Bessel de dimension trodis
Lsude a >0, et 1= Lné{R6 3 420}, T= dng{s ; RA = 1}. Alons,

(£)  ZLes processus (Rt,o <t <T) et (R I ;432 0) sont {indépen-

T+t
dants et Le second est un processus de Bessel de dimension thois issu de 0 ;

(id) T suit une Loi uniforme sur [0 ; a] et conditionnellement a
{I = b}, (RI,O <t <T) est un mouvement brownien néel issu de a awété au
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premien instant o AL atteint b.

Cornollaire ([23] theorem 3.5) : Sodlent B un mouvement brownien néel issu de 0,

et T = ing{tz0; BI =1}, L = sup{s =T ; =0}, M= 4up{B ; 04 5L} et

S = ing{s 2 0 ; B6 = M}, Alons,

(<) KLes processus (B 0<s<l) et (B 0 <4 <T-L) sont indé-

5 L+s ?
pendants et Le second est un processus de Bessel de dimension trodis, Lissu de 0,

wuete au temps d'atteinte de 1 ;

0 ; 11, et, conditionnellement @ {M=m},

[
(-5 3 0545 L-S) sont deux mouvements

browniens réels indépendants issus de 0 annétés au temps d'attedinte de m.

(LL) M sult une Lod undiforme sur
Les processus (BA ; 045 58) et (B

Soulignons que le vassage des résultats discrets aux résultats continus ne
présente aucune difficulté. Esquissons le raisonnement gqui permet ce passage, dans
le cas du corollaire 4.2. En reprenant les notations de ce corollaire on définit
U(p),v(p)’w(p),B(p)

quatre processus a temps continu, , par :
Uy = p_1/2 Xipt] ©stsp 'y
VO ik ©stsp tmy)
WP =0T ©stsp (-
B® (1) = p71/2 Xppt] ©Ostso o).
(p) () W(p) représentent trois parties de la trajectoire de B(p). Appelons

@ l'appllcatlon qui consiste a ''recoller les morceaux' :

MU(D) (p) W(p)) =B(p).

Le corollaire 4.2 et la proposition 1.2 montrent la convergence en distribution de
la suite des triplets (U(p) V(p) W(D)) et permettent aussi d'identifier la loi
du triplet limite ®(U,V,W). D'autre part la proposition 1.2 entraine que la suite
(B(p)) converge en distribution vers B mouvement brownien réel issu de O
arrété quand il atteint 1. La continuité de ® montre alors que B a méme loi

que ®(U,V,W), ce qui est le résultat recherché.
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(ii) Le théoréme 4.3 est 1'analogue discret de la décomposition de la mesure
d'Itd des excursions donnée par Williams [24] (voir Rogers [18] pour une preuve).
Ici encore le passage de la version discrete & la version continue est facile, 2
condition de prendre garde au fait que la mesure d'Itd des excursions a wme masse
totale infinie, alors oue M est une vrobabilité. Remarquons aussi cue 1'asymé-
trie de la décomposition du théoréme 4.3 disparait dans la version continue de ce

résultat (la méme remarque valait déja nour le corollaire 4.2).

5. Les théonbmes de Ray-Knight.

Les descriptions des trajectoires obtenues dans la partie 3 a 1'aide de la
notion d'arbre sont, d'un certain point de vue, les analogues discrets des théore-
mes de Ray-Knight [8], [17] sur la structure des temps locaux du mouvement brownien.
Le but de cette partie est de décrire le passage des résultats discrets aux résul-
tats continus, qui nécessite certains théorémes limites pour les processus de
branchement établis par Kawazu et Watanabe [7]. Comme le contenu de cette partie se
trouve déja, sous une forme un peu différente, dans 1'article de Kawazu et
Watanabe [7] (voir aussi Rogers [19]) nous ne détaillerons pas les arguments.
Notre présentation est aussi trés liée a 1'approche donnée par Walsh [21] des

théoremes de Ray-Knight.

Nous rappelons d'abord qu'un processus a valeurs positives (Wt ;20
est le carré d'un processus de Bessel de dimension § 2 O si et seulement si W

est solution d'une éguation différentielle stochestique de la forme :

V, = B, +
dw, Z\Mt dBt § dt,
ou B désigne un mouvement brownien réel. Dans le cas o § est un entier stric-
tement positif, W a méme loi que le carré de la norme d'un mouvement brownien &
valeurs cdans ﬁmd. Les liens entre processus de branchement et carrés de processus
de Bessel sont mis en évidence par le théoreme suivant, qui est un cas particulier

du théoreme 2.3 de [7].

Théondme 5.1 : Poun tout mz 1  s0it (zy‘l’”’ s nz0) un processus de Galton

Watson avec immighation, défini par nécurtrence par Les relations :

(m) _
2 = a (am €N)
(m)
Z
(m) n
PYS B gni oy

£=1
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ol Les (g”/é ;A 200, (n 5 nz0) sont des variables aléatoines indépendantes
a valewrs dans N, Les £, Aot Cquidistnibuées et de carné intéghable et Les
n, dont Cquidistrnibulds et intégrables. Supposons E[gni] =1, Va“(gni) =c>0
et E[“n] =dz 0. Pour tout m 2 1, s0it (wém’ ; X2 0] fe processus a temps

continu dégini par :

(m _ 2 4(m)
We'' = z

cm T [mt]”
Alons, sous L'hypothise L{’m(am/m) = a, La suite de processus (f)(m) converge, au

sens de La convergence des Lois marginales §ini-dimensionnelles vers Le card d'un
processus de Bessel de dimension 2d/c, issu de Za/c.

Remarque : L'apparition corme processus limites des carrés de processus de Bessel
est partiellement expliquée par la propriété d'additivité de ces processus, mise
en évidence par Shiga et Watanabe [20] et exploitée systématiquement par Pitman
et Yor [16]. Il est d'ailleurs intéressant de comparer le théoréme 5.1 ci-dessus
et le théoreéme 4.1 de [16].

Corollaine 5.2 (Ray, Knight [8], [17])
(£)  Soit B un mouvement brownien réel issu de O et (L;(B) ; £20,a € R)

La famille de ses terps Locaux. Soit

T = Anflt 2 0 ; LZ(B) = 13,

\

Le processus (L‘:(B) ;5 az 0] est Le camrné d'un processus de Bessel de dimension O
Assu de 1.

(<€) Sodent R un processus de Bessel de dimension thois issu de 0 et
(L{(R) ; £ 2 0,a20) £a famible de ses tomps focaux. Le processus  (LE(R) ;a2 0)

est Le cané d'un processus de Ressed de dimension deux issu de 0.

Remarques :

(1) Le théoréme de retournement de Williams montre que l'assertion (ii) est
équivalente a un résultat analogue concernant les temps locaux d'un mouvement
brownien B au temps d'atteinte de 1. C'est sous cette forme que 1'assertion (ii)

a d'abord été démontrée.
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(ii) Si R est maintenant un processus de Bessel de dimension d > 2,
issu de O, on peut représenter le processus (L:(R) ;@ 20) en faisant interve-
nir un carré de processus de Bessel de dimension deux, chanpgé de temps par une
fonction déterministe. Une représentation analogue existe pour le processus

(L% (R) ; 0O ca=1), lorsquen R est un processus de Bessel de dimension deux,
1

issu de O, et T1 = inf{t ; Rt =1} (pour ces résultats voir [10] proposition
1.1).

Preuve : Reprenons les notations des parties précédentes et posons vour pz20, nz1,

A

Np(n) = Card{k < n-1 ; X, =P, Xjpq =D+ 11

Commencons par montrer (ii) : les résultats de la partie 3 et plus précisément la
représentation illustrée vnar la figure 1 montrent que sous QO, (ND(w) ; p20)

est un processus de Galton Watson avec immigration d'un individu par génération et
pour loi de reproduction la loi péométrique de parametre %. Si wém) = m_1

(m)

N[mt](m)’

le théoréme 5.1 montre que la suite W converge, Sous QO, vers le carré d'un

processus de Bessel de dimension deux issu de O. D'autre part la preuve de la
provosition 1.2, et les propriétés bien connues d'approximation du temps local par

m

< N - . m
les nombres de montées, entrainent que la suite des lois de W sous 00 conver-

e vers la loi de (L2(R) ; a 2 0), avec les notations du corollaire.
g 00

Pour montrer (i) on pose, pour tout m 2 1,

Ty = inf{k 2 O ; No(k) =m et Xk = 0}

D'aprés la partie 3, sous la probabilité Po’ le processus (Nn(Tm) ; Dp20) est

un processus de Galton Watson géométrique de varametre %» (sans immigration)

—(1"‘) _ -1 W(m)

. .o - . .
issu de m. Si Wy m N[mt](Tm), la suite des lois de sous P converge,

d'une part vers la loi d'un carré de processus de Bessel de dimension O issu de 1,
d'autre part, pour les mémes raisons que précédemment, vers la loi de
2@ ;az0. o

Je remercie J. Neveu pour d'utiles discussions. Je remercie également
J. Pitman et M. Yor pour leurs nombreuses rerarques sur une version préliminaire

de ce travail.
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