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QUAND L'INEGALITE DE KUNITA-WATANABE
EST-ELLE UNE EGALITE ?
par LIN Cheng de

Etant donné un espace probabilisé (Q,F,P) muni d'une filtration (Et)t>0
vérifiant les conditions habituelles, soient X et Y deux }__T‘t—semimartin—=
gales, H et K deux processus gt—prévisibles ; on a alors 1'inégalité de
Kunita-Watanabé

(SCODIstsl lalx, Y] | 12 ¢ sz arx] f)DK: Ayl
ol [X] est une abréviation de [X,X] (et de méme <X> pour <X,X>) ; si <X>
et <Y> existent, on a aussi 1'inégalité pour le crochet oblique. On se
pose le probléme suivant : quand est-ce que ces inégalités deviennent des
égalités ? Dans ce travail, on étudie le cas essentiel : quand a-t-on
[X,Y]2 = [X][Y] et <X,Y>2 = <X><Y>

La premiére partie de ce travail traite le cas du crochet droit. Pour
le cas ol X et Y sont deux martingales locales, on trouve une condition
nécessaire et suffisante sur les trajectoires de X et Y analogue 2 celle
pour 1l'inégalité de Schwarz, i.e. il existe une relation linéaire entre
les trajectoires de X et Y. Mais la dépendance linéaire s'écrit a l1l'aide
d'une v.a. douée d'une certaine mesurabilité. Cette condition nécessaire
et suffisante peut etre étendue au cas ol X et Y sont deux semimartingales
chacune étant définie & un processus continu a variation finie preés.

La deuxiéme partie de ce travail traite le cas du crochet oblique.
On suppose que X et Y sont deux martingales telles que <X> et <Y> exis-
tent, autrement dit que X et Y sont deux martingales de carré localement
intégrale. Dans ce cas on trouve seulement une condition nécessaire et
une condition suffisante sur le comportement des trajectoires de X et Y.
Des contre-exemples (pour des filtrations qui ne sont pas quasi-continues
4 gauche) montrent qu'aucune de ces deux concitions ne peut etre a la
fois nécessaire et suffisante. Pour des semimartingales dont les crochets
obliques existent, ces deux résultats restent vrais & un processus con-
tinu & variation finie prés.

PARTIE I : Crochet droit

A. Cas ou X,Yegloc

Rappel 1 : Soient Xegloc’ T un t.d'a. et Yy une v.a. gT—mesurable. Posons

N==Y(X—XT) ; alors on a NeM, . et [N,L]:=Y([X,L]-[X,L]T) pour toute mar-

tingale locale L.
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Lemme 1 : Soient X et Y deux martingales locales telles que 1l'on ait

[X,Y]2=[X][Y]. Posons S =inf {s :[X]S>O}. I1 existe alors une v.a. veRg
_ .2

telle que Liscoy XYl = v[XT et 1rg 30Y] = ¥7[X]

Démonstration : Supposons d'abord S=0, et rappelons le résultat déter-

ministe suivant. Soient a(t), b(t) deux fonctions positives croissantes

et c(t) une fonction & variation dinie telles qu'on ait pour tout s,t
le(t)-c(s)|® = |a(t)-als)|[b(t)-b(s)].

Si, de plus, on a c2(t) = a(t)b(t) pour tout t, alors on a pour tout t

a(t) = k%b(t)

ol k est une constante non nulle. On déduit de cela (et du lemme 1)

qu'il existe une v.a. k , jamais nulle, telle que [X,Y]2 =[X]lY] = k2[X],

et donc un processus mesurable € a valeurs dans {-1,+1}, cadlag, tel que

[X,Y]t = stk[X]t pour tout t. Montrons par 1'absurde que les trajectoires

de € sont constantes. Supposons qu'il existe un couple (s,t), O<s<t, tel

sur une partie A non vide de Q. Comme

que ES= -€
[X,Y]g = [X,Y] - [X, Y] = e k([X] +[X])) sur A

t

on a
(X1 0¥, 2 (0SS > (16,1192 = k2(1x],+ 1% 1)? sur 4

Mais, par hypothése, on a XS>O, d'ou [X]t[Y]t > k2[Xt]2 sur A et finale-
ment [Yt] >k2[X]t sur A, ce qui est absurde. Il ne nous reste plus alors
qu'a poser y =Etk pour obtenir une v.a. Yy telle que, pour tout t,
_ 2

[X,Y]t = wr[X]t et [Y]t = vTIx]y
Enfin, pour le cas général, il suffit de poser gt= £S+t’ Kt:=xs+tl{s<aﬂ
et Xt==YS+tl{S<m}' En utilisant le résultat ci-dessus, on a les deux
égalités désirées, et comme y est égal, pour tout t>0, au quotient de
ls<m}[X’Y]S+t par [X]S+t’ il est clair que y est Es—mesurable.

Lemme 2 : Posons S = inf {t : [X]t>O> et R = inf {t :[Y]t>0}. Si on a
[X,Y]2 = [X,][Y], alors on a
€ ={w:S(wVR(w) =®}U{w: S(w) =R(w) <®} p.s.

Autrement dit, si les deux processus [X] et [Y] sont non constants sur

une trajectoire, ils démarrent en meme temps. La démonstration est tri-
viale. Nous omettrons désormais les "p.s." quand il n'y aura pas risque
de confusion, et, dans toute cette partie I, nous conserverons les nota-

tions S et R pour les deux t.d'a. définis ci-dessus.

Theoréme 1 : Soient X et Y deux martingales locales. Pour que l1l'on ait
[X,Y]2 = [X]1[Y], il faut et il suffit qu'il existe une v.a. veFg (resp
YEER) telle que {v#0} = {SVR<®} = {S=R<w} et que YX-Y =0 (resp X-vYY =0)
sur {SVR< w}.

Démonstration : D'abord la suffisance. Pas de problémes sur {SVR=w}.
L'ensemble F = {SVR<m} est égal par hypothése i {S=R<mw} et appartient
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donc a F.NF,. Posons M=Y(X—XS), N=1 (Y—YR) ; on a M,NeM
.. —? §R 5 F 5 ’ ’ ~=o0,loc
d 1 X}-2 = - - -
ob 1 X2y DGYI Y] = 1 (XD -Xgd g o) 2v (I, Y] -Xg¥lps op)
5 +([Y]_Y51[S,CD[)} = [M“N] = O,
et finalement [X,Y]° = [X][Y] sur {SVR< ®}. Passons a la nécessité.

D'aprés les lemmes 1 et 2 on a {y#0} = {SVR<®} = {S=R<m}eg‘sﬂER.

et M-N=0

Avec les memes notations F,M,N que précédemment, on a
-8 = v2(1x1-1x15) - 2v (1%, Y] - [%,¥1%) + 1,(1¥1-1V1°) = o
d'oll M-N = Y(X—XS)—lF,(Y—YR) = 0. D'autre part, sur {S<mw}, on a
2 _ _ _ 2,2 _ 2 _ _ 2

d'aprés le lemme 1, d'oll Y. =7vX.. Ainsi, on a YX-Y =0 sur {SVR< m}.

S S°

B. Cas ou X,YeS

Soit X = M+A = M+Ad+AC une décomposition de la semimartingale X, ol

d

M appartient a M A est a variation finie et A ,AC sont les parties

=loc’
discontinue, continue de A. Comme A® ne joue pas de role dans le calcul
du crochet droit, il nous suffit de considérer le probléme quand

- d _ - d _
\X = M+A" = M+1Z1AASH1[SH,CDI[ et Y = N+B™ = N+rZ1ABTn1[Tn,03[
ou (Sn) et (Tn) sont deuxX suites de t.d'a. telles que, pour — tout i#],
on ait [Si]lﬂ[Sj]I =@ et [Ti]ﬂ[Tj]I =4.

Théoréme 2 : Soient X et Y deux semimartingales, et X = M+ AC+Ad et

Y = N+BC+Bd des décompositions de celles-ci. Pour que [X,Y]2= [x3ityl,

il faut et il suffit qu'il existe wune v.a. YeF (resp YEER) telle que
{y# 0} ={SVR<w} ={S=R<®»} et que v(%-A%) - (Y-B®) =0 sur {SVR< ®} (resp
(Xx-A%) -v(Y-B%) =0 sur {SVR<m}).

La démonstration est analogue & celle du théoréme 1 ; nous la laissons

au lecteur.

PARTIE II : Crochet oblique

N 2
A. Cas ou X,Yel\=flloC

On va donner quelques résultats concernant les martingales locales. Pour
toute martingale locale X, le fait que son crochet oblique <X> existe
est équivalent a dire que X est une martingale de carré localement inté-
grable. Donc, pour toute la suite, on prend X,Yell[ioc et on pose
s=inf{s:<x>s>o} R Rzinf{s:<Y>s>O}.

On a le résultat suivant, analogue a celui pour le crochet droit

Théoréme 3 : Si <X,Y>2=<X><Y>, alors il existe une v.a. vefEg (resp YEER)
telle que {Y#0} = {SVR< ®} ={S=R<®} et que vyX-Y=0 (resp X-YY=0)

sur {SVR< ®}.

Démonstration : La preuve se décompose en deux parties

(i) il existe une v.a. ysl;‘s telle que {v#0} = {SVR< ®} = {S=R< ®} et
que Y(X—XS)—(Y—YS) = 0 sur {SVR< w}
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(ii) on a YXS—YS = 0 sur {SVR< w}.

Voyons (i). Il est bien connu que, pour tout X,Yel‘;lioc, il existe une
unique décomposition de Y par rapport a X de la forme

Yt =) HS dxs + Lt C
ol (Hs) est un processus prévisible tel que So HS d[X]S soit localement

intégrable et ou (LS) est une martingale de carré localement intégrable

orthogonale a X (cf [4],[5]). . Pour tout teR, , quitte a4 arreter X,Y
a un t.d'a. convenable, on a
<X Y>2 = {S H_ d<X> }2 < <X> StH2 d<X> <
[ v (o) St S = to s s =
2 -
< <X>t{5O HS d<X>S+<Lt>] = <X>t<Y>t
Donc, d'aprés 1l'hypothése, on a pour presque toute trajectoire
(1) <X>t;]€>t2= 0 pour ?gut2 £>0 )
(2) <X> ) HE d<X>S = {O Hy d<X>S} pour tout t>0

D'aprés (2), il existe, pour presque tout w, une constante k(w) telle que
Hs(w) = k(w) d<X>s(w)—p.p.

et donc, pour tout t>0, on a sur {S< m}

_1 sS+t
KoYo>gp/Kogyp = <Xoglp )y, Hgd<X>g =k
Posons Yy = kl{s<cn} ; on a alors Yegs, Yy nulle hors de {S<wm} et aussi
1{S<a)}<Y>S+t/<X>S+t = Y . Par conséquent on a pour tout teR+

2
(3) 1{S<(D}<X’Y>t = Y<X>t et 1{S<(D}<Y>t =y <X>t
Considérons maintenant la martingale locale suivante
- Sy ¢S
Me = Lyroy(Y-¥7) - v(X-X7)
Comme on a
_ 2 _ 3 S 2.5, _ S .S _
<M>t_1{wéo}{{<Y>t+Y <X>t 2y<X,Y>t) (<Y > +Y <X > 2y<X©,Y >t)}—0,
on a Y(X-X5)-(Y-YS) = M = 0 sur {Y#0}. Et il résulte de (3) qu'on a
{v#0} ={SVR<®} ={S=R<m}, d'od la conclusion désirée. Passons & (ii).
On va d'abord montrer le fait suivant : pour Xsl\z’12

loc
1F<X>CD= 0, alors on a 1pX=0. En effet, posons B = {(t,uw) : <X>t(w) =0}

(P) et FeF, si on a

B est un ensemble prévisible eté donc
Yo (w) = 50 1p(s,w) dx (w) =0
car Y est une P-martingale et <Y>(D=0. Mais, pour la loi Q:lFP/P(F‘)’

X est encore une semimartingale et R+><F‘ est prévisible, d'ou

t
Lo (o) Xp (0) = Q-5 L, xp(350) 0% (0) = o-f) L, xp(5:0) 15(5,0) dXg(w)
t
=q-) L g (359) €Y () =0
Ceci fait, posons F,= {S<w, <X>S=O} et F, = {<X>S<O} si bien qu'on a
{S<w®} = F,UF,. Comme 1 <XS> =1,<X>, =0, onal XS=O. Par ail-
1772 i o F1°%7s ’ Fqp (52

le 4! b - — PN _ _

urs, apreés (1) de (i), on a lF <L>OD 0 d'ou lF‘ <Y>S N Hs d<X>S 0

. 1
et donc lF‘ YS = 0. Par conséquent, on a lF (YXS—YS)1= 0. Ensuite on re-
1 R N :
garde la restriction S' du t.d'a. S 3 F2 : 11 est le début du fermé pré-
visible {(s,w) : <X>S(w) >0 et <X>S_(w) =0} et est donc prévisible. Soit

alors (Sn) une suite de t.d'a. annongant le t.d'a. S'. Pour chaque n
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on a 1F2XSH = 0, d'ou 1F XS-= 0. Par conséquent, on a
S _ 2
1F2Xs - Xg s, 00[
1F2Y = H°X 1[5. 1[S ol = YXSI[S', [

(voir la démonstration de (1) ou Hs(w) =k(w) d<X>s-p.p.
A<X>.(w) >0), d'ou 1 (YX —Y )
s F,

3 ici on a

Dans le sens inverse de celui du théoréme 3, on a le résultat sui-

vant, qui est moins fort que 1'analogue pour le crochet droit.

Théoréme 4 : Soit y une v.a. f__‘s_—mesurable (resp ER_—mesurable) telle que

{v#0} = {SVR<®} =={S=R<w}, et posons F={SVR<m®}. S1 1,(vX-Y)=0
(resp lF(X—YY) =0), alors <X,Y>2=<X><Y>.

Démonstration : Par hypothése, il existe un processus Z tel qu'on ait
Y = YX+1FCZ ; on pose L=1FcZ- Soit G={w: <X>S=O} : comme G appartient

N

a ES’ la restriction SG de S a4 G est un t.d'a. et H —Ylls ol est un

processus prévisible. De meme soit K= {w: <X>s >0} : SK est 1e début du

fermé prévisible {<X>S>O, <X>s_=O} et est donc un t.d'a. prévisible, et
H=Y1|[S est un priocegsus prévisible, SK=>S impliquant Yegs _. Main-
tenant, s1 on pose H= "H+ "H, on a Y = HdX+L. Il est évident que L ap-
partient a lﬁoc e
que Xl{s=co} =0. De meme Y1

on a XL = lFCXZ =1

Comme on sait que 1F<X>=O implique lFX=O, on est assuré

{R=} =0, et par conséquent Zl{R=(D]' =0. Donc
{S=cD}U{R=(D}XZ = 0, d'od L est orthogonale a X. Ainsi

<Y> = SH2 d<X> + <L> = y2<X>+ <L>.

P — 1A = =
I1 est évident que 1{R=m}<L>-O, d'ou 1{R=m}L O et donc 1{S<CD}L 0.
D'autre part si on pose
1. _
= {<L>g=0} , K= {<L>g>0} , H = 1]SG.,ao[

2 _ 1 2 =

H=lpsp,or » BE="H+E ;
avec le meme raisonnement que ci—dessus on a {S<CD} SHdL SMloc
Comme 1 on a 1{S<o:>}<L>= S H” d<L>=0, d'ou 1F‘<L>=O‘ Finalement

{S<CD}L= 0, S

sur F on a <X,Y>=) Hd<X>=y<X> , <Y>=Y2<X> d'ou <X,Y>2=<X><Y>, et,

sur F‘C, le résultat est trivial.

Maintenant, en conséquence des théorémes 4 et 5, on sait tout de suite
que, pour toutes les filtrations (Et) totalement continues (i.e. on a
ET=ET— pour tout t.d'a. T), il existe une condition nécessairz*e et suffi-
sante, analogue a celle pour le crochet droit, pour que <X,Y>" =<X><Y>,

Mais en réalité on peut établir mieux

Corollaire 1 : Supposons (gt) quasi-continue ézgauche (i.e. on a ET=FT—
pour tout t.d'a. prévisible T). Pour que <X,Y> =<X><Y>, il faut et il
suffit qu'il existe une v.a. Yeg‘s (resp YEER) telle que {v#0} ={SVR<w} =
{S=R<m} et que YX-Y=0 (resp X-YY=0) sur {SVR<m}
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Démonstration : Il suffit de remarquer que, dans la démonstration du théo-
réme 4, SK est un t.d'a. prévisible majorant S si bien que Y est ESK-mesu—
rable et donc ESK_—mesurable si (Et) est2quasi-continue a gauche. Le reste
de la démonstration est alors inchangé, “H étant prévisible.

Dans le cas général, comme le montrent les contre-exemples suivants,
nous n'avons pas de condition nécessaire et suffisante analogue a celle
du crochet droit pour que <X,Y>2==<X><Y>. En effet, c'est la mesurabilité
de vy, la v.a. citée dans les théorémes 3 et 4, qui fait probléme. Le con-
tre-exemple 1 nous montre que "v est Es_—mesurable " n'est pas une con-
dition nécessaire pour avoir <X,Y>2==<X><Y> tandis que le contre-exemple 2
nous montre que, dans 1'énoncé du théoréme 4, on ne peut pas remplacer
la ES_—mesurabilité de v par la F.-mesurabilité de vy pour avoir 1'égalité

désirée.

Contre-exemple 1 : Soient (Q',E',P') et (@",E",P") deux espaces probabi-
lisés complets suffisamment riches, Q' et Q' étant disjoints. Soient VA

et Z" deux processus de Poisson sur Q' et Q" respectivement, (gt) et (I;I)t
leurs filtrations naturelles complétées, M et N les martingales locales
compensées de Z' et Z". Posons @ = Q'UQ" , F =F' F'" , P = %(P‘+P') et
soit (gt) la filtration telle que Et soit la tribu engendrée par les en-
sembles P-négligeables pour t <1 et soit égale a gtﬂ. Eb{ pour t >1. Il
est évident que (Et) vérifie les conditions habituelles. Définissons deux
processus X et Y par

Xt 0 pour t<1l , Xt = Mt__1 t__119.,

Y, =0 pour t<1 , Y =M 1o -N 410,
I1 est facile de voir que X et Y sont deux martingales de carré locale-

1Q,+N pour t=>1

pour t ;1

ment intégrable et qu'on a Y = vyX p.s. ol Y est une v.a. gl—mesurable
(y=1 sur Q' et y=-1 sur Q") qui n'est pas gl_—mesurable. I1 est évident
que S=R=1 et que <X>1=<Y>1=O, d'ou XS=YS=O. On a donc

<Y> = <Y—YS> = <Y(X—XS)> = 72<X> R <X,Y> = <X,y(x—xs)> = y<X> ,

d'ou <X,Y>2= <X><Y>,

Contre-exemple 2 : Soient Q 1'intervalle [0,1], P la mesure de Lebesque
sur [0,1] et F la tribu borélienne de [0,1] complétée. Prenons pour (gt)
la filtration telle que Et soit la tribu engendrée par les ensembles né-
gligeables pour t <1 et soit égale & F pour t >1. Il est évident que (gt)
vérifieles conditions habituelles mais qu'elle n'est pas quasi-continue
a gauche. Prenons deux v.a. F-mesurable o et B, diffuses, de carré inté-
grable, indépendantes. Posons

Xt = 0 pour t<1 , Xt = a-Ea pour t>1
Ly = (B-EB)X,
Alors X et L sont deux martingales de carré intégrable. Il est évident
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que tout t.d'a. non constant est >1 ; donc, pour tout t.d'a. T, on a,
grace a 1'indépendance de a et B,
E[XgLg) = E[X5(B-EB)] = O
d'ol X et L sont orthogonales. Posons maintenant
Y = (EB)X+L

Y est une martingale de carré intégrable, et il est clair que Y =pX et
que {SVR<®} ={S=1}={R=1}=Q. Comme a et B sont diffuses, L et <L>
ne peuvent s'annuler p.p.. Donc, sur {<L>(D>O}, on a

<X,Y>c2D= (<X,(EB)X+L>®)2 = (EB)%<x>2

< (EB)2<X>2 +<X> <L>
® ® ® @®
= <X> <L>

® ®

B. Cas ou X,YeS$S

Comme dans le cas du crochet droit, les théorémes 3 et 4 s'étendent aussi
au cas ol X et Y sont deux semimartingales dont les crochets obliques
existent. L'existence du crohet oblique d'une semimartingale X équivaut
3 dire que X est une semimartingale spéciale, de décomposition canonique
X =M+A, ol M est une martingale de carré localement intégrable et ou A
est un processus prévisible 4 variation finie. En effet, si <X> existe,

1/2, d'ou X est une

alors [X] est localement intégrable, donc aussi [X]
semimartingale spéciale. Soit X =M+A sa décomposition canonique (M est
une martingale locale et A un processus prévisible a3 variation finie) ;
d'aprés le lemme de Yoeurp, [M,A] est une martingale locale, donc <M,A>
est nul, d'ol <X>=<M>+<A>, et le fait que <M> existe montre que M est
une martingale de carré localement intégrable. La réciproque est tri-
viale. Par conséquent on peut supposer que
x = m+a%42° et v = N+BY4BC

avec M,Nel_‘/__lioc, A® et B® (resp Ad et Bd) étant des processus prévisibles
3 variation finie continus (resp purement discontinus). On a alors les

deux théorémes suivants

Théoréme 5 : Soient X et Y deux semimartingales dont les crochets obli-
ques existent. Supposons qu'on ait <X,Y>2 =<X><Y>. Alors il existe une
v.a. YEES (resp YEER) telle que {y #0} = {SVR<m®} = {S=R< ®} et
v(x-4a%) - (Y-B®) = 0 (resp (x-A%) —y(Y-B%) = 0) sur {SVR<®}.

N.B. : Ainsi, la différence entre YX et Y (resp X et YY) est un processus
dont les trajectoires sont 3 variation finie p.s. ; mais ce processus

n'est pas forcément adapté.

Théoréme 6 : Soit Yy une v.a. ES_—mesurable (resp ER_—mesurable) telle
que {Y#0}={SVR<®} ={S=R<m»}. Si on a Y(x-A%) - (Y-B®) = 0 (resp

(x-A%) - y(Y-B%) =0) sur {SVR<m®}, alors on a <X,Y>2 = <X><Y>.

La démonstration du théoréme 5 est trés proche de celle du théoréme 3
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et celle du théoréme 6 de celle du théoréme 4. Donc nous ne détaille-
rons pas les démonstrations, nous contentant de remarquer deux faits
premiérement, pour toute semimartingale spéciale X dont la décomposition
continue de comporte pas de partie continue & variation finie, on a
YFeF [(1F<X>=O) = (1FX=O)];

deuxiémement, il existe une sorte de décomposition entre nos deux semi-
martingales X et Y, analogue a la décomposition orthogonale entre deux
martingales de carré localement intégrable utilisée dans les démonstra-
tions des théorémes 3 et 4. Plus précisément, on a Y = S}{dX + L ol H est
un processus prévisible et ol L est une semimartingale telle que <X,L>=0.
Cette décomposition est essentiellement unique lorsque X et Y ne possé-
dent pas de parties continues & variation finie dans leur décomposition.
On peut établir ces deux faits comme suit. Pour le premier, il est fa-
cile de voir que X est nul pour F=Q ; pour le cas général, on peut uti-
liser le meme procédé que dans le cas des martingales localement de carré
intégrable pour obtenir le résultat désiré. Pour le second, par la tech-
nique de localisation, on peut supposer <X> et <Y> intégrables ; d'aprés
1'inégalité de Kunita-Watanabé, on sait alors que <X,Y> engendre sur la
tribu prévisible une mesure absolument continue par rapport a celle en-
gendrée par <X>. Prenons maintenant pour H la dérivée de Radon-Nikodym
correspondante, pour L le processus Y-—S HdX et vérifions que <X,L>=0.
On a <X,L> = <X,Y>-—<X,S}{dX> et

<x,§ Hax> = (x,$ Hax]P = G udarx? = § 1 aexs ,
d'ou <X,L> = <X,Y>-—S}{d<x>. Par définition de H, on voit que <X,L> en-
gendre une mesure nulle sur la tribu prévisible ; autrement dit, <X,L>
est une martingale locale, et comme elle est prévisible, elle est nulle.

L'unicité de ce type de décomposition résulte du premiérement.

L'auteur remercie T. JEULIN pour la remarque qui simplifie beaucoup

la démonstration dans la premiére partie.
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