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Séminaire de Probabilités XVI

SUR LA DENSITE DU MAXIMUM D'UNE
FONCTION ALEATOIRE GAUSSIENNE.

par Antoine EHRHARD,

Exposé des 8 et 15 mai 1981, Séminaire d'Analyse des Fonctions Aléatoiress

Introduction : Cet exposé reprend la traduction par Durri-Hamdani d'un article
de VeSe TSIREL'SON : The density of the maximum of a gaussian process, Theory of
Probability and Applications, de 1974, [6], auquel il pourrait faire constamment
références Les résultats de Tsirel'son sur les densités gaussiennes améliorent
de facon notable ceux déjd anciens obtenus par Ne Donald Ylvisaker [7] en 1964.
Ils sont extraordinairement plus précis, mais font suite, il est vrai, & d'impor=-
tantes découvertes ayant eu lieu entre tempse Aprés celle, en 1970, de la forte
intégrabilité des vecteurs gaussiens par Xavier Fernique, [3], ce sont celles,

4 caractére plus géométrique, de Landau et Shepp [5] en 1970, puis de Ce Borell
en 1974 [1] qui permirent de tels raffinements. Nous ne connaissons pas de
démonstrations en langue occidentale de ces résultats, il nous a donc paru

intéressant de détailler ici la questione

La donnée principale de l'exposé, une fonction aléatoire gaussienne
{X(t,w); t €T, w € Q} sur son espace d'épreuves (Q,G,P) , n'y apparattra
jamais, car sous l'hypothése habituelle de séparabilité, on la remplace par une
suite X=(Xn;n€1‘1) o
Si, de plus, la suite gaussienne X a une probabilité non nulle d'€tre bornée,

on peut grlce aux lois de zéro~-un, la prendre & valeurs dans LmCN) .

O. Notations et présentations des résultats principauxe

La suite (Xk s k € N) est une suite gaussienne sur l'espace d'épreu-
ve (Q,G,P) , 3 valeurs dans l'espace Lm(ll) des suites bornéese On suppose

ici que le rang de la suite (Xk s k € N) est au moins égal 4 trois et que,



582

pour tout entier k , Xk a une espérance EXk positive ou nulle.
Sous nos hypothéses Sup()(k s k € N) est une variable aléatoire réelles On

note F sa fonction de répartition @
Vaem, Fla) =rlsup(x sk €M) <al.

Le minimum essentiel Inff{a : F(a) > 0} de la variable aléatoire Sup(Xk; k € W)
est noté a_ e
[

Le théoréme que 1l'on se propose de démontrer ici est alors le suivante

THEOREME Ol. La fonction F est continue sur ]R-{ao} s sur l'intervalle

]ao, 4+ o[, F est absolument continue.

La dérivée F* de F est définie et continue sauf sur un ensemble au plus dénom-

brable, sur lequel ses discontinuités sont des sauts décroissantse De plus F!

est 3 variation bornée sur tout intervalle du type [a, + o[ avec a > aj e

On trouve dans la littérature les exemples qui prouvent que ce théoréme
ne peut &tre amélioré d'aucume fagon.
Le théoréme Oe1l sera une conséquence immédiate des théorémes 0s2 et 0s3. qui
suivente Ils donnent des estimations fines du comportement de la fonction de
répartition F et de la densité F' qui précisent le contenu du théoréme O.1.
La fonction de répartition 2 de la loi 7(0,1) est définie pour tout x

réel par

x 1
¥(x) = I exp (- Fu ) du/V/2TW .

. +
Pour tout r réel on pose r =r

.= Max(r,0) et r_ = Max(-r,0) o Les

théorémes Oe2e et 0e3e s'énoncent alorse

THEOREME Oe2, Soit b un nombre réel telgque F(b) > O 3 on lui associe le nombre

réel t tel que F(b) = &(t) »

Alors F' vérifie les deux relations suivantes ¢
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02010 ¥ a>b, Fi(a) s (¢_+2)°(a-b)2(a) + (& + 2)(anb) "L

] -F? -
0.2.2, Ya>b, limsup BT o py20, 4, 2(af(am) (e _+20+ 1),
h-o h

THEOREME 0.2, Soit b wun nombre réel tel que F(b) >0 : on lui associe le

t

nombre réel t tel que F(b) = &(t) »

Alors F' wvérifie les deux relations suivantes .

0.3.1. Y a>b, F'(a) < (1-8(Cat/b))((1+2¢)at/b+1)(1 +@)t/b),

2 2
0.3.2. ¥V a>b, limsup IE¥MF@) o\ Bat/b)) ((1+F or)“—t+3)- (1450
h—o b b

ol on a posé « = b2 a-l(a - b)-l t-'2 .

La démonstration du théoréme Oele, 0.2 et 0.,3. se fait en plusieurs étapes.
Pour tout entier N , on note m = m(N) 1le plus grand nombre entier n

tel que la suite (xl,...,xn) soit de rang N ; i est l'espace auclidien de

dimension N , on le munit de la mesure de Gauss, notée YV, , dont la densité

N

@N est donnée par :

YN(d x) (21'f)"N/2 exp (- % ”x”z)dx = @N(x) dx .

On choisit m formes affines (gl,...,gm), définies pour tout k par la formule

500 =< xlg >4 o,
faz N . .
ol z est un élément de IR et ¢ un nombre réel positif ou nul, en sorte
que le vecteur aléatoire & = (§1,...,§m) s d'espace d'épreuve (IRN, B(IRN), 'YN)
4 valeurs dans (TR",B(R™) s ait méme loi que le vecteur aldatoire (xl,...,xm) .
On pose ensuite pour tout x € r :

fN(x) = Sup(gj(x) 31 <j <m(N)) ,

on définit ainsi une variable aléatoire sur (]RN,B(]RN),YN) dont FN désignera

la fonction de répartition. Pour tout a réel FN(a) est donné par

FN(a) = ‘YN{x € l'RN : fN(x) <a} .
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Par les étapes numérotées 1,2 et 3 on démontre les théorémes 0e¢2s,0¢3. ou
leurs analogues pour la fonction de répartition G d'une variable aléatoire g ,
d'espace d'épreuve (]RN,B(IRN) ,'YN), convexe, non constante, de la classe
@, ®) .

La fonction g sera en outre supposée vérifier 1'inégalité suivante :

04440, Vxé]RN,V t21, gltx) =<tglx) .

Cette inégalité est déja vérifide par fN s puisque, les c¢, étant tous positifs

j

ou nuls, on a pour tout x € IRN et tout t =1
Sup( <z It x>+ ¢) St Sup(<z.|X>+ c) o
3 3 j 3
Lt'inégalité 0e4.0s implique pour g 1la propriété suivante :
0.5.0. Y xE]RN, < xlgradg (x)> <g(x) .

Dans la quatriéme étape la démonstration sera achevée par un passage 3 la limite
SUr g e

1. Premiére étape : expression de la densité en terme d'intégrale de surface.

cas 212 s N
Nous utiliserons les éléments suivantse La fonction g de TR dans

2 .
R est convexe, non constante, de classe C° , elle satisfait 0.4.0 et consé-

quemment Oe 5.0, 3 0’0 est le minimum de g @

o =inf{g(x), x € IRN} .

o

Pour tout a > do »V(a) et Sa sont respectivement les ensembles définis par
N N
V(a) = {x€R/: g(x) < a} et Sa={x€]R : g(x) =al},

de sorte que V(a) est une partie convexe de ]RN s d'intérieur non vide, dont
le bord Sa est de classe cZ e« Sur Sa le gradient de g mne peut s'annuler ;
pour simplifier les notations on pose @

1

Va>(¥’vx65’1=_______
° 2% lgrad gl
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Le lemme lel. donne quelques formules généralese

LEMME 1.1. On suppose Sa bornées Pour toute fonction Y assez réguliére (de

classe Cl(IRn,DR)), on a les égalités :

ttde £ ¥ ax= [ 4 ¥0d s (0

da 5
a
d _ Y
Lele2e 3, jsa ¥(x)d 5_(x) = jsa(zx &, +K_¥(x)d S, (a)
ot dSa(xD est 1'é1ément d'aire de S, , 2 est la dérivation suivant la
X

direction normale antérieure 3 Sa et Kx la somme des courbures principales

de S s €N X o
Le 5, én

Les formules du lemme lele sont classiques, on en rappelle cependant la démons=-

tration car celle-ci fournit une autre formule qui sera utile par la suitee

Démonstration du lemme 1.1, : Soit © 1'application de Sa X ]{+ dans IIRN-Va

définie par :

Vxp) €5 xR, 0(x))

1l

x+ A n_ o,

ol n est le vecteur unitaire normal i Sa en x 3 c'est une paramétrisation
admissible de la variété IRN-Va .

Tout consiste ici & exprimer 1'é1ément de volume d Ta(z) s au point z = 6(x,\)
en fonction de 1'é1ément d'aire dSa(x) , de dh et de © . Le calcul se fait
de la fagon habituelle dans une base de 1'espace tangent i Sa X R, au point
(x,A) o Si (Kl"'°’KN-1) sont les courbures principales de §, en x,
(ul""’uN-l) sera une base propre correspondante, c'est 3 dire une base de
directions principales telle que, dj étant la dérivation suivant uj (1 =3j

< N-1) , on ait par la formule d'Olinde-Rodrigues :

Y 1 <j SN-1 K.d, x=d, n K.20.
Jo J ’ i%3 § ] §
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La base (ul,...,uN 1) se complite en une base de l'espace tangent &

. d
SaX]R+ en (x,\) ¢ Si on pose W =n dN=d;x et KN=0, on a
alors de fagon synthétique :
Vi, 1<jsN, d.6=(1+AK)IU. .
Js J ’ 3 i7V5
L'é1ément de volume d Ta(z) est donc
1 N
= < =
L2410 4T (2) = (T dkeld‘e )72 a5, (x)dh =ds ()N T (1+AK,) .
kol j=t1
Par le théordéme d'inversion locale on peut écrire :
N
[ ¥wax -] ¥wax=[ [ ¥(xfhn) T (AR 5, ()
Voin v, s, Jo,hs_+o(m)[ j=1
avec lim 0—}(111-)- =0 o On a donc pour tout Y :
h-0

lim  + ¢ ¥ -[ Yo =] 4 ¥ds G,
h-—0 v A S
ath a a

ce qui prouve lelele o

Pour la deuxiéme formule du lemme l.le, on procéde de fagon similaire j Gh est

la paramétrisation de Sa+h par Sa H

. s XFax+A(X)n_
O, 5, S x

avec pour tout x € Sa s, glx + M%) nx) =a + h « Par le théoréme d'inversion

locale A(x) stécrit :

A(x) = £ ¢h + hO(h) avec lim O(h) =0 .
¥ h—0

On conserve les notations précédentes, le déterminent  det(< dieh djeh> 3

1 <i<N-1, 15 j<N-l) se calcule facilement

N
det(< 4,0, |d, 8, >; 1 s1i,j SN-1) = 7 (1+ht k)2 + 12 o) ,
i jh g =1 X ]

avec lim OCh) =0 .
h -0
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Et cela fournit la variation de 1'élément de surface :

ds (6, (x))
TR ANl Lt
h—0 ds_(x) x x

En écrivant

ds_.. (8 (x))

+

J ¥oas o -] ¥ods (0 =] (28, (x)—EE B " yx))ds_(x)

s ath s a s h s (x) a
ath a a a

et en faisant tendre h vers zéro aprés division des deux membres de cette

égalité par h , on obtient ¢

lim %(j YOS, () - [ ¥Gads, ) = [ 4 %3'; ds_(x) +
h =0 sa+h Sa Sa X

2
+ J’S ¥(x) £ K _ds (x) .

a

\
Ctest la deuxiéme et derniére formule du lemme lele o
L'expression de la dérivé G'(a) de G en a résulte d'une application directe
du lemme lele @

lele2.  G'(a) = js 2 3 (x) as (x)
a

car on vérifie aisément que méme si Sa n'est pas bornée, l'intégrale converge.
Si Sa était bornée, on aurait la formule (lele2) avec Y¥(x) = £x§N(x) « Comme
on ne s'intéresse qu'a la limite supérieure des accroissements de G' , on va

majorer le membre de gauche de lele2+¢Pour simplifier les notations, on pose :

D+ G*(a) = 1lim sup 9.'&3"'_}1)_-_%)

h—0 h

La dérivée normale de Zx QN(x) stécrit

o 80G) = (= 2) 3 - <nln> 800 .

dn

3
n
x x
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Puisque g est convexe, la dérivée normale 2 S, enun point x de Sa du

module de son gradient est positive, ceci domne 2 Zx =0 o Si on pose
dn
X

c_ =< xln > , alors pour tout x €S_ ¢
x X a
-C < (C )- .
x X
On a donc 1'inégalité suivante

+ , 2, - 2
1e2¢3. D' G'(a) < I;mﬂsgp fs £C)7 8 () + 4K B(x) dS_ . (x) .
ath

Dans la prochaine étape, les membres de gauche des inégalités 1e¢2+2¢ et 1e243.

apparaitront clairement comme finise

2o Deuxiéme étape : majorationse

Le nombre réel a étant fixé, a > @ 5 on choisit b € ]Uo,a[ .

L'inégalité de convexité de g

Vi, Vg, gx -gly)s<xylgrad gt >
implique alors la suivante

Vxes,Vyev, , ab =[xyl grad gl .
On note d(x,Vb) le minimum de ”x-y” pour y € Vb et on a pour tout x
sur S_ ¢

a
-1
2,001 4 = d(x,vb)(a-b) .

.

Ceci fournit du méme coup une estimation de c = < x|grad g(x)>.l?,x o Grice a

1thypothése qui implique O0.540. on a en effet ¢
<
<, g(x) £x

qui domne avec 2¢0.1s, pour tout x sur S, » 1'inégalité

-+

+ -1
< -
2.0.2. CX a d(X,Vb) (a b) °
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L'expression Zx qui figure dans les membres de gauche des inégalités 1.2.2,

et 1¢2.3. apparait ainsi bien majorée par des termes, dépendant étroitement des
données du probléme en ce qui concerne (a-b)-1 s> et d'un traitement facile, pour
d(x,Vb) s par un emploi ad hoc de 1'inégalité de Borell. Cela toutefois si
1'on parvient i exprimer les intégrales de surface de 1¢2.2. et 1e2.3. sous la
forme d'intégrales gaussiennes de fonctions croissante de d(x,Vb) sur IRN-Va .
L'inégalité de Borell aura en effet comme corollaire la proposition 3.2 qui

permet de majorer de telles intégrales par des intégrales gaussiennes sur R .

Grice 2 la formule 1.2.1., ol les Kj sont positifs, on a pour toute

fonction Y positive les inégalités :

203 [ [ ¥x+rn)dhdas (0 s [ o ¥odx
Sa 0 R

a

[+
20040 [ [ @x+rmprankds o s [ ¥odx .
S (V] R -~V
a a
En conséquence desquelles, il suffit pour faire apparaitre dans 1.2.2. et 1¢2+3e
des intégrales gaussiennes sur ]fq Va » de majorer QN(x) (x € Sa)
par les intégrales de QN sur 1'axe {x + 1\ n_s A€ IR+} e G'est de la proposi=

tion suivante.

PROPOSITION 2.1s Pour tout x sur Sa on a les inégalités

<+ ©
Zelele () S (c) + 1) jo S(x+ 1 n )dd
+.2 ®
2ulele B(x) S (D7 +3) jo A g (x+An )dh

- 1 @
201030 el 300 sgjo g(x+An Yar

On démontre cette proposition avant de 1'utiliser.

Démonstration de la proposition 2+1s : Les inégalités de la proposition 2.1.

généralisent leurs formes réduites rassemblées ici sous le lemme 2.2
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LEMME 2.2, Pour tout réel on a les inégalités

20201, exp(at2/2) € (e, + 1) [7 exp(-u’/2) du
t

21,2 exp(-t?/2) s (2 +3) [T exp(-u/2) du
t

2,130 t_ exp(~t2/2) < (1/3) Jm exp(-u’/2) du .
t

A partir de 1'inégalité 2.2.1. on obtient 1'inégalité 2.l1.1. de la maniére

suivante

N =

8,0 = m 2 ep(=lllxl? - c2)/2)exp - 62/ 2

N

<@m 2 exp(-(llel? - D2k + D) [T expletu + )22
0 X

-+ ©
=@ +1) jo §(x+An yar .

Cela montre que 2elele découle directement de 2+2.1s Il en va de méme pour

201624 et 2e1¢3¢ & partir respectivement de 242¢2¢ et 2¢2+3¢ Le lemme 2.2,

étant laissé en exercice, la démonstration de la proposition 2.l. est achevéee

Avant d'opérer, on pose pour tout élément z de IR Va qui s'écrit
z=x+\ n_,avec x sur S et >0 Ha(Z) =x 3 H_ est une application de
N 2 s .
de R -Va sur Sa car pour tout 2z une telle écriture est unique.

Commengons par G'(a) « Partant de l.2.2. on obtient avec la proposition 2.1.

(221.1.) 1'inégalité

' + *®
G (a) sjs £0c D) Io B x+h )ar

a

qui s'écrit encore avec la fonction H = Ha sous la forme

® +
G'(a) s js jo Iuiny Cuegy T D Ex+in Jdhds (x) .
a
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Grice & 24043., 2.0.2. et 2.0.1., G'(a) se majore donc par

2300 61@ = [ 0 d(H(2),V,) (a0 T (a + dCH(2),V,) (aeb)™H + 1)y (d2)
R

v
a

L'inégalité 2¢3.1. sera reprise dans la troisiéme étape.

Pour la limite supérieure des accroissements de G' en a , notée
D+ G'(a) , on procdde de fagon similaire. Reprenant 1.2.3. on a d'une part, en
emp loyant successivement le lemme de Fatou, la proposition 2ele (2.1e3.) et les
inégalités 2¢0e3e, 240sle, la majoration suivante

lim sup I Ei(c;) QN(X)dSa+h(x) < % fngq v d(H(z),Vb)z(a-bngN(dz) .

h-0 Sa+h a

Dtautre part les mémes arguments utilisés avec 2ele (2e1e2), 24044e'y 240424,

et 2.0.1s fournissent 1'inégalité

lim sp [ 42 300K 00 S [ (a-b)PaG(2),v,) P (2 aeb) Pai(a) v, )
h—-=0 S R V
ath
+ 3) YN(dz) o

On obtient donc pour a >b > do 1'inégalité suivante

23,2 D76t 5[ o (a-b) PaCu(2),v) (ai(a-b) (), v) + 2D v .
RV

a

Et cela achéve la deuxiéme étapes.
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3. Troisiéme étape : expression des intégrales gaussiennes en terme de fonction

de répartition.

L'inégalité fondamentale est ici 1'inégalité du type Brunn-Minkowski

pour les mesures gaussiennes que l'on rappelle sans en donner de démonstration.

Rappel : inégalité de Borell [1). Pour tout sous-ensemble A de =N et tout

nombre réel positif r , on note Ar 1'ensemble des éléments de ]RN dont la

distance & A n'éxcéde pas r @

A = {x € rY ; d(x,A) < r} .

En désignant par Y;I‘ la mesure de Gauss extérieure, le théoréme de Borell

s'énonce comme suite

THEOREME 3.1. Soit A est un borélien de ]RN s on lui associe le nombre réel

t tel que
Y (&) = &(t) .

Alors pour tout nombre réel positif r , on a ¢

Y;(Ar) =2 &t + 1)

Avec les notations introduites dans la deuxiéme partie de cet exposé, la

proposition suivante s'énonce comme un corollaire du théoréme 3.1.

PROPOSITION 3.2, Soient h wune fonction croissante de IR dans 1R

+ A une

+ ’

partie convexe de =N et t un nombre réel tel que 'YN(A) =3%(t) ; on a :

J g BG,A) ¥y @0 s [T hu-d i@ .
R t

Démonstration de la proposition 3e2e: On peut supposer h(0) = O, on a alors :

J‘RN_Ahm(x,A))vN(dx) = J"o‘” Y {d(x,8) >uldn(u) = J‘O“ (1-¥y (& ))dn(w) .
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Le théoréme 3.1, implique Yﬁ(Au) 2 ®(t+u) ; on en déduit :

J x Bam,m)v () s [ (1-8(t +u))dh(w) = [7 h(u-t)dd(w) .
R =-A 0 t

Ce qui prouve la proposition 3.2.

Comme application de la proposition 3.2., donnons tout de suite la preuve du

théoréme O0.2. dans le cas réduite.

Démonstration des inégalités du théordme 0.2.: On reprend 1'inégalité 2.3.1. de la

deuxiéme étape

(2.341.) VYa, Vo, a>b>a

6'(a) s [\ d(H(2),V,)(a -b)-l(a+d(H(z),Vb)(a b vy (dz)
R -A

Puisque a est plus grand que b on a 1l'inclusion Vb c Va 3 d'autre part pour
tout élément 2z de DRN-Va on a

<
d(Ha(z),Vb) d(z,Vb) o
La fonction d(z,Vb) s'étend 3 n@‘-vb s 1'inégalité 2.3.1s implique

6@ = [ ¢ Atz @b HE alzv) @™ + 1) v @) .
R -V
b

Soit t 1le nombre réel tel que Yh(vb) = &(t) ; la proposition 3.2. s'applique

alors et fournit la premiére inégalité du théoréme 0.2,
® -1, + -
331 G%a@) < [T (u-t)(a b7t (' (u-t)a =BT + 1)d B(u) .
t
+
Pour D G'(a) on procdde de la meme facone On conserve les notations précédentes ;

avec 1'inégalité 2+3¢2¢ et la proposition 3.2. on a successivement les inégalités

suivantes @
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232, pler@ =] (a7 aG(2),v) (@) (@b acuta) v,)? + Ryvy(an)
RV

a

der s [ @7 alz,v) @) (a-b5 d(z,v)? + D) vy (dz)
R V

a

pera) < [ @B atzv @) (a7 alz,v) By (an)

R Vb

332, DY) = [7 (a-0) P (u-0)’ (@l (a-b) P (u-t)? + BD)adcw) .
t

Pour obtenir les expressions exactes du théoréme Oe2e il suffit de remarquer

que pour tout entier k € {1,2,3,4} et tout nombre réel t on a

[ -0)* a8 = e+ 2" .
t

On a donc les inégalités

G(a) < (a-b)™h (e + D (a, (c_+ D(@m)™+ 1),

10

6 () < (a0 (e_+ 27 @2 (e_+ % (amP+ L,

ce sont celles du théoréme 0.2,

Démonstration du théoréme O.3. dans le cas réduite On reprend la partie précédente

avec des estimations plus précises.

Rappel : inégalité de Landau et Shepp [5].

THEOREME 3¢4s Si C est une partie convexe de IRN on lui associe le nombre

réel t tel que ‘YN(C) = 8(t) et on suppose que t est positif. Alors pour

tout nombre réel r =1 on a @
3.4.1. 'YN(IC) 2 §(rt) L]
Si c et r sont réels avec (c >°’O s T 2 1) 1'inégalité 0e4e0 3

g(rc) = rg(),
a pour conséquence l'inclusion

\'s o rv .
rc [
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On en déduit 1l'inégalité

G(rc) = ’YN(er) .
S8i de plus on suppose que G(c) = YN(VC) = §(t) > % s on a alors par le théoréme
3e4e 1'inégalité

G(rc) =2 ¥rt) .

Ici a,b et t sont des nombres réels qui vérifient

a>b, Gb) >3, GB) = K&)

nécessairement b est positif, on prend r = a/b dans 1'inégalité précédente,
elle s'écrit alors

G(a) = Q(a t /b) Y

Par ailleur, pour tout élément x de S, 1tinclusion @

vcf{z:< zl n._> < c}
a x x

implique 1'inégalité :
G(a) = @(cx) .
En rassemblant toutes ces inégalités on obtient la suivante @
3.5, Vx€s,Va€m,VbeER, a>b,b=§(t)>%-,cx2at/b .
L'inégalité 3¢5¢1e permet de minorer la distance d(x,Vb) d'un point x sur
E a4 l'ensemble Vb e En effet, on reprend 2.0e2+ ¢
200426 CxSa.d(x,Vb) / (a-b) ,
avec 3e5ele On a pour tout élément x de Sa 1'inégalité
d(x,Vb) 2 (a-b)t/b =at/b -t
A fortiori si z est un élément de IRN-Va on a

d(z,Vb) 2at/b-t ,

et cela permet de remplacer les intégrales sur [t, +®[ des membres de gauches

de 3e3ele et 3e3¢2¢ par les mmes prises sur [%f s +o[ , On obtient respectivement
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352, 6@ = [ 7% (a-m) T u-e)ata-b) Hu-t) + Dadw

at/b
et
30503, par(@ = [T° (a0 P (u-) (e’ (a-b) P u-t)® + 2D ddcw)
at:b

pour tous nombres réels, a,b avec a =b et G(b) = ¥t) > % « Pour obtenir
les expressions finales du théoréme O.3. on procéde de la fagon suivante. Puisque
le rapport &(u)/(1-3(T))T exp-T(u-T) est décroissant sur [r, +=[ et que 1'on
a:

[% #r(wau=[" (1-8(T)T exp - T(u-T)du ,
T T

pour toute fonction croissante h on a 1'inégalité :

[® hwd 8w € (18T [° h(u) exp- T(u-Ddu .
T T

On a donc pour tout nombre entier k :

J‘w (u-t)kddé(u) < (1-2(at/b)) (at/b) J‘m (u-t)k exp=- %f(u- %f)du

at/b at/b
asb .k 5 K i
= (-%(at/p)) (3= .0)° T = o)
=0 (k-j)!
si on pose @ = b2 a-l(a-b)-2 t-2 .
On obtient ainsi de 3¢5.2. les inégalités :
2
G1(a) < (1 - Bat/o))((1+2 + 202 S + (14| D
b

S (1 - Hat/p) (L +& + 227)a )
S (1 - dae/m)(+e + 282 5 + @+ P
b

8(at/b)) ((1 +2%)a %+ 1)(1 + @) %

de méme qu'a partir de 3¢5¢3. @

2.4 2
D+G'(a) < (1 - 3(at/b))((1+4x + 120% + zaoz3)"°‘ Z + 139-(1+za+zo:2)t—2)
b
2
< (1 - 8(at/b)) (1 +10w +28 o2 +2%7 11410ty + 3(1+3az+-?:atz)t—2
4 b
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2.2 2
= (1 - Bae/m(( + gt 2w+ dm? 5,
b b

Cela ach@ve la démonstration du théoréme 0.3. pour G et marque la fin de la

troisiéme étapes

4¢ Quatriéme étape :

Le nombre entier N étant plus grand que 3 , fN est la fonction con=-

vexe dans ]RN donnée par
fN(x) = Sup(< zjlx >+ c 3 J =152,000,m(N)) ,

avec cj 2 0 pour tout j « Le lemme suivant permet d'approcher fN par des

fonctions auxquelles s'appliquent les résultats précédents.

LEMME 4.1. On suppose que les cj s pour j = 1l,e.ee,m sont strictement positifs.

Pour tout nombre réel r strictement positif, il existe une fonction g =g

’

r

convexe, de la classe Cz(]RN sIR) qui vérifie les propriétés suivantes

belele Yx€R |, £060 S g0 = £ + =l + 1)

4els2, vxE]RN,VuZI, glux) Suglx) .

Démonstration du lemme 4.1. : On rappelle d'abord un résultat classique sur

1tapproximation des ensembles convexes que l'on ne démontre pas icie

THEOREME 4.2. Si A est une partie convexe de r" (n 2 3) alors pour tout r

réel, strictement positif, il existe une partie convexe A(r) dans TR" dont la

fonction d'appui est analytique et qui vérifie

4e2.1. AC A(r) €A+ rB(0,1) ,

ot B(0,1) est la boule unité de r" .

On pose pour tout (x,t) € ]RN XR , fN(x,t) = Sup(< zj|x >+ cjt 31 <3 <m
et on applique le théoréme 4.2. en prenant pour A 1l'enveloppe convexe de l'en-
semble {(zj,'cj) ;3 1 <3j<m} dans R x R e« On note g = g, la fonction

d'appui du convexe A(r) obtenu grice au théoréme 4¢2. Les inclusions de 4.2.1e
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fournissent les inégalités suivantes :
1
2 2
fN(x,t) < glx,t) < fN(x,t) + e(Ixl” + D .

On prend t =1 et on pose g(x) = g(x,1), on obtient alors 4.1l.1. L'inégalité

4o1e2, est vérifiée si r est assez petit pour que l'on ait
N
A(r) €’ x {t =0},
c'est possible, car on suppose cj >0 pour tout j .
Cela démontre le lemme 4o1l.
La proposition suivante est alors un corollaire du théoréme %4.2.

PROPOSITION 4¢3 Pour tout € > 0 , il existe une fonction fe , convexe, de la

classe CZ(qu, TR) vérifiant 1'inégalité 4ele2. et telle que l'on ait

bdule Va€m, |y {x¢€ B, £ (a) <a} - ylx € R, £,(0 <all <e .

Démonstration de la proposition 4e3e: On peut évidemment supposer que tous les

Cj sont strictement positifse Soit K wune boule bornée de IRN telle que,
pour tout borélien B € B(IRN) » on ait Y (K NB) =2 YN(B) - ¢/4 ;3 on choisit

un nombre réel T tel que, pour tout réel a ,
<a-=- - < <
Iy N £ <a-M) - vylk N {g G <al| <e/2
puis un nombre réel r , positif, assez petit pour avoir
rsup(llxll +1 5 x€x) <M

Grice au lemme 4.1e il existe alors une fonction fe ayant les propriétés

voulues et vérifiant pour tout a € R
lvgle 6o < al- vile o < all = e/2 + [y (lg (0 < a} NO)- yy({gGo<alo |
< e/2 + |y (£ (0 < a=M N ©O- v ({£ (0 < al N W]
< e .

La proposition 4.3 s'en suite.
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Application : Fixons une suite € = (e(N) ; N € N) de nombres réels positifs
décroissant vers zéro. A tout N = 3 ,on associe par la proposition 4.3+ une
fonction fe(N) , convexe, de classe CZ(IRN,]R) ,» vérifiant les inégalités

4ele2s et 4ele3e, & laquelle s'applique donc le théoréme 0.2+ sous sa forme rédui-
tee On note FN,e la fonction de répartition correspondante, c'est la fonction
définie par

Vaemnr, FN,e(a) = YN{fe(N)(X) <a} .

On sait que la suite (FN 3 N€ N) tend vers F en tout point de continuité

de F ; grlce 4 1'inégalité 4.3.1. il en va de méme pour la suite (FN,e s NEN).
Soit b wun nombre réel strictement plus grand que do s on lui associe pour
chaque N entier le nombre réel ty tel que FN(b) = @(tN) 3 pour tout N ,

tN est minoré par le nombre réel strictement positif Q-I(F(b)) e On va en
déduire 1'existence d'un minorant pour la suite (t; s N € N) définie par :

VNEW, B (b) =) .

En effet puisque l'on a @

Vo >a, g =27 ) 2 ETHE® -c) 2 #HEG) - ) ,

il existe un nombre entier No tel que :

VnzNO , r_; > @'1(F(b) - e(NO)) > e,

Du coup, par le théoréme 0.2., pour tout intervalle [al,azj inclus dans 1l'en-
semble ]ao, + [ s il existe un nombre entier No et des nombres réels m,; 5,

qui vérifient :
Vy= N, v b,b,,b, € [al,azl » b, <b,,

< - < -
0 STy () =m , lF]'q,e(bz) Fﬁ,e(bﬁI my(by = by) .
a

. . 2 s
Par conséquent, si on note Va la variation totale sur 1'intervalle [al,a
1

]

2

on a les inégalités :
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a a
2 2
1 < - Ft < - .
\Y FN,e Val mlb + Val (mzb FN,e(b)) 2 mz(a2 al) + m,

Cela implique que la suite (F‘fI e 3 N € W) est uniformément bornée dans 1'espace
’
des fonctions & variation bornée sur [al,azj e I1 existe donc une suite
extraite (Fﬁ s k € IN) et une fonction W & variation bornée sur 1'inter-
k’

valle [31’32] telles qu'en tout point de continuité de W (et donc pese) on ait

€

14 F! b) = W(b) .
kt_n'Oo Nk’e() (b)

Si b1 et b2 sont des points de continuité de F , on a les égalités :

2 b,
- 1 b _ 2
F(b)) = F(b)) = lim Ry (b)) =1lim [° &t ,e®db = [ W(b)ab .
ke k e b, Tk

N bl

Par suite F est absolument continue et sur 1'intervalle [al,az:l, Ft coincide
presque surement avec W ¢ F est absolument continue et sa dérivée, définie 3 un
ensemble de mesure nulle prés est 4 variation bornée sur tout intervalle compact
inclus dans ]ao, +a
La fonction F est donc continue sur 1'intervalle ]ao, + o[ o I1 en découle que
pour tout nombre réel b dans ]ao, +o ona:

lim t; =t ,

N—.OD
on en déduit le théoréme 0.2 pour F .
Le théoréme 0.3. se montre de la méme maniére.
Le théoréme Osle est une conséquence immédiate du théorime 0.2.

La démonstration de ces trois théorémes est achevées

Conclusion : Comme nous avons essayé de le souligner au cours de cet exposé,

les inégalités de Borell et de Landau et Shepp sont les points clefs de la
démonstration de Tsirel'sone De ce fait son domaine est limité aux seules mesures
gaussiennese Cependant, un cadre naturel pour 1'étude de la régularité de la den-

.

sité de la loi d'une semi-norme d'un vecteur aldatoire & valeur dans un espace
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mesurable est celui des mesures convexes introduites par Ce Borell dans [2] .
En effet, ainsi que le prouve Hoffmann-Jorgensen dans [4] the 3e1l. p 74s1'énoncé

d'Ylvisaker [7] est pour de telles mesures une conséquence directe de leur

définition.
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