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MESURES GAUSSIENNES ET MESURES PRODUITS.

S.D. Chatterji et S. Ramaswamy.

§1, Introduction.

Les considérations de cstte note ont comme origine la ques-
tion €lémentaire suivante : soit y une mesure gaussienne non-singulie-
re dans I?m = R xR x ...; est-il vrai qu'il existe toujours une me-
sure de probabilité produit v = v, ® vy ® ... sur R¢>qui est équivalen-
te 8 v (en symboles, v ~ y) ? Si c'était ainsi, alors l'application
d'un théoreéme bien connu de Kakutani sur 1'équivalence (~) et 1l'ortho-
gonalité (l) de deux mesures produits sur R, nous donnerait immédia-
tement le théoréme de Feldman-Hajék sur la dichotomie des mesures gaus-
siennes sur R* (et donc, en général; cf. [3] pour ces théorémes) c.a.d.
le fait que si Yy Y5 sont deux mesures gaussiennes quelconques sur
R” alors ou bien Yy T Y, 0u Y, 1 Yoo

Malheureusement, nous constatons ici qu’il existe des mesu-
res gaussiennes non singuliéres y dans R” qui sont orthogonales & tou-
te mesure produit v; les exemples de tels y sont méme tras faciles a
construire. D'autre part, nous donnons un exemple d'une mesure produit
v qui est orthogonale & toute mesure gaussienne produit (et vraisem-
blablement orthogonale & toute mesure gaussienne, produit ou non — ce
que nous pensons pouvoir vérifier bientdt). Nous montrons aussi que si
une mesure gaussienne y dans R” est orthogonale & la mesure (gaussien-
ne) produit formée des mesures marginales unidimensionnelles corres-
pondantes alors y est orthogonale & toute autre mesure gaussienne pro-

duit; nous ne savons pas si une telle mesure gaussienne Yy est orthogo-
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nale & toute mesure produit, gaussienne ou non ayant les marginales é-
quivalentes a celles de y. Néanmoins, nous savons (grace & un exemple
communiqué par M. V. Losert de 1'Univ. de Vienne) qu'il existe des me-
sures Y (non-gaussienne), orthogonale & la mesure produit formée par

ses mesures marginales unidimensionnelles mais équivalente & une autre

a

mesure produit ayant les marginales équivalentes a cellesde u.

Plusieurs problémes touchant aux questions d'équivalence et
d'orthogonalité des mesures produits et gaussiennes restent ouvertes.
Certains sont formulés explicitement (comme au-dessus) et certains au-
tres se présenteront naturellement aux lecteurs & cause de la nature
trés incompléte de nos résultats. Une autre question plus importante
qui reste posée et qui était, & l'origine, notre point de départ est
celle-ci : si u1et uzsont deux mesures de probabilité stables et symé-

triques dans ]Rw, est-il vrai qu'il y a une dichotomie:ou bien Hy ~ u.ou

2
Myl B2

§2., Les résultats.

© n .
Toutes les mesures dans IR ou R seront définies sur les

tribus boréliennes respectives., Si x = (xj) e R”, posons nn(x) = X

(n)

n

et ﬂ(")(x) = (xq +ev x); alors m_ R” + R et R” > R". Une
’ ’

mesure u dans R” s’'appelle non-singuliére si, pour tout n, la mesure

(n)

y dans R" est équivalente & la mesure de Lebesgue dans

marginale m

]Rn; elle s'appelle gaussienne si, pour tout n, la mesure n(n)

u est
une mesure gaussienne dans R". Les mesuresy =m dans R s'appellent
n

-]
les mesures marginales unidimensionnelles de u. Une mesure vdans IR du

type v,8 vze... od chaque vj est une mesure dans IR, s'appelle une mesure
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produit dans R m.

Proposition 1.

o
I1 existe une mesure gaussienne non-singuliére y dans R qui

est orthogonale & toute mesure de probabilité produit dans R”.

Démonstration :

Soit no‘ n1'... une suite de variables aléatoires réelles, in-
dépenda‘ntes, de loi gaussienne standardisée N(o,1), définies sur un es-
pace de probabilité (Q,Z,P). Posons : En =, ¢ (1/n)'nn, n=12,ce43
soit y la mesure de probabilité induite dans R” par l'application & :
Q-+ R, Elw) = (En(w)). Evidemment, Yy est une mesure gaussienne non-sin-

. . (n)
guliére car les mesures marginales w

Y sont des lois de (E1 e )

, n
dans R", ces derniéres étant clairement gaussiennes et non-singulieres;
la non-singularité se vérifie immédiatement du fait qu'une relation
n
z ‘3151 = 0 p.s. entrainerait c; = 0, 1€ i < n. Montrons que y est or-
i=1
thogonale & toute mesure de probabilité produit.

En effet, soit v = vy @ Vo ® ... une mesure de probabilité pro-
. o © .
duit dans R et E€ R 1'ensemble de tous les x = (xn) t.q. lim X
n
existe et est un nombre fini. Comme E est un ensemble appartenant a la
tribu asymptotique T de R” (c.a.d. T = A Fn ol Fn est la tribu dans
n=1
R” engendrée par toutes les fonctions LD k 3 n) la loi de tout ou rien
(de Kolmogorov) donne que v(E) = 0 ou 1. D'autre part, comme lim En(w] =
n--o

n (w) (P) p.s., on a que Y(E) = 1. Ainsi, si V(E) = 0 alors v | v; si,

par contre, V(E) = 1, posons f(x)J = lim x pour x € E et = « autrement.
n--o
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Il est clair que f : R” + R est T mesurable; donc par la méme loi de

tout ou rien, f est, v p.s., une constante c.&.d. il existe a € R t.q.

si F = {x : f(x) = a} alors v(F) = 1. Mais, Y(F) = P{w : lim En(w)=a}

n->o

P{w : no(m) =al =0

d’od 1'on a encore que v | y. C.Q.F.D.

Remarques :

(i) L'orthogonalité de la mesure gaussienne Yy ci-dessus par
rapport aux mesures de probabilité produits était facile & obtenir a
cause du fait que la tribu asymptotique T n'’était pas triviale pour Y.
Il doit &tre possible de construire des mesures Yy comme dans la prop. 1

ayant la propriété que T soit y-triviale aussi.

(ii) Si dans la prop. 1, 1l'on n'exige pas que la mesure gaus-
sienne vy soit non-singuliére, alors la construction de y devient encore
plus banale. En effet, il suffit de prendre Yy comme la mesure induite

g

par une suite de variables aléatoires (61 &, & .+.) 00 les (€n)
’ ’

2, °3, nx1

sont réparties selon une loi gaussienne quelconque. On utilisera le lem-
me élémentaire suivant pour ce raisonnement : si m est une mesure de
probabilité non-atomique dans F?z, concentrée sur le diagonal

D={(x,x) | x€ R}, alors m | m,8m, pour deux mesures de probabilités

guelconques my ,m, dans R.

Proposition 2.

Soit Y une mesure gaussienne quelconque dans R t.q.
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' = = -1 i idi -
Y i Y Yy 2] Yo ®... o0 Yn ﬂn Y est la n-iéme mesure marginale unidi
mensionnelle de y. Alors Yy est orthogonale & toute mesure gaussienne

produit,

Démonstration

Nous simplifions le probléme en utilisant le lemme suivant qui
raméne la mesure Y & un sous-espace hilpertien de I?w. Ce‘lemme nous &-
tait communiqué par M. R.L. Karandikar de Indian Statistical Institute,

Calcutta.

Lemme 1.

Soit m une mesure de probabilité quelconque dans R” t.q.

a, = J nn2 dm <  pour tout n = 1,2,... (00 nn(x] = x six = (xj]].

Alors, si I = {j : a; = 0} et E = {x = (xj) Poxy o= 0 pour j € I et

T x.2 / (a 'Zj) < »}, 1'on a m(E)
1 J

1.
La démonstration du lemme est immédiate & partir du fait que

J t 1.2/ . 2)dn= 3 29 <w.
jer J J jeI

Comme E posséde une structure hilbertienne naturelle (et évidente), les
lemmes 1 et 2 qui suivent achéveront la démonstration de la propositi-

on 2.

Introduisons d'abord les notations suivantes : soit H un espa-
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ce hilbertien séparable (sur le corps R) et (en) une base orthonor-

nz1
male dans H. Soit G l'ensemble des mesures gaussiennes dans H; chaque
mesure Yy € G est caractérisée par un vecteur a € H (la moyenne) et un
opérateur positif nucléaire A dans L(Z)(l'opérateur de covariance). Nous
‘
écrirons, vy = N(a,A). Si Yq = N(a1,A1) et Y, = N(aZ,AZ) alors il est
bien connu que Ye T Yo si et seulement si (a1 - az) € ImAZ% (ou ImA1i]
et s'il existe un opérateur symétrique inversible T dans L(H) t.q. T-I
est de type Hilbert-Schmidt et A1% T A1i = A2. (Pour ces faits concer-
nant les mesures gaussiennes dans H, on peut consulter 1l'ouvrage [4] de
Skorahod (1974), p. 14-18, p. 85-95). Par G, nous notons les mesures
Y = N(a,A) t.q. A soit diagonalisé par les éléments de la base e = (en)
c.a.d. Aen = c.e,r € R; une telle mesure gaussienne Yy est caracté-
risée par le fait que les variables aléatoires En, définies sur l'espa-

ce de probabilité (H,y) par En(x) = <xlen>, sont stochastiquement indé-

pendantes.

Avec ces notations, nous avons le lemme suivant

Lemme 2.

Soit vy = N(a,A) une mesure gaussienne dans l'espace hilbertien
séparable H de base orthonormale (en). Supposons que Aen #0, n3 1.
Pour qu’il existe une mesure gaussienne v € Ge t.q. ¥ ~ v, il est néces-
saire que

l < Ae. e, > lz
) iley <w e (1)

iy < Aey | e; > < Aey | ey >
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Aussi, si Yy ~ v pour un v € G alors Y ~ y' € G od y' = N(a,A’) avec

A'e. =<Ae, | e, >+e., 131

Démonstration du lemme 2

Soit vy ~ v € G et v = N(a1’A1); par hypotheése, A,]ei = Ai 8y

Ai 20, L Ai<w. Comme Y ~ v, il existe un opérateur symétrigue inverti-

i
1 1 .
ble T € L(E) t.q. A12 T A12 = A et (T-I) est de type Hilbert-Schmidt.
On en déduit sans peine que ker(A) = ker(A,) d’'od A; > 0, i » 1; aussi,
3 3
<Aei‘ej>=<A1TA1 Bilej>
= /X.x, <Te,|le,>
13 i J

donne

Te; = g <T ey | ey > ey

= e.
Ak J
i3
Comme YOI (7-1) 9i|‘2 < ©, on aura
i
2
pletre 185> (o : cee (2)
i#] Aikj
2
< A e e, >
ot E\_____f_l_L_l_ -1l < e el (3)
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La relation (3) dit exactement que v ~ y' (cf. [31, p. 174) ce qui dé-
montre la derniére partie de 1'affirmation du lemme 2. Donc y ~ Y'; en
remplagant v par y' dans le raisonnement conduisant & (2) (et, donc,

en remplagant Ai par <Aei]ei> dans ce dernier), on obtient (1). C.Q.F.D.

Conclusion de la démonstration de la proposition 2

Soit y une mesure gaussienne dans R” ayant la propriété que
Y l y' = Yq (] Y2 ® ... avec Yo = TLYe Les deux mesures gaussiennes sont
portées par l'espace hilbertien E du lemme 1. Si v est une mesure gaus-
sienne produit sur R” alors ou bien V(E) = 0 et donc Y l v ou bien
v(E) = 1; dans ce dernier cas, si 1l'on prend la base orthonormale
(en]nEI (cf. définition de E dans le lemme 1) od e, est le vecteur

cy0, «oey 1, 0, +v.), 1 & la n-iéme place, (et c € R t.q.]

enll = 1),
1'on serait exactement dans la situation envisagée par le lemme 2. Donc,
si y ~ v alors y ~ y', une contradiction. Par le théore&me de dichotomie
de Feldman-Hajék, on conclut que Yy l V.

C.Q.F.D.
Nous ne savons pas si une mesure gaussienne y comme dans la proposi-
® v

tion 2 est aussi orthogonale & toute mesure produit v = v ® ...

1

« Ceci n'est certainement pas vrai si y n'est pas gaus-

2

telle que Vo ~ Y

sienne comme montre 1l'exemple suivant dbt & M. V. Losert :

Exemple :

Pour simplifier, on va considérer les mesures dans X = {O.1}w;

prenons A = ®X  avec An({D}) = An({1}) = 4 etyu=Fr, £f>0 p.p. (A,
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J fdA = 1. Alors p ~ X; nous allons voir que si f est choisie adéquate-

ment alors p l ﬁunoa Hp= T oM. En effet, si a, =un({0}) = f fda ,
{x:ﬂn(x]=0}

il suffit d'avoir } (qn - 4)? = «» pour que A | ® s c'est un corollai-
n n

re d'un théoréme de Kakutani déja mentionné et souvent redécouvert (cf.
par ex. [1] et [3]). Aussi, An ~ u,dés que 0 < q, < 1; on aura alors
u | ® u, mais u ~ ® X avech ~ M.

n

Pour la construction de f, posons

Ay = { x: T (x) =1 Y,
A, = Ux om(x) =1, nj(x) = 0, 1gj<n }
_ . _ .oN, -3/2 v -3/2 _
f = 7 o, 1A a, = ce2*n ,celn = 1.
n n, n

Comme les An sont disjoints et A(%IAn) =1, on a que f > 0 p.p. (A);

aussi If da 1. De plus,

W% = ) o, J1An dA
n {x:nk(X]=D}

= §J oa +($) 27"+ § oa -2

n
—
[
—
0
.
o~
3
+
30

n
—~
o]
~
N
—

I ~3 8
+
—~
~
N
-

~ (1) + ck-% - (c/2) k-a/2

d’od I (q - $)? = =,
Lotk
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Proposition 3.

Il existe une mesure de probabilité v=m® m® ... 00 m est
une mesure de probabilité dans R de la forme m(dx) = p(x)dx, p(x)>0,

-]
I p(x)dx = 1, telle que v est orthogonal & toute mesure gaussienne pro-
-0

duit.

Démonstration

Pour une mesure u quelconque dans R”, posons E(u) = {x € R
uo~ KJ ol %JA) = p(A-x).I1l est clair que E(u) est un sous-groupe de R

et que si u ~ v alors E(u) = E(Vv) .

Dans [2], 1l'on trouve une mesure de probabilité v du type de-
mandé telle que E(v) = 21. Mais, si y = @yn, Y, = N(an, cnz) alors 1l'on
sait que E(y) = {x=(x ) : % | xn/onl2 < »} (on peut supposer que o;>0;
autrement, v l Y trivialement; pour E(y) cf [3] p. 174). Un raisonne-
ment &lémentaire montre que ce dernier ensemble ne peut jamais &tre égal

a ]!

. Donc v n'est pas équivalente & y; mais comme il s'agit des mesu-
res de probabilité produits, le théoréme de Kakutani mentionné déja don-

ne que v | y. C.Q.F.D.
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