
SÉMINAIRE DE PROBABILITÉS (STRASBOURG)

SIMONE CHEVET
Topologies métrisables rendant continues les
trajectoires d’un processus
Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 16 (1982), p. 544-569
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1982__16__544_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1982, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http://portail.
mathdoc.fr/SemProba/) implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SPS_1982__16__544_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


TOPOLOGIES METRISABLES RENDANT CONTINUES LES

TRAJECTOIRES D’UN PROCESSUS

par S. CHEVET

Le but de cet exposé est de présenter certains résultats de TSIRELSON (~10~,~11~)
sur les réalisations naturelles d’un processus réel et donc sur l’existence de métri-

ques séparables sur l’espace des temps rendant continues les trajectoires du processus.

. Cette étude a permis de donner de nouvelles propriétés sur les processus gaus-

siens et plus généralement sur les processus définis à partir d’une suite de varia-

bles indépendantes. On peut trouver aussi dans ~J une application aux séries lacu-
naires.

§ J. Préliminaires

Dans tout ce qui suit E est un processus réel, c’est-à-dire une application d’un

ensemble T dans un L° (~, ~, P). Une réalisation de Z est une application [ de Q dans

IRT telle que, pour tout t de T, l’application coordonnée 03C9 ~ 03BE (w) (t) est un élé-

ment de la P-classe Z(t). Les trajectoires de [ sont les éléments ~ (w), w 

c’est-à-dire les fonctions réelles sur T , t ~ ~ (w) (t), (jù Dans ce papier

on ne différentiera pas deux réalisations P-indistinguables de E , c’est-à-dire deux

réalisations ~,. de E telles que {(jo ; ~~ (c~) ~ ~2 (c~) } est P-négligeable.

Définition (1.1).- On dira que le processus Z a une réalisation naturelle sur T s’il

existe une distance séparable p sur T et une réalisation ~ de E à trajectoires con-

tinues sur (T, p) :

, ~ M E ~ (T, p).

(une distance est dite séparable si (T, d) est un espace topologique séparable).

p sera appelée distance associée à ~ . .
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On peut noter que p n’est pas unique car, si p 1 est une autre distance séparable

sur T , p + pl est aussi une distance séparable sur T rendant continues les trajec-

toires de ~ . .

Si C est une partie non vide de L° (~, ~, P), on dira que C est un ensemble

naturel si le processus canonique C + L° P) qu’il définit admet une réalisa-

tion naturelle.

Premières propriétés

(1.1) Une réunion dénombrable d’ensembles naturels de L° (Q, ~, P) est un ensemble

naturel.

Plus généralement si (K ) est une suite de parties de T de réunion T telle que

pour tout n , 03A3 I K admet une réalisation naturelle £ sur K , alors E admet une

réalisation naturelle sur T. En effet, en se ramenant au cas où les K sont disjoints

2 à 2 et en notant p une distance sur K associée à 03BEn ,

03C1n (s, t) 
.

p(s, t) = - 
1 (s, t) E:. K n 

(s, 

1 sinon

définit une distance séparable sur T et E admet une réalisation à trajectoires p-con-

tinues.

Exemple (1.1).- Si (03BEn)n est une suite de variables aléatoires réelles sur un

(03A9, F, P) , l’application

03A3 : (an) n ~  an 03BEn

de CR. dans L0 (03A9, F, P) admet une réalisation naturelle car, trivialement,

admet une réalisation naturelle sur chacun des ensembles

C := {a ~. IRINo ; a. = 0 si i > n ; I a. I  n si i  n} .

On rappelle que, si (03A9, F, P) est un espace probabilisé de Radon , une partie

(1) C’est-à-dire 03A9 est un espace topologique séparé, P une probabilité de Radon sur

Q et tf la tribu P-complétée de la tribu borélienne de ~.
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C de L° (S~, {F, P) est dite équi-Lusin-mesurable si, pour tout e > 0, il existe un

compact K~ de 03A9 de P-mesure supérieure à 1-e telle que chaque f de C admet un repré-

sentant continu sur K . On peut supposer K P-plein, c’est-à-dire pour tout x de K
et tout voisinage ouvert V de x , P V) > 0.

(1.2) Si E admet une réalisation naturelle ç et si (Q, P) est un espace probabi-

lisé de Radon, alors ç : Q ~ IRT est P-Lusin mesurable et la loi de E se prolonge

en une probabilité de Radon sur portée par une réunion dénombrable de compacts

métrisables.

En effet, si (T, p) est un espace métrique séparable, il existe une topologie

métrisable séparable (non vectorielle) T sur l’ensemble ~ (T, p) des fonctions con-

tinues sur (T, p) telle que :

(i) l’injection p) -~ IRT est continue ;

(ii) la tribu de Baire (ou borélienne) sur 03C4 (T, p) coïncide avec la tribu

trace de la tribu produit sur [R .

En fait, si (U ) est une base dénombrable d’ouverts de T , la topologie T est

définie par la distance

6 (f,g) = SuP 2 ~n ( ~~n (f) - (g) ~ 1 + (f) - (g) ~) (f~g 

où

(f) = inf Arctg f(x) , (f) = sup Arctg f(x).

n n

Par suite, si p est une distance séparable sur T associée à ~ , ~ définit une appli-

cation P-Lusin mesurable de Q dans  T (T, p). Ce qui implique (1.2).

Remarque (1.]).- Z admet une réalisation [ P-Lusin mesurable de Q dans IRT si et

seulement si E(T) est équi-Lusin-mesurable.

Remarque (1.2).- On a une réciproque de (1.2). Si (Q, ~, P) est un espace probabilis

de Radon avec P portée par une réunion dénombrable de compacts métrisables, si, sur

T, il existe une distance séparable d et si Z admet une réalisation [ P-Lusin mesurab

alors ç est naturelle (à l’indistinguabilité près).
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En effet, il existe une suite croissante (K ) de compacts métrisables de Q
telle que ] K est continue de K dans IRT et P ( U Kn) = 1. I1 suffit de consi-
dérer l’écart p + d où

p (t, s) = sup Arctg I ~(c~) (t) - ~((jj) (s) 1 (s, t E T) .
n 2 (jù~K

n

p est une distance si E est injective.

Noter que, puisque l’on peut choisir les K~ pleins, on peut exiger de p qu’elle

vérifie la propriété suivante : 
’

(P) "pour tout réel a ; 0 , {(t,s) E T x T ; p (t,s)  a}
est fermé dans (T,T) x (T,T) où T est la topologie induite de la topologie de la con-

vergence en probabilité par l’application Z ".

Exemple (1.2).- Soit une suite de v.a.r. indépendantes telles que

P ( ~k = 0) = 1 - 

Pk ’ P ( ~k = 1 ) = 

Pk
où 0  pk (k ~ 0) , ~ k ~k ~ ~ °° ’ Alors, pour tout (an)n E a. ~i con-

verge (en probabilité) et le processus

E : t (a ) ~ Y ai 03BEi

sur IRIN admet une réalisation naturelle.

Noter qu’il existe des processus n’admettant pas de réalisation naturelle ; il

suffit de considérer le processus de Poisson standard sur [0, 1] .

§ 2. Propriétés générales

On supposera dans tout ce qui suit, sauf mention expresse du contraire, que

(S~, ,~, P) est un espace de Lebesgue au sens de Rohlin [SJ , i.e. (Q, ~*, P) est

isomorphe modo ° à ( C0,1~ , (~~ , a) où ~ est une probabilité sur [0, 1~ et (~~
la tribu À-complétée de la tribu borélienne sur ~0,1~ . Il est bien connu que, si

Q est un espace topologique séparé, P une probabilité de Radon sur Q portée par une

réunion dénombrable de compacts métrisables et F la tribu P-complétée de la tribu

borélienne sur Q , alors (Q, c~, P) est un espace de Lebesgue.
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On ne considérera que des espaces des temps T sur lesquels il existe une dis-

tance séparable.

Théorème (2.1) (de caractérisation).- Soit C (r2, ~F, P) et u la probabilité sur

; ~C (muni de sa tribu produit) induite par le processus canonique C -~ L° (S~, ~, P).

Les assertions suivantes sont équivalentes : 
.

1 
1 (a) C est un ensemble naturel ;

(a’) tout processus Z : : T --~ L° (S~, P) tel que ~ (T) C C admet une

réalisation naturelle ;

(b) p se prolonge en une probabilité de Radon  sur IRC portée par une réu-

nion dénombrable de compacts métrisables ;

(c) il existe (~ : C 2014~ ~ ( CR) et a : Q --~ CR mesurable tels que

V n ;

(d) pour tout e > 0, il existe A dans F tel que P (A) >, 1 - e et

{ D E C} est une partie séparable de L (r2, dr, P) ;

(e) il existe S~1 E:  de P-mesure un , ?. une métrique séparable sur S~1 et

À une probabilité borélienne sur (5~1, al) telles que P est la complétée de À et

telles que tout ~ de C coïncide presque sûrement sur S~1 avec une fonction continue

sur S21 . °

De plus, si (S~, ~, P) est aussi un espace probabilisé de Radon, ces assertions

sont équivalentes à : .

(f) C est équi-P-Lusin-mesurable.

Preuve .- Vu les propriétés des espaces de Lebesgue, on peut supposer que (r2, ~, P)

est égal à ([0,lJ (~~‘ , À) avec À une certaine probabilité borélienne sur [0,1] .

(a)  > (a’)  > (f), grâce à (1.2) et aux remarques (1.1) et (1.2).

(e) > (f) trivialement.

(f) > (e) : soit (K ) une suite de compacts de disjoints 2 à 2 telle que

P ( U K ) = 1 et telle que, pour tout n, tout ~ de C coïncide p.s. sur K avec une

fonction continue sur Kn. (e) s’obtient aisément en prenant r21 1 = 

U Kn et
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Q1 tc~l,~2) _ 
1 

~~1-~2~ , 
co~ " non dans un même K ~

(e) > (c) : soit (ln)n une suite de compacts de disjoints 2 à 2 tels que

P ( U Kn) - 1 et tels que les restrictions à chaque Kn de l’application identique
de 03A9

1 
dans soit continue.

Posons

= ùj + 2 n si 

a est une application continue injective de l’ensemble fermé de ~t U (Kn + 2 n)n
dans (03A91, U1). Soit n E C arbitraire ; soit ?)’ un élément de ~ continu sur (03A91,03C31) ;

a 
1 

se prolonge par continuité à Qt et

~1 (c~) _ ~ (a (w) ) p. s.

(c) > (b), car la loi du processus est l’image de la probabilité 03B1-1(P) sur IR

par l’application continue t 2014~ (t) ) 
n e C 

de Qt dans 

(b) > (d). Soit les fonctions coordonnées i~ sur QZC associées au t~ E C :

~l (n) (a) ~. ~l E C).

Soit e > 0 arbitraire ; alors il existe un compact métrisable K de QtC tel que
u (K) >, 1 - E. On peut trouver une suite d’éléments de C et un borélien Bo de

IRIN tels que

B := {a E ~C ~ ; (a))n 
contient K et a même mesure que K. Comme K est métrisable C ~(K),

~: C} est une partie séparable de L°° ( tRC ; ; ~1) . Si

B := { jj E S~ ; (~) )n E Bo },
alors on peut vérifier que {n 1 ; n E C} est une partie séparable de 1°° (S~, ~, P).

(d) > (f), car toute partie séparable de L°° (S~, ~, P) est équi-Lusin-mesura-

ble p

Remarque (2.1).- Vu la remarque (1.2), on peut remplacer " ¿ admet une réalisation

naturelle" par : "il existe une métrique séparable p sur T et une réalisation de 03A3 à

trajectoires p-Lipschitziennes". Par contre, dans (e), on ne peut remplacer " t~ coïn-

cide p. s. sur S~1 avec une fonction ?.-continue sur S~1 
" par " t~ coïncide p.s. sur
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03A91 avec une fonction 03C31-Lipschitzienne". Si E est gaussien, la nouvelle condition

(e), soit (e’), est équivalente à "I(T) est réunion dénombrable de G.C. ensembles (ou,

ce qui revient au même, de parties équimesurables au sens de Grothendieck)" ; mais

il est bien connu qu’un G.B. ensemble disqué, qui n’est pas un G.C. ensemble, ne

peut être réunion dénombrable de G.C. ensembles. Or on verra qu’un G.B. ensemble

est un ensemble naturel ; donc (e) et (e’) ne sont pas équivalentes.

Remarque (2.2).- Soit C C L° (~, P) telle que, pour toute partie dénombrable D de

C , on ait

P ( sup ~ I  + ce) = 0 ou 1.

a 6 D

On déduit aisément de l’assertion (d) que, si C est un ensemble naturel, C est réu-

nion dénombrable de parties latticiellement bornées de L° (~, P).

Mais il existe des ensembles naturels qui ne sont pas réunion dénombrable de

parties latticiellement bornées ; il suffit de considérer l’exemple (1.2) et de

noter que les parties A de IRIN telles que 03A3 (A) soit latticiellement bornée sont

relativement compactes dans tR 

Terminons ce paragraphe par la donnée de quelques propriétés des réalisations

naturelles.

Proposition (2.1).- Soit (S~, (F, P) un espace de Lebesgue et E : T -~ L° (~, P)

un processus admettant une réalisation naturelle ~. Alors :

(1) {(~ ; ~ (~) (t) = ~ ((jj) (t’) , t’) 3 E (t) = E (t’)}
est de P-mesure un. -1

(2) Deux réalisations naturelles de Z sont indistinguables.

(3) Pour tout borélien B de 
1 

(B) E ~.

(4) Si T est un espace vectoriel et si Z est linéaire, alors, pour presque tout w,

~ ((~) ~ T" .

(5) Si T est muni d’une tribu ë et si E : (T, (5 ) - L° (~, y, P) est

mesurable, alors [ (w) (t) est mesurable simultanément par rapport aux deux

variables w et t.
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(6) Si T est muni d’une métrique complète d, si E est continu en probabilité, alors

il existe To c: T maigre tel que  a ses trajectoires continues sur (T ~ To, d).

(7) Si T est muni d’une métrique séparable d et si ~ est continu en probabilité sur

(T, d) alors  est d-séparable.

Preuve.- Comme dans le théorème (2.1), on peut supposer que (03A9, F, P) est un

([0,1], B03BB, 03BB).

{1), (2), (3), (4) sont immédiates puisque 03BE : C0,1’ ~ IRT est P-Lusin mesurable. 
,

(5) : soit K un compact métrisable plein de 03A9 de mesure proche de un tel que 03BE soit

continu sur K. Déf inissons Jn : L° (S~, 0~ , P) x K -~ ~t par

jK 
(g E L° (03A9, F, P), 03C9 E K); alors Jn est continue de L° (03A9, 3", P) x K dans IR et

donc ((i), t) - Jn (E (t), est mesurable sur (T x K, ~s Q ~ ) . D’où (5), car

03BE ) {t) = lim 03BEn (03C9, t) .
n

(6) D’après la remarque (1.2), on peut supposer que "la" distance p associée à la

réalisation naturelle 03BE vérifie la propriété suivante :

(P) : "pour tout a > 0, {(t,s) E T x T ; p (t,s)  a} est fermé dans (T,d) x (T,d)’:

Soit ~tn ; n >, 1} une partie dénombrable de T dense dans (T, p) ; soit, pour tous

entiers l  1 et n >, 1, Vn la 03C1-boule fermée de rayon 1/Q et de centre tn et Un
l’intérieur de Vn pour la distance d. Alors, par la théorème de Baire,

n ( U
Q n

est un ensemble maigre et T B To est dense dans T. Mais, en tout point t de T B To,
toute fonction p-continue est d-continue. D’où (6).

(7) Soit p la distance définie par la réalisation naturelle 03BE ; alors la distance

03C11 
= p + d est séparable et 03BE à trajectoires continues sur (T, pl). Par suite 03BE est

d-séparable p

Remarque (2.3).- Si {S~, ~F, P) est un espace probabilisé de Radon arbitraire, les

propriétés (1), (2), (3), (4) sont encore vraies.
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Proposition (2.2).- Soit (S~, ,~, P) un espace de Lebesgue et E : T -~ L° (Q, ~, P)

un processus. Si est le symétrisé de E, E admet une réalisation naturelle si et

seulement si E en admet une.

Par définition,le symétrisé 1 de E est Inapplication ? de T dans L ~ (~ 

~" ~) U, P @P) qui à t E T fait correspondre la P Q9 P - classe de

W2) ~ ~ (t) - ~ (W2) (t), où [ est une réalisation arbitraire de E.

La preuve de la proposition (2.9) utilise la notion de fonction canonique au

sens de Ito-Saks, [_~ . Faisons donc quelques rappels sur les fonctions canoniques:

(a) Soit n un entier >, 1 arbitraire et À n la mesure de Lebesgue sur [0, On ; ; si A

est une partie mesurable on dit que x est un point de densité de A si

1 À ([x-r, A) --~ 1 , quand r -~ 0 .

(2r)" "

La topologie de densité Td sur est la topologie dont les ouverts non vides

sont les parties A de dont tout point est un point de densité de A. Cette

topologie est plus fine que la topologie usuelle sur ’O,ICn ; et,pour tout x de
la famille de toutes les parties A de telles que x E A et que x soit

un point de densité de A est une base de voisinages de x pour cette topologie ; en

fait, si K est une partie mesurable de avec À n (K) > 0, alors il existe un

03C4d-ouvert contenu dans K et de même mesure que K.

(b) Soit F dans L° et f E F. Si t E] 0,1 [non dit que F (t) est défini et

égal à a si,pour tout e > 0, t est un point de densité de {u ; 
autrement dit si F (s) admet une limite égale à a quand s ~ t pour Td. Il est tri-

vial que F ne dépend pas du représentant f dans la classe F ; et il est bien connu

que F est défini presque partout et appartient à la classe F. F est appelée fonction

canonique associée à F.

On vérifie aisément que :

(1) Si A est une partie équi-Lusin-mesurable de L° (~0,1~ n , ~n), alors il existe

S~1 1 C ~0,1~ de Àn -mesure un sur lequel tous les f , f E A sont définis.
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(2) Si f E L~ est égale à la borne supérieure des valeurs de 1

sur son ensemble de définition.

Preuve de la proposition (2.2). (Esquisse).- On se ramène au cas où (S~, ~, P) n’est

autre que l’espace de Lebesgue (C0,1~ , dx). Il suffit de vérifier que, si C est

une partie équi-Lusin-mesurable de L° (C0,1~, d2x),

C1 l := 
1 
E L° [0,1], ~ ~2 E L° : ~1 @ ~2 E C} est équi-Lusin-mesurable.

Ici r~l ~ r~2 w2) - r11 (wl) ~ ~12 (w2) ~

Par ( 1), il existe Ao C C0,1~ 2 de P © P-mesure un sur lequel tous les ~j , t~ E C

sont définis. Soit

A1 - {wl ; ; P {w2 ; E Ao~ } =il , A2 = ~w2 ; P {wl ; ; e Ao~ } = 1 }

et

A est de mesure un et, pour tout (wl, w2) E A, tout t~ = r~ E C , on a :

~11 (wl) + ~12 (w2) - ~1 (wl~w2). °

Soit £ > 0 arbitraire. C étant équimesurable, alors, par le théorème (2.1), il

existe B Td-ouvert dans C0,1~ 2 avec P (B) > 1-~ tel que {r~ r~ E C~ soit

une partie séparable de L ( C0,1~ 2) . En posant

B 1 = ~w 1 ; (w 1, w2) E A}

avec c~2 choisi tel que P (B1) >, 1 - 

e , on peut vérifier que

~ wl ~ ~ (wl, ~2) 1 
1 

(wl) ; n E ~2 E C~ est séparable dans L~ 

par suite {~ 1 1B
1 

; ri ~2 E C) est une partie séparable de L [0,1]. D’où la

proposition.
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§ 3. Exemples

1. On a besoin de quelques définitions :

Définition (3.1).- Soit (T, p) un espace métrique et 03A3 un processus sur T. On dit

que E vérifie la condition de limite dégénérée (finie) si, pour toute suite (t )
d’éléments de T p-convergente vers un élément t de T , il existe des nombres (finis)

a et b tels que 
’

(1) lim E (tn) - E (t) = a et lim ¿ (t ) - ¿ (t) = b.

Si 03A3 est continu en probabilité et si E vérifie la condition de limite dégénérée, on

a a > - ~ et b  + ~ dans (1).

On dit que E vérifie l’équi-condition de limite dégénérée (finie si, pour toutes

suites (sn)n et (tn)n de T telles que p (s , tn) -~ 0, il existe un nombre a (fini)

tel que

lim 03A3 (tn) - 03A3 (sn) = a.

Noter que, si (T, p) est un espace vectoriel métrique et si E est linéaire, l’équi-

condition de limite dégénérée est équivalente à la condition de limite dégénérée.

Enfin, si AcL° (Q, ~F, P), on dit que A vérifie l’une des quatre propriétés
énoncées ci-dessus si le processus identité ¿ : A + L° (Q, ~, P) vérifie la même

propriété avec A muni de la topologie induite par la convergence en mesure.

Exemples

(3.1) Tout espace gaussien vérifie l’équi-condition de limite dégénérée. Plus géné-

ralement :

(3.2) Si L est le sous-espace fermé de L° (03A9, F, P) engendré par une suite 03BE

de variables aléatoires réelles sur (03A9, F, P) dont la tribu asymptotique ne

contient que des éléments de P-mesure 0 ou 1, L vérifie l’équi-condition de

limite dégénérée.

(3.3), [2]. Soit (T, d) un espace métrique séparable ; soit E un processus sur T du

type suivant : il existe une suite (X ) de processus indépendants sur T telle
que, pour tout t de T, la série 1 X~ (t) converge en probabilité vers E (t).

n

Si, pour tout t de T, il existe un voisinage Ut de t tel que chaque X n admet
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une réalisation à trajectoires uniformément continues sur Vt’alors Z vérifie l’équi-

condition de limite dégénérée sur chaque Vt.
Comme exemple, on peut citer le processus

Z : t -~ ~ exp (i  x,t >) dm (x)

sur Qtn obtenu à partir d’une mesure aléatoire m sur mn à valeurs indépendantes et

symétriques, c’est-à-dire d’une application m de la tribu borélienne de ~tn dans un

L° (Q, y, P) telle que, pour toute suite (Bk)k de boréliens de mn disjoints 2 à 2,

(m (Bk))k est une suite de variables aléatoires indépendantes et symétriques et la

série ) m (Bk) converge en probabilité vers m (U B ) (cf [)7]).
k 

" k

On peut noter :

(3.4) Soit (T, p) un espace métrique. Si E : T -~ L° (~, ~, P) est un processus

vérifiant l’équi-condition de limite dégénérée sur (T, p) et si Z (T) est

latticiellement bornée (dans L° (Q, c~, P)), alors E vérifie aussi l’équi-

condition de limite dégénérée finie.

(3.5) Soit L un sous espace vectoriel de L° (~, ff, P) vérifiant la condition de

limite dégénérée ; alors, pour tout A de F de P-mesure strictement positive,

l’ensemble

{g ; g E L ; 
(S~, ~, P) 

 + ~}

est réunion dénombrable de parties de L° (F, P) vérifiant l’équi-condition

de limite dégénérée finie.

(3.6) Si Z : : (T, 03C1) ~ L° (Q, F, P) vérifie l’équi-condition de limite dégénérée

finie sur (T, p), le processus symétrisé E de E vérifie aussi cette propriété.

Théorème (3.1).- Soit (T, d) un espace métrique séparable ; soit E : : T -~ L° (5~,~,P)

un processus continu en probabilité sur (T, p) et vérifiant l’équi-condition de limite

dégénérée finie sur (T,p). Alors E admet une réalisation naturelle.

La preuve du théorème (1.3) utilise des propriétés de l’oscillation des trajec-

toires des processus vérifiant l’équi-condition de limite dégénérée ; ces propriétés
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sont analogues à celles des processus gaussiens (cf []~], [12J). Plus précisément, on

a la

roposition (3.1).- Soit (T, d) un espace métrique séparable, S une partie dénombra-

le de T dense dans T et (Q, ~, P) un espace probabilisé arbitraire. Soit

E : T -~ L° (Q, ~, P) un processus vérifiant l’équi-condition de limite dégénérée sur

(T, p) et ~ une réalisation de Z. On a les propriétés suivantes :

(1) La d-oscillation de ~ sur S est presque sûrement non aléatoire ; autrement dit,

il existe Q l de probabilité un et a : T -~ tels que : .

inf sup I~ (c~)(s) - ~ (c~)(s’)I - a(t)
~~ 

(s,s’) ETxT
d(s,t)  e
d(s’,t) £

de plus, si E est symétrique (i.e. E ont même loi), alors, pour tout ouvert

on vide U de T, on a l’alternative suivante : ou a = sur U ; ou, pour tout

; > 0, l’ensemble {t ; t E uns; a(t)  ~} est non vide.

2) Si E est continu en probabilité sur (T, d), a ne dépend pas du choix de la par-

tie dénombrable S dense dans T.

Preuve .- On note WS (t,w) la d-oscillation de ~((jû)(.) sur S au point t. Soit, pour

tout ouvert non vide U de T,

a (w , U) := lim sup I ~ (~) ( s ) - ~ (a))(s’)~ ( (w E S2) .

( s , s’ ) E UxU

d(s,s’)  e

a (., U) est presque sûrement non aléatoire grâce à l’équi-condition de limite dégé-

nérée. Maintenant, si (U ) est une base dénombrable d’ouverts de T, il est facile de

voir que :

WS (t,c~) - inf a (c~. Ui) ; Ui ~ {t}}.
La première partie de (1) s’en déduit aisément. La deuxième partie de (1) se montre

comme dans 

On a (2) car, si S’ est une autre partie dénombrable de T dense dans T on voit faci-

lement que, pour tout t de T,

Ws (t,c~) = c~) p.s. 0
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Avant de donner l’esquisse de la preuve du théorème (3.1), on va faire quelques

remarques sur la proposition ci-dessus :

Remarque (3.1).- La proposition (3.2) est encore valable si l’on remplace "~ vérifie

l’équi-condition de limite dégénérée "par" il existe une base dénombrable d’ouverts

de T sur lesquels E vérifie l’équi-condition de limite dégénérée".

Remarque (3.2).- On suppose que, dans la proposition (3.1), (T, d) est un espace

homogène topologique relativement à un groupe G opérant sur T et que Z est G-station-

naire, symétrique et continu en probabilité sur (T, d) (E est G-stationnaire si,

pour tout g de G, les processus Z et Z o g ont mêmes lois sur T). Alors, grâce à (2),

on peut montrer comme dans [~Ï2J que a est constante ; d’où ou a = 0, compte

tenu de (1).

Preuve du théorème (3.1) (esquisse).- Vu la proposition (2.2) et l’exemple (3.6) il

suffit de montrer le théorème dans le cas où E est symétrique. Avec les notations de

la proposition (3.1), a est à valeurs réelles et

p (s,t) := d (s,t) + (a(s) - a(t) 1 (s,t) ~: T x T

définit une distance séparable sur T. Dans Tsirelson démontre le théorème (3.1)

en vérifiant qu’il existe une réalisation ~ à trajectoires p-continues (cf aussi []7]) ;
mais je ne suis pas convaincue de la validité de sa preuve. Cependant on peut aussi

montrer le théorème (3.1) en établissant, comme dans [8], la

Proposition (3.2).- Soit E comme dans le théorème (3.1) mais avec (S~, (p*, P) quel-

conque (i.e. non nécessairement de Lebesgue) ; on suppose de plus que E est symétri-

que. Alors il existe une distance séparable p sur T , une suite de parties

mesurables de 03A9 avec P (03A9n)  1 - 2 n si n a 1 et une réalisation 03BE de E telle que

les ensembles

{~ ( . ) (c~) ~ i 0) E ~J } , n ~ 1 
,

soient équi-p-continus 0

Comme applications directes du théorème (3.1) on peut citer :
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Corollaire (3.1).- Soit (T,p) un espace métrique séparable ; soit E : (T,p) 2014t-

L° (Q, , p) un processus continu en probabilité vérifiant l’équi-condition de

limite dégénérée. Alors, si E (T) est latticiellement borné, E admet une réalisation

naturelle.

Corollaire (3.2), C7~ , [8] .- Soit E un e.l.c.s. et p une probabilité de Radon gaus-

sienne sur E ; alors p est portée par une réunion dénombrable de compacts métrisables.

Corollaire (3.3), [13, 14] .- Soit ¿ un processus stationnaire sur Q~ continu en

probabilité. On a les propriétés suivantes:

1) E admet une réalisation naturelle si et seulement si E admet une réalisation

à trajectoires continues sur [R ;

2) Si E vérifie l’équi-condition de limite dégénérée dans un voisinage de 0 et ,

si ~ est une réalisation séparable de E , alors (à l’indistinguabilité près) :

ou les trajectoires de ~ sont continues sur llt,

ou les trajectoires de ~ sont non bornées sur chaque intervalle de OEL

Le corollaire (3.3), qui est bien connu dans le cas de processus gaussiens sta-

tionnaires, s’applique au cas des processus stationnaires sur IR qui sont transformés

de Fourier de mesure aléatoire à valeurs indépendantes et symétriques (cf exemple

(3.3)).

Remarque (3.3).- Soit (T,d) un espace métrique séparable tel que (T,d) soit un espace

homogène topologique relativement à un groupe G opérant sur T. Si E est G-stationnaire,

symétrique, continu en probabilité sur (T,p), alors l’assertion (2) du corollaire (3.3)

reste vraie à condition de remplacer Qt par (T,p) et intervalle par ouvert (pour le

cas gaussien, on peut consulter [~2~j). L’assertion (1) est vraie pour T = , G le

groupe des translations (cf partie (6) de la proposition (2.1)).
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2. Maintenant, on étudie plus particulièrement le cas des processus définis à partir

d’une suite (~n)n>1 de v.a.r. indépendantes sur un (~, ~, P). Soit L le sous-espace

vectoriel fermé de L° ~, P) engendré par les  n n >~ 1 et muni de la topologie

de la convergence en mesure. On peut noter que, si les 03BEn sont aussi symétriques, il

existe des opérateurs linéaires continus Pm de L dans L tels que

~k si k $ m

Pm ~k = !

~ 
0 si k > m

les Pm ont en outre les propriétés suivantes

(P~) p.s. ;

(p2) pour toute suite (fn)n dans L telle que sup +00 p.s., on a :

n

sup sup IPm fkl 1  p.s..
m k 

~

On a alors les théorèmes suivants :

Théorème (3.2).- On suppose que les distributions des 03BEn sont continues. Soit C une

partie de L. Les conditions suivantes sur C sont équivalentes :

(1) C est un ensemble naturel ; ;

(2) II existe des réels dk (constantes de centrage) et 03A91 ~ 03A9 de P-mesure

un tels que chaque ~ de C admet la représentation

(*) n = + I (03BEk (.) - dk)

où les bk(~), k >, 0 sont des réels tels que la série à droite converge en tout point

;

(3) C est réunion dénombrable de parties latticiellement bornées.

Remarque (3.4).- Les distributions des 03BEn étant non dégénérées, les réels dans

la représentation (*) sont déterminés de manière unique. Le théorème est faux si on

ne suppose pas les distributions , des  n continues comme le montre l’exemple (1.2).
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Théorème (3.3).- On suppose toujours que les distributions des ~n sont continues.

Soit (f ) une suite de fontions sur un ensemble T telle que, pour tout t de T, la

suite (03A3 fk(t) 03BEk)n converge en probabilité, on note E (t) sa limite. Alors les

k~n 
~

propriétés suivantes sont équivalentes :

(l’) E admet une réalisation naturelle sur T ;

(2’) il existe de probabilité un tel que, pour tout (jû de S~1 et tout t

de T, la série ~ fk(t) ~k(~) converge ;
k

(3) il existe f : T -~ mesurable telles que :

P k G fk(t) ~k(~) I  ~(c~) f (t) } = 1 i

(4’) il existe une distance séparable p sur T telle que

sup sup 
x T 

03BEk(03C9)fk(s)|  + ~ p.s..

003C1(t,s)  1

Preuve du théorème (3.2)

(1) > (2), d’après la remarque (2.2) ; car, les distributions des ~n étant

continues, on a, pour toute suite (f ) dans L,

(.) P ( sup 1 fn I  + = 0 ou 1, 
n

(3) ~---> (1) d’après le corollaire (3.1 ) ci-dessus et ( 1.1 ) .

(1) ~---> (2). Soit (1). Compte tenu de la remarque 2.1, il existe une distance

séparable p sur C et une réalisation ~ de E à trajectoires p-lipschitziennes. Grâce

à (.), il existe eo > 0 (qu’on peut supposer égal à 1) tel que, pour toute partie

dénombrable D de C,

sup 1 I~(c~)(f) - ~(c~)(g)~ 1  + ~ p.s..

(f,g) E D x D P 

0  p(f,g)  1

Soit (S, ~ , P) l’espace produit de (Q, P) avec lui-même et a -~ a l’application

de L° (Q, P) dans L° (S2, ~, P) définie par :

a ; w2) = a (w 1 ) - a (w2) 1 E S~ , c~2 E Q).

Alors, grâce à (p2), on a aussi : t .
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sup sup 1 03C1(f, g) |Pm(f) - Pm(g)|  + ~ p.s..

0p(f,g)  1

D’où, pour tout m, . Z m : T) -~ de C dans L (S~, (F, P) admet une réalisation

naturelle ~ à trajectoires p-lipschitziennes sur C telle que, pour presque tout c~

de ~, on ait

(~) sup m CxC p( f ’g) ~ I ~m(c~, f) - ~m(c~, g) ~ 1  + ~ .

0p(f,g) 1

On en déduit que

-~ ~ (c~, f) } = 1.

Mais, pour presque tout W de 03A9 et tout m, on a

m

Vf (w, f ) - I .

m 
k=1 

K K

Par suite, par un raisonnement classique, on obtient l’affirmation (2).

(2) > (1). Il suffit de vérifier que le symétrisé C de C est un ensemble naturel ;

mais cette propriété se déduit du lemme suivant appliqué à

S = span {03BEn} , r = C , x (n,y) = si n  1, y E: r ,

et E l’opérateur identité de C dans P)0

Lemme [10J.- Soit (S,d) un espace métrique séparable ; soit Z : : S -~ LO (S1, ~ , , P) un

processus vérifiant l’équi-condition de limite dégénérée sur (S,d) et ayant une réa-

lisation naturelle ~. On suppose qu’il existe un espace topologique r contenant S,

une application X de N x r dans S et un élément A de (F de mesure strictement positive

tels que

(i) pour tout y de r , la suite (X(n,Y))n converge vers y dans r ;

(ii) pour tout y de r et tout w de A, la suite (~((jû) (X(n,Y))n converge.
Alors il existe un processus Z’ : : r - L°(Q, P) ayant une réalisation natu-

relle ~’ telle que, pour presque tout (i) on ait :

Vy E r , ~((jo) (x(n,y» ~ ~’(oo)(y). .
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Preuve (esquisse).- On peut supposer que (Q, ~, P) est un ( C0, l’ , ~j~, a) . Soit K

un compact métrisable contenu dans A et de P-mesure > 0. En appliquant, pour chaque

y de r , ’ le théorème de Baire à la suite de fonctions continues (~(.,X(n,Y)))n sur K

puis l’équicondition de limite dégénéréé on montre que, pour tout 6 > 0, il existe

B tel que P (B) >, 1-6 et

Vy e r ~ lim sup (t~) (X(n 2 ~Y) ) ~ = o.

(jj ~. B

(C’est en quelque sorte une propriété d’Egoroff uniforme). Le lemme s’en déduit

immédiatement 0

Preuve du théorème (3.3).- Il s’obtient à partir du théorème (3.2) où C = E (T).

Trivialement (1’) =====> (1), (3’) ======> (3) et (2’) ====2014> (2). Réciproquement

(2’) > (2) ; car, grâce à la continuité des lois on en déduit que,

pour tout t de T,

(i) V k ~ 1, b~ (t) = fk (t)

(ii) la suite ( bk(t) dk)n converge vers b (t) ;

ici on a posé bk(t) = bk (E (t)), si t E T , k ? 0.

(2) > (1’), (3’), (4’). Soit (2). On sait déjà qu’on a (2’) et donc (i) et (ii).

D’après la preuve du théorème (3.2), il existe a : Q -~ LR+ mesurable, p un écart

séparable sur T et 03A91 ~ F de probabilité un tels que pour tout w on ait :

sup bk(s) (03BEk(03C9) - dk)|  a(03C9) p (s,t)

dès que p (s,t)  1. D’autre part,

pl (t,s) = sup +  dk fk(t) - dk 1 (s,t) ~ TxT

définit un écart séparable car l’espace c0 des suites convergeant vers 
zéro est sépa-

rable. Alors p2 := p + p~ 1 est un écart séparable sur T et, ’ pour tout w de tous

s, t de T tels que p2 (s, t)  1, on a :

sup | 03A3 fk(t) fk(s) 03BEk(03C9)|  (a(03C9) + 1) 03C12 (s,t).
m k~m k:m
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D’où (4’), car, en ajoutant éventuellement à p2 une distance séparable, on peut

supposer que p2 est une vraie distance. On obtient aussi (3’) vu que (2’) =====> (2)

est vérifiée.

Maintenant on a (3’) : Soit (t ) une suite d’éléments de T telle que

{t n est dense dans (T,p2) ; soit (A ) une suite de parties de T disjointes
2 à 2 et telles que

Vn , An C { t ; P2 ( t, tn)  1} . .

Soit aussi (À ) une suite de réels > 0 telle que  03BBn E(t ) converge presque sûrement ;

si f est la somme de cette série, on obtient (3’) en posant :

03B2(03C9) = max (f(03C9), a(03C9) + J) f(t) =  (1 03BBn + 03C1(t,tn))1An (t)[]

Remarque (3.5).- Dans [9] Tsirelson a obtenu des résultats analogues pour des proces-

sus lacunaires E : T -)- L° ( C0,1~ , dx) de la forme suivante :

03A3(t)(u) =  ak(t) cos (nk u) + bk(t) sin (nk u)

où inf nk+1 n > 1 et, pour tout t de T, T (t) + b2k (t)  + ce . Cela tient
k k " "

aux propriétés suivantes de E :

(i) E vérifie une condition de limite dégénérée affaiblie ;

(ii) Si Pn (E(t)) :=  ak(t) cos (n u) + bk(t) sin (iL u), Pn vérifie

les propriétés (PI) et (p2) ; plus précisément on a :

(iii) S’il existe une partie mesurable A de [0,1] de mesure > 0 telle que, pour

tout t de T , lE (t) ~ ! 1 p.s. sur A, alors il existe F : -~ [R mesurable

tel que

~ t ~T, |03A3 (t)| F et sup |Pu (03A3(t))|  F.

De plus

J~ exp (a F(w) dw  pour un réel a > 0.

On termine ce paragraphe en énonçant quelques corollaires des théorèmes (3.2)

et (3.3). ..
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Corollaire (3.4).- Soit E un processus gaussien d’espace des temps T. Alors E admet

une réalisation naturelle si et seulement s’il existe f : T -~ telle que le

processus t - a une réalisation à trajectoires bornées (autrement dit, si

et seulement si E(T) est réunion dénombrable de parties latticiellement bornées

(i.e. de G.B. ensembles au sens de C16~)).

Le corollaire suivant est une variante du Corollaire (3.2) (dans [~7], Sato l’a

montré directement à partir du Corollaire (3.2)).

Corollaire (3.5), .- Soit E un e.l.c.s. et y une probabilité gaussienne sur la

tribu sur E engendrée par toutes les formes linéaires continues sur E. Soit 

une suite de v.a.r. gaussiennes indépendantes de loi sur un espace probabi-

lisé de Radon (de Lebesgue) (~, ~, P).

S’il existe un compact K de E tel que y* (K) > 0, alors il existe une suite

(en)n d’éléments de E et une mesurable telle que

(1) l’image de P par ~ est une probabilité de Radon sur E prolongeant y ;

(2) pour presque tout w , la série e 0 + k L ~i(~) ~ k ek converge dans E

vers ~ (w).

Remarque (3.6).- Comme y se prolonge en une probabilité de Radon sur E, il résulte

de (cf aussi []6]) que l’espace autoreproduisant centré ~ associé à y est

contenu dans E, séparable et que la moyenne m de y est dans E. Alors, en fait, dans

le corollaire ci-dessus on peut prendre pour e la moyenne de y et pour (e) 1
n’importe quelle base orthonormale de db .
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§ 4.- Quelques remarques sur les processus gaussiens

Soit Z : T --~ L°(S~, ~, P) un processus gaussien avec £ (T) latticiellement

borné ; donc E admet une réalisation naturelle ~ par le corollaire (3.1).

Théorème (4.1). Soit 03A91 ~ F de probabilité 1 et f : tR. On a les propriétés

suivantes : :

(1) Si f ne peut se mettre sous la forme f = lim Z (tk) avec {tk ; k 2014 201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 

k 
k 20142014 k

(donc si f non gaussienne et même non mesurable), alors il existe une partie finie

S de Stl telle que

(*) inf max If(w) - > 0 ;
t ET 

(2) Si f = lim E (tk) avec k ~. QV} C T , alors, pour tout e > 0, il
~ 

k

existe une partie finie S de S~1 et 0 > 0 tels que

(t E T, max If(w) - ~(c~,t) I y ~ ) > E If - E(t) ( ~ E .

w e S

(Par f = lim X (tk) on entend que f est limite en probabilité de la suite (E (tk))k)
k 

~ 
, 

On peut donner une interprétati.on topologique de ce théorème : Soit m l’espace

quotient de Qt~ par la relation d’égalité P-presque sûre que l’on note . Si M

est une partie de IR03A9 et si a E M, on dit que a appartient à la fermeture ponctu-

elle de M s’il existe ~ F de probabilité 1 et une suite (a ) dans M tels que,

pour toute partie finie S de ,

inf sup 03B1(03C9)| =0

(i.e. tels que a appartient à la fermeture dans 
1 
de {a ; n E 

On vérifie aisément que l’on définit ainsi une topologie T sur dont les fermés

sont Ob-saturés. La topologie sur ~ quotient de cette topologie T par Ou est

appelée topologie "ponctuelle". Sur L° (S~, (F, P) C la topologie ponctuelle est

moins fine que la topologie de convergence en mesure.

Le théorème (4.1) dit que, sur un G.B. ensemble C, la topologie ponctuelle coïn-

cide avec la topologie de convergence en mesure et que la fermeture de C dans ~ coin-

cide avec sa fermeture dans L° (S~, y, P) (muni de la topologie de convergence en

mesure).
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La preuve du théorème {4..1) s’appuie sur les deux lemmes suivants de C10~ :

Lemme (4.1).- Soit m(.) la moyenne de E(.) et ~(.) la variance de ~(.). Soit T eT.

Alors, pour presque tout c~ _ (w ) dans {S~ ~, ~ ®~ , P ~ ~ ) ,on a :
nn

a) max ~ - uniformément sur T1 , si inf o(t) > 0 ;
i=1...n 

~ 
n 

~ 
t ET I

b) lim inf max ~ ~ (~i, t) I >, inf (E lE {t) ( 2 ) 1~2 .
t ET1 

~ 

t ET1
Lemme (4.2).- Soit ~ un filtre sur T. Si (E 0 suivant ‘~, alors, pour

presque tout c~ 

lim 03BE (03C9, t)  0 >, lim 03BE (w, t) .

Preuve du théorème (4.1).- Soit 

‘~l. _ ; S C ; S ~ ~ ; S fini ; ~ > 0~
avec

US,~ := T ; sup |f(03C9) - 03BE(03C9,t) | ~} .

Ou l’un des éléments de u est vide et on a (*). Ou tous les éléments de iL sont non

vides et donc ~ est une base de filtre. 0n va montrer que f est mesurable et que

E(t) converge en probabilité vers f suivant ~1.. Tout d’abord, on a

(1) inf sup E E(s)I2 - 0 ;
U E i~. ( t, UxU

sinon il existe E > 0 et, pour tout U de (tU, sU) dans U x U tels que :

‘~, , ( tU) - E ( sU) 2 >, ~ ;

donc, par le lemme (4.1), il existe un entier n et A dans c~ de mesure stric-

tement positive tels que, pour tout ..., wn) de A

inf max 
,n 

|03BE 03C9i,tU) - 03BE (03C9i, sU)|2 ~ 2 ;

on obtient une contradiction avec la définition de U 
E 

lorsque S = {03C91,...,03C9n}
ave c { ~ 1, ... , ~n } E S~ 1 (Î ° 

S, 6 

(1) est donc vérifiée ; par suite, il existe g dans L°(~, ~ , P) tél que E(t) converge

vers g en probabilité suivant ‘u.. En appliquant le lemme (4.2) au processus gaus-

sien t -~ E (t) - g on obtient alors :
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lim 03BE (03C9,t)  g(03C9)  lim 03BE (w,t) p.s..

D’où

g(w) = f(w) = lim 03BE (w,t) p.s.

car, par définition de on a, pour tout w de 5~1, convergence de ~ (t, w) vers

f(w) suivant Et le théorème est établi 0

On termine ce papier par un exemple :

Corollaire (4.1).- Il existe un compact Q séparable non métrisable et un processus

aussien centré E continu en probabilité sur Q tel que :

(a) Z admet une réalisation naturelle ~ à trajectoires bornées et non conti-

nues sur Q ; -

(b) Z admet une réalisation o à trajectoires continues sur Q.

Preuve (esquisse).- Soit (n) un processus gaussien sur un (03A9, F, P) tel que

sup j  p,s. On suppose que (~n)n ne définit pas un G.C. ensemble (au sens

de [16]) ; c’est-à-dire, si C est la fermeture dans L° (Q, P) de ; n ~ tN},
le processus identité C -~ L° (Q, (F, P) n’admet pas de réalisation à trajectoires

continues. Soit

03A91 = ; sup I  + 

soit Q la fermeture dans 
1 

de l’ensemble {nk k E IN} (nk I 03A91 est la

restriction de t~k à S~1) . Q est ainsi un compact séparable. °

D’après le théorème ci-dessus tout n de Q est mesurable,gaussien ; ainsi on peut

définir canoniquement un processus gaussien E de Q dans L° (Q, ~, P). Ce processus

est continu en probabilité toujours grâce au théorème (4.1) ; et il admet une modifi-

cation naturelle ~ car Z (Q) C C est latticiellement borné.

D’autre part

~o c~ ) : _ ( ~ e Q , (jo ~~)
définit une réalisation de E à trajectoires continues sur Q. On peut alors vérifier

que (03BE, 03BE0, Q) vérifie les propriétés du Corollaire Q
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