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Université de Strasbourg 1980/81

SENIMARTINGALES A DEUX INDICES

par Dominique Bakry

Le théordme de Dellacherie-Meyer-Mokobodzky [5,VIII 80] permet de
caractériser les semimartingales comme les processus adaptés, continus & droite,
tels que l'intégrale stochastique des processus prévisibles élémentaires se prolonge
en une mesure sur la tribu prévisible & valeurs dans 1l'espace LO. On s'intéresse
ici & la situation des processus & deux indices, comme mesure i valeurs dans 1'espa—
ce LP y P21 : étant donné un espace de probabilité (Q, F, P) , muni de deux
filtrations (E@) et ( Ef) satisfaisant & la condition de commutation (F.4) de
[4], on connait quatre modéles de semimartingales & deux indices:

~Les processus & variation finie

~Les martingales de P , P>1

~Certains processus d'un modéle mixte, de la forme E(At/]F;) R
étudiés par Wong et Zakai dans [7], ol le processus At est 4 variation finie,
adapté & la filtration ZFi y et satisfait en outre & certaines conditions assez res-
trictives

-Evidemment, le modéle symétrique obtenu en échangeant les rdles de
s et t .

Nous étudions ci dessous les processus Xs,t adaptés qui détermi—'
nent des mesures sur la tribu prévisible & valeurs L® . Sous 1'hypothése supplé-
mentaire que, & s et t fixés, Xs,t soit une semimartingales par rapport aux fil-
trations ]F; et Ef respectivement (nous disons alors que X est régulidre), nous
montrons que les semimartingales de P se décomposent en somme de quatre proces-
sus des types précédents, puis, dans le cas o X définit une mesure sur la tribu
plus large des processus l-prévisibles, nous obtenons une décomposition plus simple,

et nous étudions quelques exemples ol 1'hypothise de régularité n'est pas toujours

satisfaite.
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Notations: nous suivons pour l'essentiel celles de [6]; tous nos processus sont
indexés par [O,l:]2 y sur lequel on définit 1l'ordre partiel:
(syt) < (s',t') ssi s<s' et t <t
La notation (s,t) < (s',t') signifie que 1'inégalité stricte a lieu pour les
deux composantes; si z et z' sont deux points de [O,l]2 , les notations
Jz,2'] , [2,2'] , etc... se comprennent d&s lors d'elles mémes.

. . 1 2
On se donne deux filtrations (Fs)se[o,l] et (]Ft )te[o,l]

vérifiant les conditions habituelles ainsi que la condition '(F,'.4) ¢ pour tout

(syt), les espérances conditionnelles E( ./]Fi‘) et E(./ ]F‘f;) commutent ; nous

notons alors T la tribu ]F‘lan‘2 o
s,t st
On note B (resp. ﬁl, ‘-32) l'ensemble des processus élémentaires

prévisibles (resp. l-prévisibles, 2-prévisibles) bornés par 1 en module, i.e,
1'ensemble des processus H(w,s,t) qui s'écrivent

E?=1Z"§=1 hi’j(w)l]si,si+1](s) 1]tj'tj+l](t) od (si)’ilj et

(tj)r;:i sont deux subdivisions dyadiques de [0,1] et hi,j des variables
aléatoires bornées bornées par 1 mesurables par rapport 3 Fsi,t (resp.lF‘i'. '
]F:) . La tribu engendrée par g (resp. gl . 82 ) est la tribu prévisible '
(resp. l1-prévisible, 2-prévisible); elle est notée P (resp. Pl, F’z).
Si H s'écrit hl]s,s']l]t,t'] , on définit 1l'intégrale stochas-
tique de H par rapport & X : c'est la variable aléatoire

HX = h(Xs -X et 1'on note HX le

T T L )
processus z-—> Hl]o,z]'x ,ze[O,l]Z.

Par linéarité, cette définition se prolonge au cas oi H est un
élément de B , gl ,132 . Rappelons qu'un processus & deux indices est dit croissant
si 1]z, z,].X > 0, pour tout couple de points (z,z') de [0,1]2 , et & variation
finie s'il est différence de deux processus croissants.

Enfin, une dernire remarque avant de commencer: & plusieurs
endroits, on utilisera des constantes universelles cp et Cp , qui ne dépendent

que de P; bien qu'elles puissent varier d'un bout & l'autre du texte, on ne les

distinguera pas, et elles seront toujours notées de la mme fagon
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I.Définitions et premidres propriétés

Définition: Soit p > 1 ; on dira qu'un processus X est une semimartingale de
P (resp. une l-semimartingale, une 2-semimartingale) ssi:

-X est nul sur les axes: xO,t = Xs,O =0 3

-X est continu 3 droite en probabilité: limz'——>z,z'zzxz ,-Xz (Prob.)

-X est adapté

- ||z “sp(resp.s;,si) = (déf.) SUPY.3( resp &L, 22) J|5.x lle <o

Nous appellerons Sp (resp. S:; ’ Si) l'espace vectoriel de ces processus;, que hous
munissons de la norme || “S :

Proposition 1: Sp est un eszce de Banach

Prauve: remarquons que ||X “S > aup“[o'lJZ ]le “p ; donc, 8i X' est une suite de
Cauchy dans §, , X: converge gans 1P , uniformément en z¢[0,1]2 ; la limite est
done un processus X , nul sur les axes, continu & droite en probabilité, adapté.

De plus, si H est un élément de B , XD converge vers H.X dans P , et donc

X est un élément de Sp .

Remarque: il en va bien évidement de méme pour Sll) et SIZJ -

Suivant Bichteler [3], nous pouvons construire l'intégrale stochas—
tique H.X , pour tous les processus prévisibles bornés H , de telle manidre
qu'elle vérifie le théordme de convergence dominée¥ Nous explicitons les premiéres
étapes, qui nous seront utiles par la suite.

Lemme. 2: Soit Hn une suite d'éléments de B , & supports disjoints; il existe une

2
constante universelle C_, telle que H[z:n(un.x) ]# ||p s ||x ||Sp

Preuvezelle repose sur le lemme classique de Khintchine: si ri(w) est une suite
de Rademacher (v.a.i. prenant les valeurs 1 et -1 avec probabilité %) sur un

espace de probabilité (W, W, W), il existe deux constantes universelles ° et Cp

telles que, pour toute suite de nombres réels (ai) , on ait:
2\3 21k
o (B;a0)® < liz;ar, (w) llp,y < C,(E;a))
Considérons alors, sur un espace (W,W,b) auxiliaire, une suite de Rademacher rj
Pour tout w dans W , Eiri(w)ﬂi est un élément de B , et donc,

I Eiri(w)Hi.X “p < Iz ||s ; intégrons par rapport & W , intervertissons
P
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1l'ordre de sommation, et appliquons 1'inégalité précédente: on obtient le résultat.

Corollaire 3: Sous les hypothdses précédentes, H :X—>0 (Sp)

Preuve: si tel n'est pas le cas, il existe une suite extraite H et des éléments

K de B tels que ||H X .X l.>e>o0. Appliquons le lemme précédent 3 la
e P By P
suite Rk = H Knk H

2 .
Ek(Rk‘X) <o (p.s.), d'od R J—>0 (pese) ;
d'autre part, IRk.XI < [E(Rk.x)z]% » et donc le théoréme de convergence

dominée s'applique.,

Corollaire 4: si An est une suite décroissante d'ensembles prévisibles élémentai-

res, 1A;x converge dans Sp
" .

Preuve: puisque Sp est complet, si 1A ¢tX ne converge pas dans Sp , 11 existe une

n
sous suite A telle que ”1.& -A s X ”S >e>0 ,
% "penl T2k P

ce qui contredit le résultat précédent.

Théordme 5: si An est une suite décroissante d'ensembles prévisibles élémentaires

d'intersection vide, lA : X—>0 dans Sp
n

our_tout
Preuve: d'aprés le corollaire précédent, il suffit de montrer que'i 1A S‘X;z converge

n
vers O en probabilité. Or, pour tout € > O , et tout ensemble prévisible élémen—

taire 4, il existe un ensemble prévisible élémentaire B , dont 1'adhérence B.
est incluse dans A , et qui vérifie:

Xlo < €

S

Bl e 5 1 ex
- n'n’? ! A-Bn'

converge vers O en probabilité, et y converge donc dans Sp d'aprés le lemme

||1A_B=
B

En effet, si A s'écrit Hx]z,z'] , prenons Y
précédent .
€ > 0 étant donné, choisissons maintenant pour tout n un ensemble
[ 3 s .
Bn d'adhérence incluse dans An y de telle fagon que ):n IIIAn_Bn X ”Sp <e ;
Si BI'l est l'intersection des n premiers Bi y on a alors:

lllAn-B:l‘X “Sp <e . Mais Br'1 est vide 3 partir d'un certain



359

rang, et donc, pour tout z, (lB,:X)z converge presque sdirement vers O , d'ol le
n

résultat.

Corollaire 6: Soit X une semimartingale de S1 ; alors X s'écrit de manidre

s

unique X= M + A, ot A est un processus & variation finie prévisible et N

est une martingale faible, i.e. E(1 M/F ) =0, pour tout 2z < z';
H |] /g ’ 1

Jz,2
on a, de plus:
Il “slﬁ 2 |l IlSl i E(var.a) < (Il

Ot var.A désigne la variation totale de A : J 2IdAl
(0,17

51

Preuve: l'application A-—> ElA.X , définie sur les ensembles prévisibles élémen-
taires, se prolonge, d'aprés ce qui précdde, en une mesure sur la tribu prévisible,
bornée par lleIsl ; d'aprds le théoréme de projection duale prévisible [1], il
existe un unique processus & variation finie prévisible A , tel que, pour tout

ensemble prévisible élémentaire C , on ait: ElC.X = EchdA ; on a alors

Evar.A < ||X ||S , et M = X-A est une martingale faible.
1

Si X est un élément de Sp (p > 1) , le probl2me se pose de savoir
si la décomposition précédente.se fait dans Sp ; dans le cas général, nous ne
savons pas.répondre 4 cette question, mais, comme nous allons le voir ci-dessous,
la réponse est positive dans deux cas particuliers importants: les semimartingales

réguliéres et les l-semimartingales.

II. Semimartingales régulidres

Définition: Un élément X de Sp est dit régulier si les processus s—> XS 1
1

et t-—> Xl + sont des semimartingales (3 un indice) par rapport aux filtrations
7
Eé et Ef , respectivement.

Remarquons tout d'abord que ce sont des semimartingales spéciales;
en effet, considérons une subdivision dyadique de [0,1] : (O=SO<'81< ...<sn=1),

et appliquons le lemme 2 aux processus Hi(w,s,t) = l]s s ](s) y i=0yeeeyn=1 3
i?7i=1
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2
nous obtenons: || [Bi(Xsi+l’l-XBi’1) ]% ”p < cp Ilx “sp ,et donc [Xl,.ﬁ' est
dans LP .

t

tingale spéciale: en effet, considérons 1'ensemble ﬂt des processus prévisibles

De méme, pour tout t<1 , le processus s——>Xs est une semimar-.
?

élémentaires & un indice, dans la filtration T 40 et désignons par H.X 4
[T] °r

1l'intégrale stochastique élémentaire & un indice: si Hn est une suite d'éléments

de ﬂt qui converge uniformément vers O , Hn.x converge vers O en probabilité,

.'1

tandis que Hn.(X 1—X 't) converge vers O dans P , comme on peut le voir en
[T} .y
appliquant la définition de Sp aux processus Hn(w,s,u) = Hn(w,s)l]t’l](u) H

Hn.X + converge donc vers O en probabilité, ce qui suffit & montrer que c'est
Ad ]

une semimartingale, en vertu du théoréme de Dellacherie-Meyer-Mokobodski; cette
semimartingale est spéciale pour les mémes raisons que précédemment .

Soit alors M la partie martingale faible de X ; M X est aussi une
.

semimartingale spéciale dans la filtration IF dont la décomposition canonique

t 1
9
peut s'écrire: M = lvll + Xl
R S ot *
Soit t1<t2 s puisque I est une martingale faible,
By ., M ,/F )  est une martingale de la filtration IF ; elle s'écrit
S T s oty
E(Mlt-Mlt/]F.' . )»f*r:(xlt-xl,c F )
.y 2 oy 1 " 1 ., 2 .' 1 0' 1

Le premier terme est une martingale, griace i la propriété (F.4), donc le second
aussi; or, c'est un processus & variation finie, continu & droite en probabilité:
considérons sa version & trajectoires continues 3 droite; c'est un processus prévi-
sible dans la filtration 'F_ i en effet, il s'éorit E(xf,ta/m.'tl) - xf't

et c'est une autre conséquence de (F.4) que d'avoir le premier terme prévisible

1

dans la filtration IF ; ce processus est donc nul, et l'on voit que le

oty

processus t-->X egt une martingale dans la filtration ]F‘s £ oll encore dans la
1

s,t
filtration ]Fi ’

On peut faire le méme travail sur le processus (s,t)—>M; 4 0 °n
4

ce qui revient au méme.

échangeant les rdles de s et de t , et 1'on obtient une décomposition de X de.la

forme: X =M+ Xl + X2 + A , o, cette fois ci, I est une

martingale & deux indices, A un processus prévisible & variation finie, Xl est
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3 variation finie prévisible par rapport 3 la premiére coordonnée, et une martinga-—
le par rapport a4 la seconde, et X2 a les propriétés symétriques de celles de Xl

en échangeant les rdles des deux coordonnées; on a alors le résultat suivant:

Théoréme 7: Dans la décomposition précédente, chacun des termes est dans Sp et y

a une norme majorée par CPIIX{|Q
~p

Preuve: tout d'abord, chacun des termes est nul sur les axes, adapté, et continu &

droite en probabilité. Considérons alors un élément H de B , et posons

Hs(w,u,t) = H(w’u’t)luss j le processus Y_ = H_.X est une semi-
martingale spéciale dans la filtration IFi , dont la partie martingale N est
HS.(M+X2) et 11 partie & variation finie prévisible HS.(X1+A) .

Soit (si)z_l une subdivision dyadique de [0,1] : appliquons le

lemme 2 aux processus (H -H )p—l ; nous obtenons:
Sih1 55 i=1
-1 24
Nty ¥ )R < e x|l
i=1 si+1 si P P Sp
Nous en déduisons que HEY]%[IP < CPIIXI|S , d'od, en
p

n'oubliant pas que la constante Cp peut varier de place en place:

IOF Uy < 6 lxllg v ot cones ln.un®yl, < o,

Par définition de Sp , cela signifie exactement que HM+X2|E < CpIIXIE .
P P
Par différence, on obtient le méme résultat pour X1+A ; échangeant les rdles des

deux coordonnées, et appliquant ce résultat a4 la semimartingale I\i+X2 y on obtient

tinalement: |l < c_|Ixlly , d'od, par aifférence |l <o lixll
p- P % p- P %

Par symétrie, on obtient de méme llelg < CpIIXIE y et, finalement, le méme
P P

résultat pour A.

Remarque: comme dans le cas p=1 , il est aisé de caractériser les processus prévi-
sibles & variation finie qui sont éléments de Sp : ce sont ceux dont la variation

J 2|dA| est dans Lp; de méme, nous pouvons caractériser les martingales de Sp
(o,1]

au moyen d'une propriété qui ne dépend que de leurs trajectoires: étant donné deux

subdivisions dyadiques de [0,1] , s = (si)?=let t= (tj)'g=l , considérons le
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quadrillage ¢ = sxt : pour tout point Za(éi,tj) de ¢, notons Z son successeur
(si+1't,j+l) y 8'il existe, et c° l'ensemble des points de ¢ ayant un successeur;

. 2
enfin, notons sg(x) = [23°(1]z,5]'x) ]% :

Theordme 8: Soit p>1 ; il existe des constantes universelles cp et Cp , telles que

pour toute martingale M , on ait:

(1) 05842, IISS(M)IIp < llMlisp £ Gysup, Ilsg(h)llp

Preuve: la premiére inégalité est une conséquence immédiate du lemme 2, et est vala-
\]

ble pour toute semimartingale X de Sp « Pour montrer la seconde, considérons un

élément = de B , constant en dehors du quadriliagze ¢ ; on a alors:
SO(H:M) < Sc(.‘f) , et il suffit donc de montrer que, pour toute

martingale M , “M1,1"p < Cpsupc ||S°(M)||p .

Dans le cas ou p>l , c'est un résultat bien connu, et on a en plus
équivalence entre ”M1,1”p et sup “Sg(M)up [6, par exemple].

Dans le cas p=1 , la méthode utilisée dans [6] conduit au résultat:

E[M, .| < C sup B[z (M - )2]it , ol 8 parcourt l'ensemble des subdivi-
L1 = A Lt = '

sions dyadiques de [0,1] . Une telle subdivision étant fixée, considérons deux es—

paces probabilisés auxiliaires, (W,W,n) et (W' ,W',u') , avec deux suites de Rade=-

-~ ~
1 A} T n 2
macher ri(w) et ri(w ) ; en notant T et E' les esperances sur ces espaces, on a

d'aprés le lemme de Khintchines

2 a
E[Eg(Msid' 1-Msi,l) Fe<c EEIEgri(w)(Ms R

)|
i1l Byl

Fixons alors w , et considérons la martingale, dans la filtration

2 w

F Y =Z r. (w)(M M ) d :

t ? s on a € nouveau:
t g1 si+1,t 8.yt ’

w o W W2 . i 2%l
EIYll <C llmlnan[Eﬁn(Yti+1-Yti) ]i- yoll f = (-511)1‘“1

On peut alors utiliser le lemme de Faton, puis une nouvelle fois le lemiie de

khintchine, pour obtenirs R - a
w ] 1wt )y
EE )l <¢c supy,y E'E EBlEg, v, (W)r)(w )zi’jl

o Z, .=1 M
1,J ](si’tj)?(si+1,tj+l)]
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I1 reste 4 appliquer une nouvelle fois le lemme de Khintchine, en remarquant que

r (w) r:'j (w') forment un nouveau systéme de Rademacher.

III l-semimartingales

Considérons un élément X de Sll) ; c'est en particulier un élément

de Sp , et il admet une décomposition X =M + A, o M est une martingale faible

.

et A un processus prévisible & variation finie. Mais, si nous appliquons le corol-

laire 6 au cas ol la filtration ng est constamment égale & ]Fi ,nous obtenons

une décomposition X = M1+ Al , Ol Ms 4 est une martingale en s , pour la filira-
?
tion ]F; , et Al un processus & variation finie l-prévisible.

Théordme 9:Les processus M, A, Ml, Al sont dans S;',Aavec une norme majorée par

c, lly

Preuve: remarquons tout d'abord que les processus Mlet Al sont adaptéss en effet,

pour tout t , X 4= Ml t +Al t est la décomposition canonique de la gemimartin—
9 .y ey

"t dans 1a filtration T: , donc, grdce & la propriété (F.4),
1 1

c'est sa décomposition spéciale dans la filtration TF s M et A sont
ot s,t 8,1

gale spéciale X

done ]Fs,t adaptés.
La démonstration du théordme 7 s'applique sans changements pour

1 1
t 1 X .
montrer que _”M "Sp < Cp “X”B; et ||A "sll’ < Cp “ ”S;

Pour obtenir le résultat, il suffit donc de remarquer que:

llalt = llalky = 1] laal I < IJlaat il - e llatllgr
P= P A J
P P P

la seule chose & démontrer étant 1'inégalité du milieu.

Or, pour tout élément H de B,  E(H.A) = E(H.A') = B(H.X) ,
donc, le processus A est la projection duale prévisible du processus Al H
Al étant lui méme l-prévisible, A est en fait sa 2-projection duale prévisible
[1]. I1 suffit donc de remarquer que, si A est un processus 4 variation fir‘xie

intégrable, et X sa 2-projection duale prévisible, on a:

(2) I N IFPCY N
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On se raméne aussitdt au cas o A est croissant, nul sur les axes. A ést alors

1,.

la projection duale prévisible de Al dans la filtration ]Fz. , et donc:
ye
7 2 I3 s 2
”hl,l ”p < Cp “Al,l “p , d,aprés les inégalités
B.D.G. [§, VI, 100], ce qui est le résultat cherché.
Remarque: 1'inégalité (2) est également valable lorsque A est la l-projection
duale prévisible de A , et donc aussi si c'est sa projection dwale prévisible; il

en va de méme pour les projections duales optionnelles.

Nous allons étudier maintenant quelques exemples de l-semimartin~

gales, qui sont des l-martingales (i.e. X + est une martingale par rapport & la
*
filtration IF‘:.l ). Nous pouvons alors supposer que ]F,f = ]Fi , et nous notons alors
1
IF‘s = ]Fs .

1)Etudions d'abord le cas o A, = E(At/IF's) » A, étant un proces-
?
sus 4 variation finie.

Nous avons donné dans [2] un exemple de processus croissant A ,

t
Ao=0 ’ A1=1 ,et tel que As,t ne soit pas un élément d= Sl (ni méme de 1'espace
So , analogue de Sl pour la convergence en probabilité).
*
Notons, pour tout processus (YS)OS_SS]. Y = suples| , et pour
T n
toute subdivision % = (ti ie0 °
*
var*(A) = £, (A -4 ) et var*(A) = sup var*(A)
t ety ety A

Théordme 10: Pour tout p>1 , |4 “S < Cp ||var*(a) “p
P

Nous nous appuierons sur le lemme suivant:
Lemme 11: Il existe deux constantes universelles cp et Cp telles que, pour toute
famille (Yl);l_l de martingales, on ait:

(3) o, lim eI < Nmt R < o lis, ()1
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ol

It

i %
Preuve: montrons la premidre partie de 1'inégalité; en notant o sup

<] u<s

 ix .
on a, pour tout temps d'arrét T : E(Yi - Y,;_/]FT) < 4E([Yf]%/]Fm) (5, VII 91]

. i* i
En sommant, on obtient, en posant Z=ILY ', X= Ei[Y ]% :

E(Zl - ZT_/]FT) < 4E(X/]F‘T) , et, grice au lemme de Garsia-Neveu
[8,v1I 997, llz1 Ilp < 4p nxllp , ce qui est 1'inégalité cherchée.
L'autre sens se traite de la méme fagon.

Preuve du théordme 10: soit % = (ti);;l une subdivision de [0,1] , et (H )n-l

des processus prévisibles bornés parl, & un indice; posons Yi = A - A ’
8 s'ti+l s,ti
pour i=0, ..., n-1, et jHiin - Byt ; on a: [Hi.Yijl < [Yijl , et donc:
. - 1
I vl <l Gyl < 3l e I < & Iz,

et la dernidre quantité, par définition, est majorée par %p “var*(A) "p
p

Remarque: 1'inégalité inverse n'a certainement pas lieu, comme le montre 1l'existence
d'éléments de Sp de la forme E(Xt/]Fs), oh X n'est pas 4 variation finie:

nous en verront des exemples plus bas.

Un exemple intéressant de la situation du théoréme précédent est le
cas des semimartingales étudié par Wong et Zakait: A8 4 = E(A /IF‘ ), ou A
1]
s'écrit I Y du(t) , ol W est une mesure déterministe sur [0,1] ,

positive de masse 1 , pour fixer les idées; dans ce cas:
T3
() llvarx(n) 1|, < ¢, ||jo[~:"t baso) Il g ob v, aésigne 1a

martingale E(Y,/T.)
Pour le voir, nous aurons besoin d'un lemme:
mme 12¢ Soit Yt , tefo,1], un prooessus mesurable intégrable, et Vs " la
martingale E(Yt/l*‘ ) ; supposons que Ej [Y ]kdu(t) <® ; on a alors:

(5) rlY duh('c)1ir I[Y ]%u(t) p.s.
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Preuve: supposons d'abord Y borné; dans le cas il est étagé i.e. il s'écrit

Eril__]jx':"l]t ](t) , ce n'est rien d'autre que 1'inégalité de Kunita-liatanabé.

ittig

Si Y est un processus mesurable quelconque, il existe une suite 1" de processus
étagés, tels que EJI[Y"t— Yr:,t]%du(t) —> 0 (n—>m) : cela peut se voir en
utilisant le théoréme des classes monotones, en remarquant que, si vP converge
vers Y , uniformément ol en croissant, alors, pour tout t , b converge

1 ot

1
vers Y dans M, , et donc E.J v ,-y° thu(t) converge vers O , en
0 * *

ot t

utilisant le théoréme de convergence dominée.
. P < . n
Soit alors, Y borné étant donné, une suite Y de processus

étagés tels que I[Y £~ b t]%d,u(t) converge vers O p.s, et dans L1 .
.y oy
1 n 1
iY 1:d.u-('lz) est une suite de Cauchy dans ]Hl , et converge dans L~ vers
oy

1
J Y 'tdl&(t) ; quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer que
0 °*

-1 1 1 1
[J e tdu(t)F converge p.S. vers [J Y 1;dj-l'(t)]f , ce qui nous donne le résultat.
o o

On passe du cas borné au cas général par troncation.

On peut maintenant prouver (4): il suffit de montrer que, pour toute

1 X
subdivision dyadique % de [0,1], on a: llvar%"(A) Ilp <C ”J [y ]Edl-"(t)”p
t - p. 0 ot

: _ n i _ Lo .
Si = (ti)i.:l’ posons 2 = A”ti+1 A"ti ; d'aprés (3), on a:

i 1
ey () 1) < ¢ (R 11 om,

[zt

t.,
]%: = [j 1+1Y tdu(t)]% et, d'aprés (5), cette dernidre quantité est inférieure
ti o
b, 1
ol égale & _J iy + ]%du(t) , d'ol le résultat.
1. o

1

2)Supposons que toutes les martingales X N (t dyadique)
3}

appartiennent & l'espace stable engendré par une .néme martingale Y de ]Hl .
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Dans ce cas, X s'écrit jsH dY ; si X est dans S_,
8,t 0 u,t s P

d[Y]sdP -presque partout, t—~>Hs’ est & variation finie sur les dyadiques, et on

t

a, en dézignant par var(Hs ) cette variation:
ye
(6) Il < I vartn, Yalx 21l < c lix
cp Ep < ovar 8, ] P= D Ep

Preuve: remarquons que, pour tout élément K de 2 ,

11
K.X =f {| %(w,s,4)H_ .. }aY_ , 1'intégrale entre
00 s,dt’ s

parenthd®ses étant une intégrale élémentaire par rapport a Hs 3 les deux membres

](t)

de cette égalité sont parfaitement définis lorsque H(w,s,t) = EiH;(w)l]t %
i'isl

t = (ti)?_létant une subdivision dyadique de [0,1] , CHl)g:é étant des processus

prévisibles quelquonques bornés par 1, et il est clair qu'alors, les deux membres

restent égaux; écrivons la pour H: = kssigne(Hs s~ Hgy ) , ot kg, est un
"Visl i
processus prévisible quelquonque; si nous notons var (H ) ==C IH -E |
t''s t's,t 3,t. " !
= e iel i
1
nous obtenons: HJ k var (H )ay Ik < “XIE ; ceci étant valable
o8 t sy  8'p~= b
pour tout k prévisible borné, nous avons [6, VII 104] :
1 ]% .
Il dgarg(ﬁs’.)dYs lk < Cp|IX|Ep ; on en déduit la

seconde partie de (6), et la premidre se démontre de la méme manidre.

Remarque 1: dans le cas p=2 , la démonstration précédente montre que 1l'on peut

prendre c¢_=C =1.
p p

Remarque 2:en:général, dans les semimartingales du type précédent, xl n'est pas
)e

34 variation finie, comme le montre l'exemple suivant:
(Q,IF,IFS, P) est un espace vérifiant les conditions habituelles, sur lequel exis-

dB est, pour tout p, un élément

s
te un mouvement Brownien BS H Xs,t = joloiBuﬁt .

de Sp d'aprés 1'étude précédente, mais
_wh irt_ 0
X) 4 = Bt + 3L~ 1)
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ol L: est le temps local en t du mouvement Brownien, et donc n'est pas & varia-

tion finie,
3) Enfin, dans le cas p=2 , il y a une classe de semimartingales
particuliérement importante: ce sont les martingales 4 accroissemcnts fortement

orthogonaux:pour tout t<t.<t

1 <X _,X

- X
2 Mt .

> =0 . Alors,

.,t 1

2 ot

llxllﬁ2 = Ex'il = B>y .

En effet, dans ce cas, (8,t)——> <X +7s est un processus
9

croissant (& deux indices), et, sil'on note <x>B 4 =8 version continue i droite
1

(qui est prévisible), on a, pour tout processus prévisible H , élémentaire ou non,
2 2
borné: B(H.X)= E o Hd<X>
(0,1]

C'est la situation du processus de Wiener & deux indices "s
’

)

pour toutes les martingales fortes au sens de [4].

%

lorsque E; est la tribu engendrée par (“u,v ugs,v<l ! ol, plus généralement,
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