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SUR LES RESULTATS DE FEYEL
CONCERNANT LES EPAISSEURS

Michel TALAGRAND

0 - INTRODUCTION.

Soit K un compact, que l'on supposera métrisable, ce cas étant seul envisagé
ici. On renvoie & [1] pour les définitions concernant les capacités. Pour une capa-
cité C, on définit son épaisseur :

e(C) = Sup{a ; il existe une famille (Ai)ié p bon dénombrable de compacts

disjoints telle que pour iel, C(Ai) > al.

On dénote par 6k l'ensemble des capacités C sur K telles que C(K) <1

Feyel [3] montre que si (Q,Z,u) est un espace mesuré, et ¢ : & ~ %k est mesura-

ble, alors e*¢ est mesurable, et que si pour tout w, ¢(w) est alternde d'ordre
deux, alors Jﬁ(¢(w))dU(w)=e(J¢(w)dU(m%Toute capacité alternée d'ordre deux est sup

des mesures qu'elle domine. On va montrer d'abord que le résultat de Feyel ne
s'étend pas si on suppose seulement que chaque ¢(w) est sup de mesures. On don-
nera ensuite une démonstration "probabiliste" du résultat de Feyel, basée sur les
idées de [3] et qui permettra de 1'é&tendre i un cadre un peu plus général.

I -~ UN EXEMPLE.

On désigne par K 1l'ensemble de Cantor {O,lfN, et par A sa mesure canonique.

Théoréme 1 : Il existe un espace compact §!, une probabilité 1y sur Q, et une appli-
cation continue ¢ de Q dans Q?K, avec (W) (K) =1 = e(d(w)) pour wef, et

telle que la capacité C = J¢(w)du(w) soit absolument continue par rapport i A.
Autrement dit, on a

‘{5, aa, A(A) <a=>C(A) <e \J’A compact .

Preuve : Ecrivons N = uL , ol les In sont disjoints et card In = 26n+3- Soit

Q=1 In, muni de la mesure canonique p. Pour w = (i(n))n € Q, uekK, soit
n

K(w,u) = {zeK ; z(@(i(n)) = u(n)}
et soit uY(w,u) la mesure naturelle sur K(w,u).

Posons ¢(w) = Sup p(w,u). Il est clair que 1l'application w - ¢(w) est continue.
uek
D'autre part, pour ucekK, $w) (K(w,u)) =1, donc e(p(w)) =1 puisque

u =z u' = K(w,u) N K(w,u') = @.



Posons C = J¢(w) du(w). On va montrer que pour tout ensemble ouvert-fermé A
de K, on a pour tout p
c(a) < 2P + 2P rqa). (1
ce qui suffira, car alors A(A) < 2'2p ==> C(A) < 2-p+l.
Pour tout entier n, et ve K = 0,11, w = (i(n)) € Q, soit
K ) = {zeK; Vp<n, 2(i() =v(p}
et un(w,v) la mesure naturelle de Kn(w,v).
Soit m un entier tel que A ne dépende que des coordonnées dans \_/ I_. On

p<m
va prouver par induction décroissante sur n que pour n<m, on a

c@) <2+ J Sup W (w,v) (&) du(w) » (2)
Q vsKn

Puisque un(w,v) (A) :_2n A(A), ceci implique (1).

Pour n = m, alors (2) découle du fait aisément vérifié que

¢(w) (A) = Sup um(w,v) A).
vsKm

On peut donc supposer (2) établie au rang n. Il existe une fonction mesurable
w > v(w) de Q dans Kn telle que :

Sup un(m,v) (A) = un(w,v(w))(A)-
veKn

1

Pour ue Kn’ on pose Hu = v_l({u}). Désignons par u' la projection de u dans

Kn—l' Puisque

Moo (@su’) (@) < swp w ) (w,w) (8)
weKn_I

et que card Kn §_2n, il suffit de montrer que

E= | w@uw® diw <27

JweH
u

N —

j Mg (@su’) (A) du(w). 3)
weHu

On fixe désormais . Soient £, = 1 I, v, sa mesure canonique, et P, la
p<n

projection de Q sur 91. Il est clair que Kn(w,u) ne dépend que de pl(w), et que
1'on a pu choisir la fonction v =+ v(w) de sorte qu'il en soit de méme de Hu'
Avec des abus de notations &vidents, on a donc en considérant que HUCSH,

E = H(nu) (8) v, () .

neHu



Soient p la projection de Ql sur QZ = 1 Ip, et, pour £e¢ Qz, soit
_ p<n-1
h(E) = card(p ’(g)nuu). Posons ¢

B={ne@ ; hipm) < PALASS

1

26n+3’ il est clair que l'on a v](Hur1B) < 2—2n~ , donc

Puisque card In =
f -2n-1
J u_(n,u) (A) dv,(n) < 2 .
n 1 -
neH“nB

Si v2 est la mesure canonique de 92' on a

u_(n,u) (&) dv,(n) = J g(g) dv, (&)
fneﬂunBc n ! Eep(B%) 2
ol 1l'on a posé

g8(E) = (card 1)7' I w (nw (@A)

p(m)=¢
Pour établir (3), il suffit de montrer que pour tout & fixé dans 92,

1

8(6) < (card 1)7! h(E) u__ (E,u") (&) + 272 )

En effet, on aura alors

1

-2n-1 = '
jgep(Bc)g<a> w,® <27 [ Geard 1) B G @) avy©)

Eep (8%)

=7, j By (su') (&) dv, ()

c
neHuﬂB
puisque un_l(n,u') ne dépend que de p(n).

Pour 1ice In’ soit Gi = {z eKn_l(g,u') 3 2(i) = u(n)}. Il est clair que si
p("l) = 59 on a

u,(myu) (A) =2 u_ g (Eu') (AnGn(n)) .

Pour établir (4), il suffit donc de montrer que si J'CIn est un ensemble de

+
cardinal a > 24n 2 on a

2n-1

[N\

I 6(ANG) < 0(a) + 2
ieJ

oli 1'on a posé pour simplifier 6 = un_l(g,u’).

Or, les ensembles Gi sont indépendants pour 0, et de mesure %u On a donc
1 1 2 1 1,2 1
(jl— I X, -3|d®)° < fl— I X, -%|°d8 = —.
a e Gi 2 =)'a ;¢ Gi 2 ba



Ainsi

1 1 1
= = e(Anc.)—e(A)|_<_zJ =z X, -3l <=
& jed t A 243 & 2 T /&

ce qui suffit.

IT - CAPACITES ETALANTES.

On suppose ici que le compact de base est 1l'ensemble de Cantor K = {O,I}N. On

note Jin 1'algébre engendrée par les n premiéres coordonnées.

. “‘ = = v .
On dit que _tn sépare deux fermés Ll et L2 de K s'il existe A € Jtn avec

[d
L] cA, LZCA .
n

On appelle Mo la probabilité sur c'/%n donnant masse 2-2 a chaque point.

Définition 2 : Une capacité C sur K sera dite &talante si elle vérifie la proprié-

té suivante :

" \q/e > 0, Z‘]mel\l, pour toute famille AI""’Am de sous—compacts disjoints

de K, et tout n tel que Jtn sépare les Ai’ on a

J c(\U A,) nA) du_(A) > Inf C(A,) - €". (5)
Ae i<m * n i<m .

La preuve de l'assertion suivante est aisée et laiss@e au lecteur :

Exemple 3 : Pour keN, la capacité sur C donnée par C(A) = 0 si card A < k-1,

card A = | sinon, est &talante, et n'est pas sup de mesures si k > 1.

Proposition 4 : Toute capacité alternée d'ordre 2 est &talante.

On va montrer plus précisément que si A‘,...,Am est une famille de compacts

de K séparéé par Cftn. et si Vli < m, C(Ai) >Y, ona

C“i\ié A nA) du (A) > y(1 = 27, (6)

s,

La preuve s'effectue par induction sur m. C'est &vident pour m = 0. Supposons donc
(6) établie pour m-l. Soit Ee€ Jﬁ’l, avec AmCE, Ain E=¢ pour i < m. Pour

A€eE, soit X = (AnEc) u (E\A). Pour tout Ae?fl‘n, on a en posant

B=\J4A;, B =\ A :

i<m i<m

canB) + cnB) > c(Auk)nB) + canXnB) > C(aA) + CAnB").



’\/ -~ . - .
Puisque A et A ont méme loi, on en déduit

2 J C(Bna4) dun(A) >y + J(ﬁ C(AnB'") dun(A) >y + Y(I—Z_m-])
2

n

d'aprés 1'hypoth&se de récurrence, et ceci est le résultat cherché.

Théoréme & : Soit (Q,IZ,u) un espace mesuré complet et ® = ¢(w) une application

mesurable de  dans E’K. Supposons que pour chaque w,¢(w) soit é&talante, et

soit C = Jd)(w) du(w). Alors e(C) = Je((b(w)) du(w) .

Preuve : Nous n'allons pas expliquer en détail pourquoi la construction qui va

suivre peut s'effectuer de fagon mesurable. Ce serait fastidieux, et cela n'utilise
pas d'idée nouvelle. Le point essentiel est que si pour une capacité C il existe
une famille non dénombrable (Ki)i €I de compacts disjoints telle que

C(Ki) >a \fi €I, alors il existe une telle famille indexée continuement par
1'ensemble {O,I}N [2].

Soit n > 0, et soit JC 1'ensemble des compacts de K, muni de la topologie

usuelle. On va, par induction sur n, construire des suites m(n) et k(n) d'entiers,
des ensembles mesurables décroissants En' des fonctions mesurables w -+ L(w,n) € X,

de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées, pour tout n et w € En
0@ @LW,1) > e(ow) - 3 ™

\JBex (n=1)" ‘V/weEn

u (aedt 5 ¢(w) (L(w,m) nAnB) < ¢(w) (L(w,n=1) nB) - n2 ® '}y<nz 207! (8)
n k(n) - il

'I1 existe une famille (Ki)ie [ mon dénombrable, de compacts disjoints de K, tels

que la restriction de ¢ 3 L(w,n) soit point de condensation des restrictions

de ¢ aux Ki"' 9)

WE__ |\ E) < n2’ o, Ey = 9. (10)

Le démarrage ne posant pas de difficultés, supposons tous ces objets construits
an rang n. Pour wsEn, soit m(w) le plus petit entier tel que ¢(w) satisfasse

2 _-3n-4 .
(5) avec € =n° 2 o . C'est une fonction mesurable. On peut donc trouver m(n+l)

assez grand pour que

H{weE ; m@w > m@n}h <n 2772,

I1 existe un voisinage V(w) de L(w,n) tel que pour tout Be JR(H) on ait

¢(w) (V(w) nB) < ¢p(w) (L(w,n) nB) + n? p73n73



et 1'on peut supposer w + V(w) mesurable. D'aprés (9), pour chaque w existe donc
une famille non dénombrable (Ki)ie 1 de compacts disjoints de V(w) tels que

\Ji, VB eatk(n), ¢ ) (L(w,n)nB) - n? g73n4 < dW) (K(w,i) nB)

Ecrivant I = J X [l,m(nﬂ)] et L, = _/ K(i,p)’ on voit que les restrictions
pem(n+1) KGP

de ¢ & Lj ont des points de condensation. On peut ainsi trouver m(n+l) applica-

tions mesurables w + K(w,1) de § dans j\f, qui vérifient les conditions suivantes,
ol 1l'on pose L(w,ntl) = \_/ K(w,i) =
i<m(n+1)

(11) L'analogue de (9).

(12) Les compacts (K(w,1)).

i<m(n+1) sont 2 3 2 disjoints.

(13) Pour B et s 1 < m(n+l)

k(n)
0w (L@w,m) nB) = 0% 272" < 4() (K@, i) nB) <
¢ (W) (L(w,n+1) nB) < ¢(w)(L(w,n) nB) + n2 g73n3,

I1 existe alors k(n+l) tel que si on pose En+1 = {u)eEn 3 m(w) < m(n+l)

- . . . -n-1
et th(nH) sépare les K(w,i), i < m(a+1)} on ait u(E \ En+l) <n2 . Pour
tout w on pose L(w,m+l) = \_/  K(,i). Puisque (10) et (11) sont vérifiées
i<m(n+1)

par construction, seule est 3 vérifier (8). Or, puisque ¢(w) est &talante, pour

tout A € Jt on a

k(n)

2 ,~3n-3

[o@ @@ arnma, @ > s@awww - 2

d'aprés (14) et (5), et aussi ¢(w)(L(w,n+1) nANnB) < ¢(®) (L(w,n) nA) + n? 27073

toujours d'aprés (l4), ce qui implique (10) par un calcul facile, et termine la
construction.

Soit T = H‘.ftk(n)’ muni de la mesure canonique V produit des . Pour

uk(n)
N . . .
Yyel, et ue{-1,1}, soit An(y,u) = /\ u(i) y(i), ou pour Ae Jﬁi’
i<n
eA=A si =1 et eA=K\A si € =- 1.
Fixons WeE = nEn. On montre par induction sur n que si on pose
l\] -y
Fo@ = {yeT 5 Yue 1,10, $@ (A (1,u) > @) - n(1-2" 1}

on a .

VE @) > 1 -n0 -2,



Pour n = 0, ceci n'est autre que (7), et le pas général de 1'induction se fait sans

peine 3 1'aide de (8), compte tenu qu'il y a 2" ensembles de la forme An(Y,u).

Ainsi, si F(w) = n Fn(m), on a V(F(w)) > 1-n. Le théoréme de Fubini montre
n
qu'il existe YeI tel que si on pose HY = {wWeE ; YeF(w)}

H(H) > W(E) - n > 1-2n.
Pour ce Y, et pour ue{-1,1}", on a

CA_(v,uw) 3J o(w) (A (v,u)du(w) 3J (e(9p(w)) - n)du(w)
weH,

H
Y weY

> je((b(u))) du(w) - 3n.

Ceci est vrai pour chaque n, et ainsi si on pose A(u) = n An(Y,u), on a
n
C(A(u)){i Je(¢(w)) du(w) = 3n. Puisque les A(u) sont disjoints pour u # u', et

que n est arbitraire, on a montré que
e(C) > Je(¢(w)) dp(w) .

L'inégalité inverse est bien'plus facile (aucune hypothé&se sur les ¢ (w)
n'étant nécessaire) et est laissde au lecteur, ce qui conclut la preuve du théoréme ,

Remarque : Le théoréme 5 implique le résultat de Feyel sur tout compact, car il est
facile de montrer que pour une capacité C sur L, ona e(C) = sup e(CIK) pour K

homeomorphe 3 1'ensemble {O,IfN.
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