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SOLUTIONS FAIBLES ET SEMI-MARTINGALES

J.PELLAUMAIL.

RESUME

On montre l'existence d'une solution faible de 1l'équation
différentielle stochastique dX = a(X) dZ ol Z est une semi-martingale
et a une fonctionnelle prévisible continue pour la convergence unifor-
me. La preuve est trés différente de la méthode classique consistant
a4 résoudre d'abord un probléme de martingales.

Let us consider the stochastic differential equation
dX = a(X) Az when Z is a semi-martingale and a is a predictable func-
tionnal which is continuous for the uniform norm. The aim of this paper
is to state the existence of a weak solution for such an equation. The
method of the proof is quite new in as much it does not need the notion

of "solution of a martingale problem".
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INTRODUCTION

Le but de cette étude est de démontrer le théoréme de la sec-
tion 9. Dans le théoréme, on établit l'existence d'une solution "faible"

de 1l'équation différentielle stochastique dX = a(X) dz.

Dans cette équation, Z est une semi-martingale quelcongque et
a est une "fonctionnelle prévisible" qui dépend de tout le passé du proces-
sus Z, cette dépendance étant continue pour la topologie de la convergence

uniforme.

La notion de solution faible considérée ici est un peu plus
précise que celle introduite par Strook et Varadhan (cf. [Stv—l], [StV-2]
ou &rﬂ),

Plus précisément, cette solution faible est une loi de proba-
bilité R, ici appelée régle, définie sur (DH X Q) ou ﬂ* est l'espace des
trajectoires cadlag possibles de X et { est l'espace sur lequel Z est dé-
fini : la loi marginale de R sur @ est la probabilité P initialement don-

née sur ). Cette notion de régle est définie & la section 3.

A la section 4, on établit une condition suffisante pour
avoir la compacité séquentielle d'une famille de telles régles : ce théo-
réme est une généralisation du théoréme de Prokhoroff classique. A la sec-
tion 7, on montre que cette condition suffisante est satisfaite pour 1l'en-
semble des processus de la forme Y dz, avec Y prévisible et borné en

norme par 1.

A la section 6, on montre comment on peut passer des fonctions
Ts—continues (i.e. continues pour la topologie de Skorohod) aux fonctions

Tu—continues (i.e. continues pour la topologie de la convergence uniforme).

I1 faut noter que l'argument central du théoréme fondamental
(section 9) est profondément différent de celui utilisé par Strook et
Varadhan : en effet, on n'y utilise pas l'existence d'une solution d'un

"probléme de martingales”.
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Par ailleurs, le propos de cette é&tude n'est pas de donner
les conditions et les hypothéses les plus générales possibles (cf. les
remarques de la section 10) ; au contraire, on a cherché a prouver, "au

plus vite et aux moindres frais" ce qui nous semble le résultat essentiel.

Enfin, quelques commentaires, historiques notamment, sont

donnés a la section 11.

DONNEES ET NOTATIONS

Pour les définitions classiques telles que base stochastique,

adapté, cadlag, variation quadratique, etc... on référe a [MeP—Z].

Pour toute cette étude on se donne :

- une base stochastique probabilisée B! = (R, f,P, (iFt)té T) , avec
T = [O,tm], t(m) := tm < 4+® ; on suppose que cette base est compléte

et continue & droite ; elle sera appelée la base initiale ;

- deux espaces vectoriels de dimension finie H et K ; pour la commodité
des notations, on suppose que la norme sur H est associée & un produit
scalaire ; on notera L l'espace des opérateurs linéaires continus de
K dans H et <x,y> le produit scalaire de x et y dans H ;

- une semi-martingale (cadlag) Z (au sens de [Mey—l]), a valeurs dans K
et adaptée a la base initiale BI ; ceci équivaut & dire (cf. [MeP—ZJ)
qu'il existe un processus Q croissant, positif, cadlag, adapté & la

base initiale BI et qui posséde les deux propriétés suivantes :

(2.1) 2 est T*-dominé par Q c'est a dire que, pour tout temps d'arrét u
et pour tout processus BI-prévisible Y & valeurs dans L ou dans

le dual K' de K, on a :

2 2
E{sup.”] voaz ||°} < E {o _ J e 11 a g}
0

= Joue] Jo,uf

(2.2) La variation de la variation quadratique [Z] de Z est majorée par
la variation de Q, c'est & dire que, pour s et t éléments de T,

s <t, ona [z]t - [z]s < Qt - QS (P-p.s.)
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On introduit alors les notations suivantes :

- DH est l'espace des fonctions cadlag définies sur T et & valeurs dans

H;

- Ts (resp. Tu) est la topologie de Skorohod comme définie dans [Bil]
(resp. la topologie de la convergence uniforme) : ces deux topologies

sont définies sur D"'l H

H
- ﬁt est la O-algébre des sous-ensembles de DH engendrée par les cylin-
dres {f : fepl, £(s)e B} ois &tet B est un borélien de H ; on
H H H
o= = < o= n o
pose fZ)H : %t(m')-& : %t(m) et, pour t t(m), Z)+ s - %‘: ;

t t
H._ M
8" - oM HeF M 0 A, .,

la base canonique (sous entendu pour les processus & valeurs dans H).

H
Gt
(resp. a valeurs dans H , dans L ) uniformément bornées, définies sur

) et cette famille sera appelée

- GE (resp. ’ Gt ) est l'ensemble des fonctions g & valeurs réelles
(DH" Q) , (i)ﬂ_ ®Jdt) -mesurables et telles que, pour tout élément W de
Q , la fonction £ ~g(f,w) est Ts—continue sur DH ;

H  _H
= G (m)

L
-¢ est 1l'ensemble des processus b & valeurs dans L définis sur la base

canonique BH , uniformément bornés en norme par 1 et qui sont de la for-

me :
n-1
b= L 9 1531),s(i+1)]
i=1
ou (s(i)) est une famille croissante d'éléments de T et, pour cha-

1<ign L
que i, 9; appartient a Gs( i)
Autrement dit, b est un processus (i valeurs dans L) BH-prévisible éta-
gé qui, pour tout élément (w,t) de (R X T), est Ts—continu en tant que

fonction définie sur DH N

On vérifie facilement que CL engendre la tribu des prévisibles de la
base canonique BH .

Pour la commodité des notations on supposera que Qt (m) = Qt(m)- °



3. CONVERGENCE EN REGLE

Définitions

On dira que R est une régle (sous-entendu définie sur
oH x 2, HOF, p)) si R est une probabilits definie (oH x o, T F)
telle que, pour tout &lément A de T , R(OH x a) = p(a).

Soit (R(n))n une série de régles. On dira que cette suite

>0
converge en régle s'il existe une régle R telle que, pour tout élément g
de GR , ER(g) = lim.
n
(évidemment, ER désigne l'espérance mathématique par rapport & la proba-

bilité R).

B (9 -

Soit X un processus cadlag & valeurs dans H et défini sur la
base initiale BI ; on appellera régle associée a X la régle définie par,
quel que soit (B x F) élément de OMxF), riBxF) = ()N oa

X est donc considérée comme une fonction définie sur Q et a valeurs dans

Lemme

Soit Gg l'ensemble des fonctions g qui appartiennent a GR et qui sont éta-

gées au sens suivant :

(3.1) g:= L g:(f) gz*(w) ol I est un ensemble fini et, pour tout
iex

élément i de I, g'; est une fonction réelle bornée définie et
continue sur DH et g:* appartient & L;(Q,T’,P) .

Soit_!’(un ‘l's—compact de DH. Alors, pour tout € > o et pour tout élément
g de GR s 11 existe un élément qg de Ge tel que

P {w: sup.[ge(m,f) -gw,f)| >el g€
fef

Preuve :

Soit € > o et soit g un élément de G''. Puisque DH est ‘l:s-séparable et que
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ﬁ' est un compact (dans 1l'espace polonais DH) il existe une suite (hn) o
de fonctions réelles définies et Ts—continues sur J’fo qui est dense, pour
la topologie de la convergence uniforme, dans 1l'ensemble des fonctions
réelles définies et Ts—continues sur J’ﬁ (théoréme d'Ascoli-Arzeld). On
pose :

A = {w:3 £ef, tel que |g(f,w) - hn(f,m)| > e}

B(n) := (Q\An) NN )
k<n

(B(n))n>° est une partition de £ ; pour tout n > o, soit wn un élément
de B(n). Soit j tel que P(V B(n)) > 1-€ . Il suffit de poser
n&j

1 (w) g(f,wn)

ge(f,w) = B(n)

z
n€j

SEQUENTIELLE COMPACITE POUR LA CONVERGENCE EN REGLE

Théordme : Soit (Rn) n>0 une suite de régles. Cette suite admet une sous-
suite qui converge en régle vers une régle R si, pour tout € > o, il existe

un T_-compact N de pH te1 que, pour tout entier n, RP(Jgx Q) 2 1-€ .

. . . n
Inversement, cette propriété est satisfaite si la suite (R )n>o converge

en régle vers R.

Preuve :

1°) Ce théoréme est évidemment une généralisation du théoréme de Prokhoroff
classique (cf. par exemple, [Bil]). Compte tenu de ce théoréme et puis-
que la convergence en régle implique la convergence étroite des
Rn( s+ X Q), la condition indiquée est nécessaire. Montrons la récipro-

que.

2°) On pose R' := I 2" RY ; soit j* une sous-tribu séparable de f

n>o n
telle que toutes les densités g—l[:_' soient mesurables par rapport &

(T"‘@ Fwy.

Soit € une algébre dénombrable qui engendre Fe,

3°) Pour chaque élément A de IZ‘ , soit ﬁ: la mesure positive définie sur
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H oH 0oy - pPar x =n _ =n =n
(D ,% ) par RA(A ) :=R (A A) . Puisque RA € RQ , la suite (RA)n>o

est tendue ; pour chaque élément A de ZJ , on peut donc appliquer le
théoréme de Prokhorov classique (cf. [Bil]) a la suite (l_?.:)

n>o
Compte tenu de la séparabilité de .4 et en utilisant la procédure dia-

n (k)

gonale, il existe une sous-suite (R ) extraite de la suite

n k>o =n (k)
(R )n>o telle que, pour chaque élément A de (76' , la suite (RA )k>
converge faiblement vers une mesure positive ﬁA définie sur (D"'I y )

et telle que §A(DH) = P(A).

Pour chaque élément (A',A) de (QHX Jt), on pose R(A' X A) := §A(A').
On a R(A* XA ) € R(DH X A) = P(A). La fonction R est une fonction
positive définie sur (ﬂwa) et qui est O-additive sur (f et i)H sé-
parément. Cette fonction admet donc un prolongement unique en une fonc-
tion définie sur l'algébre engendrée par les "rectangles" (A' X A) avec

(A',A) élément de (Z)H X?‘s : appelons encore R cette extension.

Cette extension satisfait les deux propriétés suivantes :
(i) R(' X &) € P(A) pour chaque élément (a',a) de (WXF

(ii) pour chaque € > o, il existe un compact J’C de DH tel que
*
R((2 \ ) XA) € € quel que soit l'élément A de fﬁ .

Il peut alors &tre prouvé, exactement comme dans 3.5 de [Pel—l] ou
dans 8.4 de [MeP-Z] que R est O-additive : ceci signifie que R admet
un prolongement O-additif unique & la tribu (Z)H ®J%. on appelle

encore R ce prolongement.

Pour tout élément A de f, soit A* élément de ?*tel que IA* est la
projection orthogonale de 1, dans Lz(ﬂ,f,P) sur LZ(Q,Q”,P) . Pour tout
élément A' de 7)", on pose R(A' X A) = R(A' X a¥%),

Pour toute fonction g réelle bornée et Ts—continue sur DH et tout
élément A de fﬁ , On a:

- ' =
d'une part ER(g IA) ER(g 1A*) par construction de R

- d'autre part E _(g IA) =E n(g lA..,) puisque la densité de Rn est
R

rR®

(Z)H@f‘f*)-mesurable et que E_, (1, |%H ®?) =14

- enfin 1lim E (g1 ) =E_(g 1 &) .
Koo R(1'1(]() A R A
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On do; i E 1 = 1i E 1
a donc auss R(g A) k-': g0 (k) (g A)

7°) I1 suffit alors d'utiliser le lemme préliminaire pour voir que la

sous-suite (Rn(k) converge en régle vers la régle R.

)k>o

PRELOCALISATION

Proposition

Soit (R(n))n>° une suite de régles qui converge en régle

vers R.

Soit ® une application de (DH X Q) dans (DH X Q) telle que
(1) ?®est (ﬂ‘@f)-mesurable
(1i) pour tout &lément A de F , ¢ 1oHx a) = Hx a

(iii) pour tout € > o, il existe un 'Es-compact Jf, de DH tel que, pour
tout n, R(n) (@~ 1()x Q) 3 1-¢

Soit R' (resp. R'(n)) la probabilité image de R (resp. R(n))
par 9. Soit la tribu de parties de (l)"I x §) engendrée par les éléments
h de GH tels que h 0 & = h. Alors, pour toute fonction g appartenant &
GH et eé-mesurable, ona 1limE (g) =E_,(g) .

oo R' (n) R'

Un exemple important est le cas ol 9 est 1'arré&t "juste avant"

un temps d'arr&t u par rapport a la base canonique BH , c'est & dire que :
u u
®((£,w)) = (£ ,0) ou £ est défini par :

u f(t) si t < u(f,w)
£(t) := ¢
lim . £(t) si t 3 u(f,w)
ttu(f,w)

Preuve :
Les conditions (ii) et (iii) montrent qu'on peut appliquer le théoréme de

la section 4 & la suite (R' (n))n><> ; cette suite (R'(n))n>° admet donc une

sous-suite qui converge en régle vers une régle R" ; si h appartient &4 G .



et est telle que h 0 § = h, on a

ER' (h) = I];im. R'(n )( ) = ER" (h)

donc R' et R" coincident en restriction a g, d'ol le résultat.

Ceci montre notamment que la convergence en régle se pr&te trés bien a la

prélocalisation.

CAS DES FONCTIONS Tu—CONTINUES

Rappelons que les topologies Tu et Ts sont définies & la sec-
tion 2.

Théoréme : Soit g une fonction, & valeurs dans un espace vectoriel J de
dimension finie, définie sur (Dl'| X ), uniformément bornée, (‘Z)H ®9‘) -me-
surable et telle que, pour tout élément W de £, g(.,w) est Tu—continue.

1°) Soit .ﬁ un élément de (%H @.‘}‘/) tel que, pour tout élément w de 2,
{f : (£,w)& K} est un compact de oH pour la topologie T . Alors,
pour tout € > o, il existe une fonction g , a valeurs dans J ,
(ﬁ ®9‘)-mesurab1e telle que, pour tout élément w de £, g (.,w) est
T -continue et telle que  sup. | lg(£,w) -9 (£,0) || <€

(f,w)é

2°) Soit (R(n)) >o une suite de régles qui converge en régle vers la régle
R. On suppose que pour tout € > o il existe un élément j{ de (@HGQ{ )
tel que, pour tout &lément w de 2, {f : (f,m)é...Ke} est un T -compact
de DH, et tel que, pour tout entier n, R(n) U(.e) 3 1-€ . Alors,

1im. ER(n) (g) = ER(g) .

Preuve :

1°) Il suffit de considérer le cas ou g est une fonction réelle telle que
o0& g€ 1. Soit € >0etntel quen€ 313 (n-1) €. Pour tout entier

k, k € n, on pose :

A(k) := {((£,0) : k € € g(£,0)} N S
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A'(k) := {(f,0) : k€ 3 g(f,w)} N J

Pour w fixé, soit A(k) (W) := {f : (£,w) e A(k)}
et de méme pour A'(k)(w) ; A(k+l) (w) et A'(k) (w) sont des Tu—compacts

et donc des 'rs-compacts disjoints.

Pour tout k, soit Qk et ‘P); les fonctions définies par (quel que soit
wé Q) s

(Pk(f,w) := distance de Skorohod de £ a A(k) (W)
:= dis

o (£,) tance de Skorohod de £ & A' (k) (W)

On vérifie que ‘I’k et ‘l’l'( sont des fonctions (3‘ X ﬂ-l ) -mesurables (cf.

[JaH—Z], lemme 2.12). Soit g la fonction définie par :

- ]
9 sup. {(k+1)€ A (@k/<1>k+1)}
k<n
On vérifie immédiatement que 9 satisfait les propriétés données dans

1'énoncé de la proposition.

2°) soit € > o, A

a = sup. Ig(f,m)l . On a
£,0

associé puis 9 associé comme au 1°) ci-dessus. Soit

I(ER = Exn)’ @] ¢ 20e+ l(ER = Ex(m)) (gs)I

et cette deuxiéme quantité tend vers zéro avec n (convergence en régle).

7. CRITERE DE COMPACITE

Théoréme : Soit Q' le processus positif croissant adapté & la base sto-
chastique BI défini par Q' :=QaQ. Soit g (Q') 1l'ensemble des processus X

cadlag a valeurs dans H et tels que :

(1) X = o et X est adapté a la base B!

(ii) la "variation quadratique" [x] de X est telle que [X] t—[x]s £ Q;: - Q;

pour s < t
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(iii) pour chaque temps d'arrét u et pour chaque processus Y a valeurs

dans H prévisible et uniformément borné, on a :

E {sup. || I <y,dx>||2} < E{Q)_ I ||y‘__|l2 dg }
t<u Jo.t] Jou[

(iv) pour tout couple (u,v) de temps d'arrét avec u€v, on a :

s

2 [ [yl
E {:\zs. [x~x |17} < B{Q! (! _-0') 1[u<v]}

Soit (qj)j>° une suite croissante de réels positifs telle que, pour tout
entier j,

P LQ{._(m) 3q

J<L
3 j2

et soit (vj)j>o la suite associée de temps d'arrét définis par

v, := inf. {t : Q' > q.}
3 % 7Y

Pour tout couple (j,k) d'entiers, soit (w(n,j,k))n>° la suite de temps

d'arrét définie par récurrence par :

w(l,3,k) := Vj__1

' - ot e
wintl,3,k) = vy A inf. {t := N 3 qj}

(notons que w(k3,j,k) = vj).

1.2 2 2.11/4
On pose )‘j,k = [k j qj(2+8qj)] .

Pour tout entier m, soit Jf; l'ensemble des éléments (f,w) de (D*'XS2) tels
que :

(i)' pour tout triplet d'entiers (n,j,k) avec n >0, j ¢ met k > m et

pour tout élément t de ]w(n,j,k)(w), w(n+1,j,k)(w)[ , Ona:

1£e = om0 @ ! € 2k

(ii)* sup. Ift[ <mqy
t<v, (W)
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Soit € :=

m
Alors, pour tout élément X de 6 (@), on a :

P({w : (x(w,meS0'h 3 1-3¢

m m

De plus, il existe un Ts—compact j‘t,m de D"'| tel que

p(lo : 3 £¢H  avec (£WE KD &3¢,
On a donc aussi, pour tout élément X de E(Q') R

P ) > 1-6ey

Preuve :

On pose 8 = G(Q') et on notera x2 = <x,x>

1°) Soit X un €lément de € ; la propriété (iii) implique que l'on a la
formule de Ito. Soit (u,v) un couple de temps d'arrét avec u € v. On

pose :

B :=kE{ sup.|x -X |4}
u<t<v tou

Puisque (formule de Ito)
2
(X X)) =2 J X - Ky &> F [X]t - [X]u
Just]
On a :
B < 2 E {sup. || J 2<x__ - X, dxs>I|2}
t<v ]u,t]
2
+2E0([x] _ - ] 1[u<v]}
<8E{Q_ J (xS_—x“)2 aQ'}
Ju,v[

+ 28 () - 9" I[ue]?
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Soit @ 3 o et @ 3 0. On suppose que, pour tout élément w de 2, on a
Q",_ﬂqetQ"’_-Q"lGa. Dans ce cas on a :

B <81 qE { sup. (xt-xu)z} + 202
u<t<v
Mais
2
E { sup. (X -X )“} s E {Q' (Q' -0") 1 }
e XXy Q- uce]

(propriété (iv))

ce qui donne B € 0'-2(2 + 8q2)

Notons au passage que le point important dans cette majoration est le
fait que B/Q tende vers zéro quand @ tend vers zéro.

Soit X un élément de & et (3,k) un couple d'entiers ; ce couple d'en-
tiers étant fixé au cours de ce 2°) , pour alléger les notations, on

pose, pour tout entier n, u(n) := w(n,j,k).

Compte tenu du 1°) qui précéde et de la définition de w(n+1, j.k), on

a :
4 1 2 2
E{ sup. |x _-x |®} € == q° (2 + 8¢%)
a(n) 2t (n+l) t “u(n) k6 3 3

ce qui implique

P{ sup. I -x | >\, .} ¢ =
uTrL—n <t<a(ntl) t "u(n) .k k5 j2

On définit alors l'enseimble B 3.k comme suit :
’

:-{m:3n<k3 tel que sup.
u(n)<t<u(n+l)

.k Ixt-xu(n)| > Ajrk}

Puisque u(k3) = vj s Ona

B ={w:3n>o0 avec sup. |x, -x | >a, .}
3.k d@)<t<u(n+) ° u(n) 3.k

1
32 x

L'inégalité ci-dessus implique que P( B <

j,k) 7 -
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3°) Le couple (j,k) n'est plus fixé, mais X est un &lément fixé de 8 .
On pose :

c' :={w: sup. X (| >mq}
n 1:<vm M) t %o

On a (propriété (iv)) :
E { sup |X |2} < E(Q' ) £ 2 donc
t V- qm

t<v m
m

1
P(CI;I) S =
m

Soit W un élément de £ tel que (X(W),w) n'appartienne pas a_){;l ;
ceci implique :
- soit W &éc’'

m

-soit WE U J B X
j% k3m I°

La probabilité de cette éventualité est donc majorée par

1 1
—+ I X £3¢
n’ 50 km 32 k2 n

ce qui prouve la premiére inégalité du théoréme.

4°) On va maintenant définir Jf,m. Pour tout triplet d'entiers (n,j,k)
avec n € k3, soit p(n,j,k) > o tel que

-1 _
2.5

P({w(n+1,j,k)-w(n,j,k) € p(n,j,k) et w(n,j,k) < vj} €
3¢ x

Soit § := inf. p(n,j,k).
" 3
n€<k™, j€m

Soit ff,m 1'ensemble des éléments f de DH tels que sup. Iftl £m 9,
t

et, pour tout eniter k 3 m, wé(dm K € )‘m x o8 w%(&) est défini comme
4 ’

en 14.6, p. 110 de [Bil] (module de continuité & droite de la fonction

£).

Cet ensemble f‘ﬁm est un sous-ensemble Ts-compact de DH (cf. [Bil],
théoréme 14.3).
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On pose alors :

c = {w: Vo < tm} et

A, := {w :3 n < k3 tel que w(n,j,k) < vj et

(w(n+1,j,k)-w(n,Jj,k)) (W) < pn'j k}

On a P(Cm) < Lz (par définition de vj) et
m

P(A, ) < - (par définition de p_ . ,).

j.k j2 k2 n,j.k

Enfin, si (£,W) appartient ajﬁn'l et si f n'appartient pas éJﬁm .
on a :
- soit WEC

m

- soit we U U A,
jén km I’

La probabilité de cette éventualité est donc majorée par

1 1

-4+ I X < 3¢
2

m2 jsm kam j k2 n

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Soit Y un processus & valeurs dans L , prévisible par rapport

4 la base initiale BI et uniformément borné par a ; soit X le processus

défini par Xt = I Ydz .
Jout]
Alors X appartient a ¢ (Q') comme défini dans le théoréme ci-

dessus (vérification immédiate & partir des propriétés 2.1 et 2.2).

HYPOTHESES ET APPROXIMATIONS POUR LA FONCTIONNELLE a

Rappelons que le but essentiel de cette &tude est de prouver

le théoréme de la section 9 ci-aprés, c'est a dire de prouver l'existence
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d'une solution "faible" X de l'équation différentielle stochastique
dxt(“’) = a(X,w,t) dZt(w)
Les hypothéses sur la fonctionnelle a sont alors les suivantes :

1°) a peut &tre considéré comme un processus a valeurs dans L , défini et

prévisible par rapport & la base canonique BH .
2°) a est uniformément borné en norme par O .

3°) Pour tout élément (W,t) de (R X T), l'application f »a(f,w,t) est
Tu-continue.
Notons que la propriété 2°) implique la propriété suivante (cf. propo-
sition 6.4 de [MeP-2]).

4°) Pour tout élément (W,t) de (% X T), si £ et £' sont deux é&léments de
DH tels que f(s) = £f'(s) pour s < t, on a a(f,w,t) = a(f',w,t)
(c'est & dire que a ne dépend que du passé strict en tant que fonction
de f).

On peut alors approcher a de la fagon suivante :

Proposition :

Soit a satisfaisant aux hypothéses ci-dessus. Soit (w(n,j,k))
la famille de temps d'arrét définis dans la section 7. Pour tout entier
k > o et pour tout élément (£f,W) de (DHX ), on pose :

fk(w) = nzj f(W(n’j'k) () l[W(n'jrk) IW(X'H-lljrk)[

Ensuite, pour tout entier k, on pose :
ak(f,m,t) = a(fk(m),w,t)

Alors, la suite de processus (a,) est une suite de proces-
ay p

k>o
sus BH-prévisibles, uniformément bornés par q, T,-continus et constants
par morceaux en tant que fonctions de la premiére variable et cette suite

converge vers a au sens suivant :
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(8.1) quel que soit (m,Ww,t) é&lément de (NXQ XT) avec t < vm(w)

lim. { sup. ”a.k(f,m,t)—a(f,m,t) [I} =0
ko feJr,‘;(m)

ol Vo et _Kl;l sont définis comme & la section 7 et

LLw =g (f0€ KL}

Preuve :

On suppose que m, W et t sont fixés avec t < vm(w) .

On sait que, si (£f,w) appartient a _KI; s 1l'oscillation de f entre w(n,j,k)
et w(n+tl,j,k) pour j € m et k 3 m est inférieure & }‘j x ¢ on a donc,

r
s:p. ||fk(t)-£(t)|| < Am,k ; de plus, si on pose Sm(w) := {£ : (f,m)é_/tl;l

et £f=f l[o,vm () [} s la propriété ci-dessus montre que Sm(w) est compact

pour la topologie de la convergence uniforme ; en restriction & sm(m) ’
1'application £ r»a(f,w,ﬁ) est donc uniformément continue ce qui achéve
la preuve de la proposition (puisque 1lim Am

= 0 et que (fk,w) appar-
K+
tient & Jf 1:1) .

'k

THEOREME FONDAMENTAL

On considére les hypothéses et notations introduites aux sec-
tions 2 et 8. Pour tout &lément (£,w,t) de (DH XQX T), on pose
Zt(f,m) := Zt(w), -ft(f,w) := £f(t) (processus canonique) et
Q. (£,w) 1= Q (W) .

Alors, il existe une probabilité R sur (DHX Q,fbﬂﬂg‘/) telle

(1) pour tout &lément A de Qﬁ , RoOHx a) = P(a) (c'est a dire que R

est une régle) ;

(ii) 41l existe une suite (x“) n>o de processus telle que si, pour tout n,
R(n) est la régle associée a x“, alors R est la limite en régle de
la suite (R(n))n>° H
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(iii) pour la probabilité R, Z est une semi-martingale.
(iv) pour la probabilité R, on a :
A e
Jo.t]
cette intégrale étant une intégrale stochastique au sens usuel.
Autrement dit, X est une "solution faible" de 1'équation Gif-
férentielle stochastique dX := a(X)dZ en un sens un peu plus précis que

celui introduit par Strook et Varadhan (voir [StV—l], [StV—2] ou [Pri]).
En général, une telle probabilité R n'est pas unique.

Preuve :

1°) Soit (ak)k>° la suite de processus Bprrévisibles définie a4 la sec-
tion 8. Pour tout élément W de 1, ak(f,w,t) est "constant par morceaux"

en tant que fonction de la variable f ; on définit donc, par trajectoi-

res, un processus (unique) xk qui est solution (forte) de 1l'équation
différentielle (stochastique) dxt = ak(xk(w),w,t) dZt(w) ; Ce proces-
sus Xk est a valeurs dans H , cadlag et adapté & la base initiale E? .

Pour tout k, soit R(k) la régle associée a Xk (cf. la section 3). On

se propose maintenant de montrer qu'une sous-suite extraite de la suite

(R(k))k>o converge en régle vers une régle qui satisfait aux conditions

données dans le théoréme.

2°) Par construction, xk est de la forme xk = J Y dZ avec sup IYt(w)| £ 0.
w,t
Compte tenu de la remarque donnée & la fin de la section 7, X appar-

tient a Z?(Q') (avec Q':= o Q) ; on peut donc appliquer le théoréme

de la section 7 : notamment, pour tout € > o, il existe un Ts—compact
k, -1

Jfﬁe de DH tel que, pour tout entier k > o, P| (xX7) (J{E)| 2 1-€ .

On peut alors appliquer le théoréme de la section 4,c'est & dire qu'il

existe une sous-suite de la suite (R(k))k>° qui converge en régle vers

une régle R. Pour la commodité des notations, on supposera que c'est

la suite (R(k))k>° elle-méme qui converge vers R.

3°) Pour toute la suite on se donne q > o et un temps d'arrét v par rapport
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a la base initiale BI tel que sup. Qv_ (w) € g et on pose V = ]o,v[.
w

Soit (g,b) un élément de (GHxgL) tel que sup.||g(g,w || <1
£,0

(rappelons que sup. | |[b(f,w,t) || € 1)
f,0,t

Pour tout entier k, on a :

|ER(k) {< q, f b(X (W) ,w,t) dEt(w)>} |
v
(inégalité de Schwarz)

£ norme dans Iﬁ(ﬂ,f,?) deJ b(xk,.,t) dZt

(propriété 2.1)

2 1/2
©.1)  <daEp,, {[v [[p(x,.,8) |7 aQ }}

£q
4°) Pour tout élément w de , J‘El;l(m) est un Tu-compact : on peut donc
utiliser le 2°) de la proposition de la section 6 ; la convergence
en régle de (R(k))k>° vers R, la définition de b et celle de g impli-

quent alors que l'on a la méme inégalité pour R, soit

e, {< g Iv b(X,.,t) dz >}

(9.2) < [ag { J [Ib&,..0]]? dat}]l/2
v
£ q

L'ensemble des éléments g de 6H &tant dense dans 11:(DH x Q, ﬂH M,R) ’

cette inégalité s'écrit aussi :

norme dans I.'1_|(DHX Q,QH®?,,R) de (Jv b(;,.,t) dzt) €q

Or l'ensemble des "processus" b qui appartiennent & gL est dense
dans l'ensemble des processus BH-prévisibles (4 valeurs dans L ).
Ceci implique que l'ensemble {z : z = b dE} , quand b parcourt
1l'ensemble des processus BH—prévisibles bornés,étagés, est borné
dans L;:I(DH x Q,ﬂH ®‘\¢,R) , c'est & dire que Z est une semi-martingale
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(théoréme de Dellacherie-Meyer-Mokobodski : cf. théoréme 2 de [Del]
ou théoréme VIII. 4 de [DeM] ou théoréme 12.12 de [MeP-2]).

En fait, le lecteur qui connaft la construction vectorielle de 1l'in-
tégrale stochastique a noté que l'on n'a pas besoin de ce théoréme
D.M.M. : on a prouvé un peu plus, d savoir que le processus Z arrété
"juste avant v" est associé a une Ll-mesure stochastique (théoréme
12.7 de [MeP-2]) ; autrement dit ce processus appartient & Hl au sens
de [Mey-2].

5°) Puisque Z (resp. Z) est une semi-martingale pour P (resp. R), les iné-
galités (9.1) et (9.2) sont valables pour tout processus prévisible
borné b.

Soit € > o et soit b un processus BH-prévisible borné (en norme) par
20, Soit m un entier tel que em £ % ol em est défini comme & la
section 7. Rappelons que J‘\’.l;l a été défini A la section 7 et que 1l'on
a posé (a la section 8), fg ! (W) := {£: (f,w)éﬁ.;l} .

On pose :

(9.3) b (w,t) := sup. ||b(£,u,t)]]
m £e ks (w
m
et
(9.4) W := [4 q20.2 €, +qEp, { J bi(w,t) aQ, (w) }]1/2
v

En se souvenant que R(k) (}tl;l) 3 l-em et que R(}(.I;I) 3 l-em , les
inégalités (9.1) et (9.2) impliquent alors :

(9.5) |ER(k) {<aq, Iv b(X) az>}| € u
et

9.6) [Ep {<q, I b(X) az>}| < u
A"

6°) On pose :

g(1,n,k) := ER {< g, Iv[a(f)-an(i)] d-z->}

B(ZIn'k) = [ER - ER(D"’k)] {< g, Jv an(x) GZ>}
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7°)

8°)
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B(3,n,k) :=

ER(n+k) <q JV (an-an+k)(x) az >}

B(4,n,k) := [ER(n+k) - Ey) {<g, X _>}

Y(V,g) = E {< g, Jv a(X) az - E;_ >}

ER(n+k) <q X,- - jv an+k(x) az >} = 0

+
(par construction de x® k), on a :

4
L B(3j,n.k) = Y(v,9)
j=1

On se propose maintenant de prouver que Y(V,g) = 0. Pour cela, il

suffit de prouver que, quel que soit j, lim. B(j,n,k) € 2 .
n,k

Or, 1lim. B(1,n,k) € € compte tenu de l'inégalité (9.6) et de la
n
propriété (8.1). De méme, il existe n' tel que, quel que soit k,

B(3,n',k) € 2¢

(propriété (8.1) et inégalité (9.5)).

Par ailleurs, n' étant fixé, la convergence en régle implique que

lim. B(2,n',k) =0 (pour n' fixeé, an, est un processus "étagé").
k>
Enfin on a lim. B(4,n,k) =0 (convergence en régle)

n,k

soit, Y(Vlg) = 0.

-]
L'ensemble GH étant dense dans LH(DH x Q,@ Xf,R) , on a aussi

X = I a(f) az R-p.S.
V-
v
ce qui implique X = J a(f) dZ

4 la R-indistingabilité preés.



10. REMARQUES

Pour simplifier l'exposition, on n'a pas cherché, dans ce
papier, & donner les hypothéses les plus générales ; bien entendu, il
serait possible de généraliser le théoréme de la section 9 de multiples

fagons ; donnons-en quelques exemples.

1 °) Meyer a considéré 1l'équation dX = dV + b(X) dZ ol V est un proces-
sus cadlag adapté (notamment V peut correspondre aux conditions ini-
tiales). Dans ce cas, Jacod et Ménin ont noté qu'on peut se ramener
a4 l'équation ici considérée en posant X = X-V et a(X) = b(X+V) ;
précisons que, suivant les cas, il peut y avoir intérét a effectuer
ce changement de variable avant, ou aprés l'introduction de la no-

tion de régle (et donc de solution faible).

2°) Jacod et Mémin ont remarqué que la propriété (ii) dans le théoréme 9
impliquait la conservation de la martingalité (pour une martingale M
quelconque) et des "caractéristiques locales" de Z ; précisons que
cette propriété (ii) implique en fait beaucoup plus : notamment, elle
implique la conservation des "caractéristiques locales" de n'importe

quel processus défini sur la base initiale.

Toutes ces propriétés se vérifient facilement ; par exemple, M est

une martingale si et seulement si

(10.1) ER {< g, J Yau >} =0 pour tout processus prévisible Y
Jau]
et pour tout élément g de th ; si E(f,m) = M(wW) ou M est une mar-
tingale par rapport a la base initiale BI , 1'égalité 10.1 se vérifie
immédiatement pour tout processus Y appartenant a g et ‘donc pour
tout processus prévisible borné Y (comme dans la preuve du théoréme

9).

3°) Au niveau des applications, il est trés rare que le processus a soit
uniformément borné ; il y a lieu de considérer la notion de solution
maximale introduite dans [MeP—l] (cf. aussi [MeP-Z]) et donc d'utili-
ser la proposition de la section 5 ; dans [MeP—2], la construction

de la solution maximale utilise l'unicité des solutions locales ; en
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fait, on peut se passer de l'unicité en utilisant 1l'axiome du choix

(cf. [MeP-l]), comme dans le cas déterministe.

4°) Le fait que H soit un espace de dimension finie semble jouer un réle

fondamental ; par contre, les méthodes ici proposées, qui reposent

sur la propriété de n*-domination, peuvent étre étendues au cas ou Z

est & valeurs dans un espace de Banach.

11. COMMENTAIRES

ques"

a)

b)

c)

Il nous semble utile d'apporter quelques précisions "histori-

L'introduction de la notion de convergence en régle pour étudier
l'existence d'une solution "faible" d'une équation différentielle
stochastique est due & l'auteur ; des notions analogues, quoique
moins précises, avaient été introduites précédemment pour des pro-
blémes complétement différents (cf. [Ren-l], [Ren—2], [Sch], etc...)

cf. aussi dans un cadre différent et beaucoup plus restrictif [BaC]

et [Mey— 2] .

Aux détails prés et sauf en ce qui concerne l'utilisation du lemme
de la section 3 et du théoréme de la section 6, les preuves données
dans ce papier sont a peu prés les mémes que celles données par
l'auteur dans [Pel-S]. Par contre, dans [Pe1~5], le processus a
était supposé remplir une condition de continuité pour la topologie

de Skorohod, ce qui n'était pas satisfaisant.

Le preprint EJaM—l] dont je dispose (et qui comporte quelques
inexactitudes) apporte plusieurs améliorations a [Pel—S], no-
tamment le lemme de la section 3 et surtout le théoréme de la sec-
tion 6 - ce lemme et ce théoréme étant d'ailleurs présentés assez
différemment dans EJaM-l]. Le théoréme de la section 6 est fonda-
mental parce qu'il permet de remplacer la continuité pour la topo-
logie de Skorohod par la continuité pour la topologie de la conver-
gence uniforme, ce qui est beaucoup plus satisfaisant & tous points

de vue.
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Malheureusement, [Jald—l] n'utilise pas la méthodologie introduite
dans [Pel—S] et reprise ici ; plus précisément, [Jan—l] utilise
fondamentalement la notion de "caractéristiques locales" et la no-
tion de "solution du probléme des martingales", c'est 3 dire un
arsenal technique énorme (cf. [Jac]) parfaitement inutile dans
notre contexte et probablement non généralisable au cas ol Z est

a4 valeurs dans un espace de Banach.
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