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Jean JACOD

1 - ENONCE DES RESULTATS

Soit (Q,F,P) un espace probabilisé muni d'un processus cadlag a va-
leurs réelle; X . Rappelons d'abord (voir par exemple Meyer [5]) ce qu'on
entend par variation quadratique de X . Pour chaque t >0 et chaque sub-
division T ={0=t,<... <t = t} de [0,t] on pose
2
tiq)
On dit que X admet une variation quadratique [X,X] s'il existe un pro-

2 m
1.1 S_(X = X X - X
(1.1) () ot 2 Xy

cessus croissant continu 4 droite [X,X] (nécessairement unique) tel que:

(1.2){ pour tout t>0, ST(X)—E-»[X,X]t lorsque le pas |z| de la
subdivision =~ de ([0,t] tend vers O,

Par ailleurs, pour chaque nelN on considére un espace probabilisé
filtré (%, F",F°,P") nuni d'une semimartingale réelle X. On sait
bien-slir que la variation quadratique D(n,Xn] de X" existe. On note
'&’(x:) , (XM, ... 1a loi de x‘: yde X", ..., sous P"; on note de méme
l(xt) y (X)), ev. 1la 1loi de X,, de X, ..., sous P: par exemple, Z(x™)
est une probabilité sur l'espace de Skorokhod ]D1=D(£O,<D[;]R) , qu'on
suppose muni de la topologie de Skorokhod. La notation Z(x“)—>1(X)
désigne toujours la convergence étroite.

Supposons que £ (X") —s (X)) . D'aprés (1l.1) on a aussi
z(Sr(Xn'))——> Q(ST(X)) dés que les points de la subdivision T ne sont
pas des temps de discontinuité fixe de X . On pourrait alors penser que
1([)(“,)(“])—* Z([X,X1), si du moins [X,X1 existe. Il n'en est rien
en général, comme le montre l'exemple simple suivant:

(1.3) Exemple: Soit 2
{nct]
xXp o= = (ki
t ° k=1 n °

ona [X"|€1/n, donc Z(X®)—> Z(X) avec X=0 (tous ces "processus"
sont des fonctions). On a aussi

n2t] 2
[Xn,ant - 5 % . In ;] ,
k=1 n n

qui converge vers t, ce qui contredit Z([Xn,xn])—> Z([X,X]).m
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Notre objectif, dans cet article, est d'introduire des conditions sup-
plémentaires qui, jointes au fait que JZ(X%) —s X(X) , entrainent que
Z([x™,x*1) —>Z ([X,X]) . Commengons par énoncer deux résultats simples.

(1.4) THEOREME: Supposoms que pour chaque nelN, Xx® soit une martingale
locale, et que pour chagque t>0 on ait: sup/ En(supSst legi) < o (par
exemple si lAX?(u)ls ¢ identiquement). Si Z(x") ——Z(X), la varia-
tion gquadratique [X,X] existe et on a X([X",x"1)—X([X,X1) .

Rebolledo [6] d'une part, Liptéer et Shiryayev [4] d'autre part, ont
démontré (par deux méthodes assez différentes) le cas particulier suivant
de ce théoréme: X est une martingale continue gaussienne, donc [X,X1
existe et est déterministe (avec em plus \Axxtl(u)l < ¢ identiquement dans
(41, avec les sup. 4 ngl uniformément (en n ) intégrables dans [61).
Ces auteurs généralisent eux-mémes des résultats de Rootzen [7] et de
Gamssler et Hausler (2]. La méthode utilisée dans cet article est inspirée
de celle de Lipt&er et Shiryayev.

Il est naturel de se demander si ce résultat reste valide sans condi-

n ,
tion de moment sur les sauts des X ; nous n'avons pas su répondre !

Revenons au cas des semimartingales. Pour chaque a>0 il existe un
processus prévisible & variation finie unique B%(a) , tel que

n
(1.5) X" - 25 0at {1aX2| > a}

(ou Ax":x“) soit une martingale locale nulle en O : ainsi, Bn(ﬂ.) est
0~ "0 n

AXZ I - 8%(a)

. On note V(B"(a)) 1le proces-

la premiére caractéristique locale de X
sus variation: V(Bn(a))t = /Ot IdBn(a)s |

(1.6) THEOREME: Considéroms les conditionms:
(1) XEH——= (X ;
(11-a) on a lim , . sup P'(V(8"(a)), 2 b]=0 pour tout t>0.
Si on a (i), les conditions (ii-a) pour a>0 sont toutes équivalentes

entre elles; (i) et (ii-1) entrainent que [X,X] existe et que
rx",x"1) ——>Z (IX,X1) .

Noter que dans l'exemple (1.3) on a B*1) = x"

, donc V(B"(1)), =
[nzt]/n , et on n'a pas (ii-1).

(1.7) REMARQUE: Soit in la filtration engendrée par X" . Bien entendu la
variation quadratique [Xn,XnJ ne dépend pas de la filtration. Si les hy-
pothéses de (1l.4) (resp. (1.6)) sont satisfaites relativement a des fil-
trations f_‘n » elles le sont a-fortiori relativement aux i‘n: c'est faci-
le a vérifier dans le cas de (1l.4). Pour (1.6), on remarque d'abord que
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% est ume _%:’n-semimartingale (théoréme de Stricker), ensuite que la pre-

X
R . . ~n n . ~n

miére caractéristique locale B (1) de X relativement a F est la

i‘n—projection prévisible duale de Bn(’l) ; il est alors facile de voir que

si les BP(1) vérifienmt (1.6,ii-1), il en est de méme des B"(1) .®

Voici maintenant un théoréme général.

(1.8) THEOREME: Supposons que J(X")——> Z(X) . Supposons également gue
pour chaque nelN et chaque a>0 il existe ume décomposition

(1.9) ® = X®%a) + Fa) + N(a)
telle que:

(1) pour chague a>0, N%(a) est une martingale locale nulle en O et

on a sup En(sups<t lANn(a)s| )<® pour tout t>0;
(11) pour chague a>0, F'(a) est um processus adapté a variation finie
By g SUPy Pn[V(Fn(a))t; b]=0 pour tout t>0;

sup_ P"(sup | X" (a) |>0)=0.
n s

et om a 1i

(iii) pour tout t>0 on a: lima1m s<t

Sous ces hypothéses, [X,X] existe et on a Z([x%,x"1) — J(Ix,x1) ,
et méme X (x%,[x",x"1) ——>Z(X,[X,X]) (convergence étroite sur D’ =
D([O,m[;]Ra) ).

Remarquer que (l.4) est un cas particulier de (1.8): prendre ¥"(a) =0,

n
N'(a) =X"-X7, F'(a)=X].
On verra plus loin (corollaire (2.12)) que (1.6) est aussi un cas par-

ticulier de (1.8).

(1.10) REMARQUE: Tous les résultats présentés ici sont valides si " et X
somt d-dimensionnels; [x",x“] et [X,X] sont alors a valeurs matriciel-

les, et V(F’(a)) est la somme des variations des d composantes de F'(a).m

2 - COMPLEMENTS SUR LA RELATION DE DOMINATION

La relation de domination entre processus, introduite par Lenglart, va
jouer un r8le essentiel. Rappelons que si Y et Z sont deux processus
cddlag adaptés sur l'espace probabilisé filtré (2,F,F,P) et si 2 est
positif croissant, on écrit Y¥Y<2Z si E(IYTl) < E(ET) pour tout temps
d'arrét fini. Comme d'habitude, pour tout processus Y on pose ¥ =

t
sup. _. IYsl . Rappelons le lemme suivant:

(2.1) LEMME [3]: S1i Y< 2, pour tout temps d'arrét T et tout x>0 on a:

* 1
P(YT>") < ;E(ZT).
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Voici maintenant une version ad-hoc (et facile) du théoréme de Lenglart.

(2.2) LEMME: Supposons que Y<Z et que Z= (Hzoﬁ.),'l'/2 , o A est un pro-

cessus croissant adapté et H est un processus adapté continu & gauche

(rappelons la notation: HZOAt = /ot(Hs)Z dAs ). Pour tout temps d'arrét
T et tous «>0, >0, y>0, on a:

P(Ypz~) € Z[R+EGANDI + PGy + P(Ay>F0) .

En particulier, si on a simplement Y<Z, le résultat précédent appli-
qué avec H=1, A:Z2 , ¥=1 conduit & (cf. Rebolledo [61):

* 1 *
(2.3) P(Ypz) < Z[f+ E(azp)] + P(2,>P) .
Démonstration. On a .
* 2 * 2 ¥
(2.4) Y32} < {Hp>33UfA> 83U (< ¥, A, B°, Yy 2.
Soit S:inf(t:H:>b’ ou At>FZ). Si S<T on a H;>x ou AT>$2 ,

%

* 2 ux» sq 3 s
donc {Hp<y,Apsf ,YTza}C{YTAsz«}, En utilisant (2.1) et (2.4), il
vient alors

1/2
P(Y’;z«) < %E[(HZ‘A)T/\S] + P(H;>x) + P(AT>(?2) .

Comme H est continu & gauche, on a |H|<y sur J0,5], donc a AT/\S
2 2 2 *
i]}z Appg+ On a aussi A(T/\S)-‘g » domc Appo< BT +AAL, donc

< #* tAY .
Apps B+ \/AAT , d'od le résultat. m
Dans la suite, et sauf mention contraire, ¥ et 2" désignent des

processus cadlag adaptés sur (2°,F",F ,P") . Si on écrit "L 2P, cela
suppose que z" est croissant.

(2.5) Condition (x) . On dit que la suite (Y™) vérifie cette condition si
. Neo Nox
pour tout t>0 on a: lmb‘l‘a) sup, P (Y )t;b] =0.

(2.6) LEMME: a) Soit (Y®) et (2") des suites vérifiant (x). Alors les
suites (Y"+2"), (c¥") avec ceR, et ((Y")*), vérifient &).
n n
b) Supposons que Y242 et que sup E f(az )’;]<m pour tout t>0.
Si (z") wvérifie (x), alors (Y") wyérifie ).

Démonstration. (a) est évident, (b) est une application triviale de (2.3).s

Rappelons maintenant un critére de compacité pour une suite de probabi-
lités sur l'espace de Skorokhod ]Dd=D([o,co[;]Rd) . Si xe]Dd on définit
les modules de continuité suivants (avec t>0, §>0):

(2.7)  w%(x,5) = sup__, su supv“s,rf(lx(w-x(s)t/\\x(v)-x(r)l)

s<t “%Pre1s,s+51

On a alors le critére suivant, déduit du critére de Prokhorov (cf. [1]):
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(2.8) THEOREME: Pour qu'une suite ():.n) de probabilités sur ]Dd soit rela-
tivement compacte, il faut et il suffit que:

. n
(1) llmb?m sup g ({x: sup._, |x(s)] 2 b}) = O pour tout t>0;

(ii) 1ims‘,,osupn /An({X: wt(x,S)z”]}) = O pour tous t=>0,7%>0.

(2.9) COROLLAIRE: Soit (Y®) une suite de processus, soit a>0, et soit
¥n n ] n .
Y'=2 o e, IAYSII“AYEI>a} . Si la suite (A(Y')) est relativement

compacte, les suites (YB) et (%n) vérifient ().

Démonstration. L'assertion concernant (Y") découle de (2.8,i). Soit
t>0,t>0. D'aprés (2.8,ii) il existe &§€]0,17 tel que

t+1

(2.10) sup, PP Lw TN(YN,8) > a/2) < /2.

D'apres (2.8,i) il existe b>0 tel que

(2.11) sup, PU[(Y)}=b] < €/2.

si w'(y",S)<a/2 il n'est pas difficile de vérifier que Y' a au plus

2[t/s] sauts d'amplitude >a entre O et t, et si (Yn)’ggb ces
sauts sont d'amplitude <2b. Donc d'aprés (2.10) et (2.11) on a

sup, Pn(A‘f: > 4tb/8§) < €,
ce qui prouve que (?n) vérifie (x). m
(2.12) COROLLAIRE: a) (1.6,i) entraine que les conditions (1.6,ii-a) pour
a>0 sont toutes égquivalentes,

b) Si on a (1.6,i) et (1.6,ii~1), les hypothéses de (1.8) sont satis-
faites.

Démonstration. Supposons que & (X") — ¥(X). Pour tout a>0 on pose

§(n(a)t =2 {Iax > a3 *
F(a) =B™(a) et N (a) =Xn-in(a) -B"(a) . On a donc (1.9). On sait que
|aN"(a)|< 2a, donc on a (1.8,1). D'aprés (2.9) la suite (X™) vérifie
(x), tandis que ‘)'(“(a)*,é:O si (Xn)’;< 2a, donc on a (1.8,iii). Enfin

(1.8,i1) équivaut & l'ensemble des conditions (1.6,ii-a).

n
O<s=t Axs I

Soit O<a<a'. D'aprés (1.5), B"(a') -B"(a) est la projection pré-
visible duale de i'n:)?n(a) -in(a') , donc V(Bn(a') -Bn(a)) est majoré
par la projection prévisible duale de V(X7) » qui est elle-méme dominée
au sens de Lenglart par V(X") . Donc

[v(8"(a")) - v(B™a))| = v(B"(a') -B"(a)) < V(T®).

{V(X®(a))} vérifie (x) d'aprés (2.9). Comme V(¥®)<v(¥™(a)), la suite
(V(X")) vérifie aussi (x). Comme AV(X") < a', (2.6,b) entraine que
{lv(B™a")) - V(B"(a)))} vérifie aussi (¢), ce qui d'aprés (2.6,a) en-
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traine 1l'équivalence: (l.6,ii-a) €==>(1.6,ii-a'). On a donc prouvé (a),
et d'aprés le début de la démonstration, (b) en découle.®

3 - CONSTRUCTION DE LA VARIATION QUADRATIQUE DE X

Dans cette section nous alloms construire, & partir de certaines hypo-
théses, la variation quadratique du processus X. Si on sait par avance
que [X,X] existe, par exemple si X est une semimartingale par rapport
4 une certaine filtration, cette section est inutile, & l'exception des
notations introduites au début.

Si xe]Dl, on pose

D(x) {tz0: t=0 ou A4x(t) =0}

(3.1) U(x) = {u»0: |ax(t)| £u pour tout t»0]

to(u,x) =0, (u,x) = inf(t>ti(u,x) : lax(t)|>uw) .

tina
On note A4(t) 1l'ensemble des subdivisions de [0,t1. Si T7ed(t), on
définit s,r(x) par (1.1), et on note I|r| (resp. Utk ) le pas (resp.
le nombre d'intervalles) de T . Si TeAd(t) et si u>0, on note

7(u,x) 1la subdivision de [0,t] constituée:
- des points de €
(3.2) {
- des points ti(u,x) tels que ti(u,x)st ,

et on définit encore ST(u)(x) = )(x) par (1.1), formule dans la-

S
7 (u,x
quelle les t, sont alors les points de subdivision de 7(u,x) .

Posons aussi:

D
U ¢!

qui sont des parties demses de R _. Si )«:Z(X) , on a:

{t>0: t=0 ou P(AX, £0)=0}

fu>0: P(|AX,| #u pour tout t»0) =1},

(3.4) Dc D(x) et U c U(x) pour p-presque tout x.

I1 est classique que les fonctions x A~>x(t) (resp. X mti(u,x) ,
xMAx[ti(u,x)] ) sont continues sur ID"l
t €eD(x) (resp. ueU(x)), donc s’r(u)(') est également continwe en tout

x tel que TcD(x) et ueU(x). D'aprés (3.4) on a:

en tout point x tel que

(3.5) LEMME: Pour tous ueU, Te D, 10, les fonctions ti(“") ’
8x(t,(u,.)) , S.(.), Sp(y(+) Eomt p-p.s. contimues sur T.

Dans la suite, Do désigne une partie démombrable de D contenant O
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et dense dans R, _; si teD , on note ’Ao(t) l'ensemble des ted(t)
tels que rTc Do . Nous allons supposer satisfaites les deux hypothéses
suivantes:

(3.6) Hypothése: Si teD ,€>0,7>0, il existe p(t,£,7)>0 et
u(t,£,1)>0 tels que, si 7,7'640(1:) vérifient jtrl,iTt'ls e(t,i,'?)
et si u,u'elU vérifient u,u'su(t,e,m), on ait:

P(\sr(u)(X)-sT,(u,)(X)bz) <7 .

(3.7) Hypothése: Si teD ,¢>0,7>0, il existe §(t,£,m)>0 tel que,
si seDoﬂJt,t +8(t,e,7)], si uel, et si ved (s) vérifie ter,
7' désignant la restriction de T a [0,t1, om ait:

POI8,(4)(X) = Sy (y(OI> £) € 7.

Nous nous proposons de montrer le:

(3.8) LEMME: Sous (3.6) et (3.7) la variation quadratique [X,X1 existe et,
st teD , Ter(t) avec |rlsp(t,£,7), uelU avec u<u(t,f,7), on a:

PUS (y(X) = [X,X1 |>8) < 7.

On va diviser la démonstration en plusieurs étapes.

lére étape. Soit teD . Si nelN on pose Po(t) =p(t,27™,27") et
un(t) =u(t,2-n,2-n) . On choisit pour chaque neIN um point 'ﬁne U et
une subdivision %n ed (t) tels que

A A
4, < inf __u (%), lrn| < infm‘npm(t) ,
de sorte que d'aprés (3.6) on a:

-n -n
m>n = P(‘S%n(ﬁn)(x) - s%m(ﬁm)(X)b 27 < 270,

Il existe donc une variable aléatoire B, telle que S? % )(X)p_'s_',Bt.
n''n

De plus, si §>0,7>0, et si ueU avec u=u(t,f,%) ,’Z'E/.{o(t)
avec Izl <p(t,f,7), on a d'aprés (3.6):

27 1A == P(ls (,y(X) -s,?n(ﬁn)ml >£) <7y .

En faisant temdre n vers 1l'infini, on obtient alors:
teD , Tedo(t) avec I7l< p(t,€,7), ueU avec u=u(t,f,7)
(3.9)
- 13
—  Pls_,,® - B )>%) <.

28me étape. Soit t< s deux points de D . Soit 1’64{0(3) tel que teT
et notons 7' 1la restriction de = & ([O,t]. On a par comstruction

. ] &
méme (et puisque t €7(u) ) : ST,(“)(X) < s,((u)(x) . D'aprés (3.9) on en
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déduit immédiatement que Btg Bs p.s. si de plus s<=t+§(t,€',q') on a
d'aprés (3.7):
PUS,(y) 0 = Spa gy > 1 = 7",
tandis que si ueU, us<u(t,f,7)Au(s,f,7) et I7lsp(t,e,AN(s,¢,%)
on a aussi
PUls, ()0 =Bgl> )€, PUS, () =B [> ) <.

Par suite

t<s<t+§(t,£',q') ——> P(|B -B_[>2f+¢') < 29+n', ¥£>0,¥9>0.

I1 s'ensuit que BS —&»Bt si s} t 1le long de Do . Posons alors

[X,X]y = lnfs>1:,seD0 Bg

pour tout tzO0: on définit ainsi un processus croissant [X,X], qui
vérifie [X’X]t=Bt p.s. si teD , donc qui d'aprés (3.9) vérifie la
seconde partie du lemme (3.8). I1 nous reste a montrer que {X,X1 est

bien la variation quadratique de X.

2éme étape. Soit te€D ,£>0,7>0 fixés. Fixons aussi uel avec
us<u(t,f,q). Soit N = inf(i : ti+1(u,X)> t). Si NeN, p>0, on pose

GN»P = {NuéN}ﬂ[nlgisN{ti(u’x) -ti_l(u,x)>p ,

£
SUPG o r,rt<p Ixti(u,X)+r - xti(u,X)M Y 0" Xti(u,X)-r'ls 1)

Soit T={0=SO<...<sm=t}€/Jo(t) tel que Itl<p. Si we Gy o il
u ’
existe N (w) couples (ski,ski+1) tels que ti_,l(u,x)sski< ti(u,x) <
ski+1< tiﬂ(u,x) , et un calcul élémentaire montre que
>
s (X) - 8 xX) = 2 (X -X ) (X -X_ ).
(4 7(u) F ski+l ti(u,X) t.l(u,x) Ski

Par suite sur GN,? on a |5.(X) —Sr(u)(x)lc £ .

Par ailleurs 1lim =0, Il existe donc NeN et P>0

pv0,N1 o ON,p
tels que P(GN o )2 1-nm, donc
bl

ted (v), IFlsp ——> P(ls )(x)-sT(X)|> £)< 9 .

7(u
Mais u<u(t,f,m), et Bt=[x,x]t p.s., donc d'aprés (3.9) il vient:
Ted (8), W< pAp(t,i,n) = PUs (0 -IXXT[>%) < 7 .

On em déduit que:

(3.10) red (1), FlV o — sT(x)—P>[x,x]t .

Léme étape. Soit emfin t>0, 7€d(t) . Pour tout ¢-> 0 il est facile de
trouver t¢>t,t;€D , et ‘rsedo(te) tels que |zo| < [tl/2, que
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legll = yil, et que P(,ST(X)-STE(X))>2) < €, Etant donné (3.10), on en
déduit que

Ted (v), KINO —> s.(X)—2s[x,x],

(car [X,XJtz———ﬁ[X,X]t si tg¢Vt). On a donc montré que [X,X] est la
variation quadratique de X .m

(3.11) LEMME: Si [X,X] existe, on a A[X,X] = (4X)°.

Démonstration. Soit (Qn) une suite croissante de parties localement fi-
nies de R, , contenant O, de réunion Q+, de pas tendant vers O
quand nfeo. si teq , q(t)=9 []r0,t] est dans 4(t). Quitte &
prendre une sous-suite, nctée encore (Qn)’ on peut supposer que

teq, — sQn(t)(x) ._EL,[X,X]t

(SQ (t)(X) existe pour tout n assez grand). Quitte a jetter un ensem-

n

ble négligeable, on peut méme supposer que SQ (t)(x)-————>[x,x]t iden-
n

tiquement pour tout t €Q+.

Soit alors t>0, sn=inf(s€Qn:s>t), sr'l.:sup(ssQn:s<t). 11
est facile de voir que

sQn(Sn)(X) — [X,X1, sQn(sﬁ)(X)_—) [x,x1, _
2
%0050 7 g ey (0 T (X,

d'ou le résultat. m

4 - DEMONSTRATION DU THEOREME (1.8)

Dans toute cette section on suppose que les hypothéses du théoréme
(1.8) sont satisfaites.
(4.1) LEMME: Pour tout t>0 il existe a,>0 tel que
. n n n 2
azag — llmb?a) sup PY([N"(a),N (a)]tzb ) = 0.

Démonstration. D'aprés (1.8,iii) il existe a,>0 tel que

sup, Pn‘(‘)l{n’(a)t>0)<co pour tout aza, . Fixons aza, . Les suites (x™)
et (F'(a)) vérifient (x) d'aprés (2.9) et (1.8,ii); la suite (X™(a)%)
des processus arrétés &n(a): = in(a)tAs vérifie («) parce que aza
donc si Nn(a); = Nn(a)t/\s » la suite de processus (Nn(a)t) vérifie
également (x) d'aprés (1.9) et (2.6,a).

t ’

D'aprés les inégalités de Davis-Burkholder-Gundy il existe une cons-
tante K telle que si A" = [Nn(a)t,Nn(a)tJ1/2 on ait a"< KN%(a)b.
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Etant donné (1.8,i), le lemme (2.6,b) entraine que (A") vérifie (x),
d'oy le résultat.s

Dans la suite, nous utilisons les notations du début du §3.

(4.2) LEMME: 81 teD_ ,€>0,%7>0, il existe p(t,,7)>0 et u(t,&,m) >0
tels que pour tous redo(t) avec ([rl< P(t,&,m7) et tout u €l0,u(t,f,1)]
on ait

n ,n £ 1
sup P B(ls (u)(x )y - [x%,x7] |> 2) 3 .
Démonstration. Soit red (t) . On note O= 58 T e Sg We < S:’r’u=t
- n
les points (aléatoires) de la subdivision 7(u, X" )3 a, est aussi une
variable aléatoire, et om pose Si’ Ut osi i q, - Les S?’T’u sont
des temps d'arrét pour g‘“ et d'aprés la formule d'Ito on a
n n 2 n n n
(xsnﬂ}u'xsn,t,u) = /]Sn T,u gB,T,u] X5 - xsn,‘l'.u) dXy
i i-1 i i-1
n ,n n ,n
+ [X7,X ]sn,‘r,u - [x7,Xx ‘]sn,’l’,u .
Si alors i i-1
7,u n
(4.3) BYTY o 22 - X ) I (s),
s i>’.|. ghs Tl ]sn T, u n ]

i1
on définit un processus prévisible comtinu & gauche nul sur Jt,o[, et

(4ots) x" = [x“,x"] + (1 Yox™

s‘t'(u)

(le dernier terme est une imtégrale stochastique; rappelons que [Xn,xn]o
= ()(:;')‘2 ). Enfin si a>0, on définit les processus

( ){ Kn,r,u(a) Z g7y, n(a) LIRS »U(a) = g TaU, () ,
4.5

n s Ty ( ) n T’uONn(B) .

v *
Fixons £ >0, 720 . D'aprés (4.5) on a KT l“(a)’:; =0 si x“(a)t=o,

donc d'aprés (1.8,iii) il existe aza, (ou ay est défini dans (4.1))
tel que

n, n,T,u, ¥ n
(4.6) sup, P (K7 7 (a)y > 0) € 35 .

D'aprés les inégalités de Davis-Burkholder-Gundy, il existe une constante
K telle que L™T%(a)< K [L™* T %(a),L™™ 9(2)]1172 | Etant dommé (4.5),

LB To¥(a) K{(Hn,'r,u) o[Nn(a),Nn(a)J}l/a .
De plus A[Nn(a),Nn(a)] = (Al‘ln(a))2 . D'aprés (1.8,1i), c¢ =sup, En[ANn(a)’;]

est fini, et le lemme (2.2) entraine alors que pour tous g0, ¥=>0,

) PaMTN@ L Tl + PRE™ T ) >0 PRV (a) N ()1, >F2)



557

D'aprés la définition (4.5) on a aussi, pour tout ¥'>0:

(4.8) PIe™ M@ > 1 1 s P >y ] - P V(F a) > =1.
Enfin on a IAans u sur tous les intervalles ]Sn Ty u s u[ donc
d'aprés (2.7) et (4.3) il n'est pas difficile de v01r que (g™’ © u): <

u+3 wt(x“,lrl) . D'aprés (2.8,ii) il existe donmc §(y)>0 tel que

Tyuy®

(4.:9)  w>0, IFl=5() —=> sup, PU[EVTH] >y +u]=

2
12 °
D'aprés (1.8,ii) et (4.1) on peut trouver B>0,yx'>0 tels que

(4.10)  sup, PLV(FNa)), > 5 1 < 15, sup, PR(IN™(a) N (a)], > F2) < 5L
on choisit ensuite y¥>0 tel que y<y' et 5——([7+c)< -i—; soit enfin
P(t,€,m) =8(y/2) et u(t,f,m)=¥/2. D'aprés (4.7) et (4.8) on a:

ll<(t,6,7), us<ult,f,7) —
" il
sup, Pn[Lnr"-',“(a)’; ?-il; 1= L Supy Pn[Gn ik *Ha ) ll- ] = [

Compte tenu de (1.9), de (4.4), et de (4.6), on en déduit que

< (t,€,7) , usult,€,7) ——>sup p“(\sﬁu)(xn) - [x“,xn]tb%) <lm

2

Le lemme précédent (4.2) nous servira a obtenir 1'hypothése (3.6), et
il est en outre essentiel pour montrer que Z(EXn,Xn])————a-7([X,X])
lorsque l'existence de [X,X] sera établie. Le lemme suivant, par contre,
ne sert qu'a obtenir 1'hypothése (3.7): si on sait aue la variation quadra-
tique [X,X] existe, il est donc inutile.

(4.11) LEMME: Si seD ,¢>0,7>0, il existe §(s,¢,7)>0 tel gue, pour
tout teDoﬂ]s,s+6(s,£,'q)] , tout uelU, tout 'te,do(t) avec seT,
5l _on désigne par 7' la restriction de * & ([0,s], on ait:

lim sup Pn(lsz_(u)(x“) - sr,(u)(x“)ln) =7 .

Démonstration. Soit se D,, f>0,7>0. Soit teD ,t>s. Soit Tedo(t)
tel que s e7, et notons 7' 1la restriction de T a [0,8]1. Les

sxix,’t',u étant définis comme dans la preuve de (4.2), on pose:
n,T,u  _ n
Hv =2 Z1>1 X n 'r,u) I]sn,f,u_sn,r,u & (v
n n N i 1227551l
(4.12) H, = 2(Xv_ - X)) Ijs,tj( v)
LT gRs U gm

Si on utilise la formule d'Ito de la maniére qui permet d'obtenir (4.4),
on arrive a:

n “n,7T,u .n
sr(u)(x“) - sﬁ(u)(xn) = X%, x"1 - [XP,xPI o+ (R TYx )y
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n n,2 n ,n n ,n n .n
(xt-xs) = [x,xJ,c-[x,x38+(}1-}()t

n,T,u_ N

(4.13) NGRS Spr(uy (K7 = (H M), .

On reprend alors les notations et la démonstration du lemme (4.2), &
partir des formules (4.5), et avec H"* %% géfini par (4.12). On choisit
apa, de sorte qu'on ait (4.6). On a (4.7) et (4.8). Etant donné (4.12)
n,7T,us n R

R P fs,t(x ), ou fs,t(x) = Sup_ _. .t |x(v) =x(s)) . Il est
bien connu que fs t est une fonction continue en tout =x tel que

s
s,t eD(x), donc (3.4) et le fait que X(X") —>F(X) entrainent que:
. n n < . -
lim sup P [fs,t(x Yz x]< P[fs’t(x)zd]. Par ailleurs P[fs,t(x) za]
tend vers O si t{s, pour tout «>O0; domc pour tout x>0 il existe

S(¥)>0 tel que

ona (H

(4.14) u>0, t-s<5(y) —> lim sup PPLHVT™Y >3] < -{-% )
On choisit alors f>0, ¥'>0 de sorte qu'on ait (4.10). On choisit
ensuite y>0 tel que ysy' et é%{I([ZM:)4%2-. Soit enfin &(s,¥,%) =
§(y) . Dlaprés (4.5), (4.6), (4.7), (4.8) et (4.14) on a alors

i

3
s<t<s+5(s,8,7), t €D, ——1lim sup, Pn[(Hn,r,u'Xn)a:> 5 JI=

ce qui d'aprés (4.13) entraine le résultat. ®

(4.15) COROLLAIRE: Les hypothéses (3.6) et (3.7) sont satisfaites, avec les
mémes fonctions p(t,f,1),u(t,t,n), §(t,¢,7) que dans (4.2) et (4.11).

Démonstration. Remarquons que d'aprés (4.2),
sup_ P“(lsr(u)(xn) - sr,(u.)(xn)h £) €7

si t’T'EAO(t) (Oﬁ tGDO), lf| ,lf'lé(’(t,f,"l) ) u’u'su(t)i”’l) . Le
résultat est alors immédiat, d'aprés le lemme (3.5) et le fait que
Ax™) —A(X) .»

Démonstration du théoréme (1.8). Pour simplifier on écrit A= [Xn,Xn].
D'aprés (3.8) et (4.15), la variation quadratique (X,Xx] de X existe,
et on la note A= [X,X].

Si xe]Dl, u>0, onm pose

ni(x) = x(0)%+ > AX(S)ZI{I

0L <t Ax(s)| > u}

N LD S 1 F OIS )
0<tij(u,x)=t
La fonction h: , de méme que ST(u) et que x A~ x(t), sont continues
sur ]D"L en tout x tel que ueU(x), teD(x) et T D(x). D'aprés
(3.4) et le fait que L(X") ——>X(X) on en déduit que si t;€D ,

u,el, uel, 'tiédo(ti), on a
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n n u n u
(he26) A 58,y )X oy (X )>ism]——>1[(xti,sri(ui)(x),hti<x>)is wl

Etant donnés (4.2) et la seconde assertion de (3.8), il est facile de dé-
duire de (4.16) que si ty€ Dy, ueU, on a:
(4.17) QL(X?,. ’Artl. ’hlé. (Xn))ism 1— 9([(Xt. ’At ’h:. (X))ism] *
i i i i i i
Comme D0 est dense dans ]R+ et contient 0O, il suffit donc, pour ob-
tenir le résultat, de montrer que la suite (X(Y")) , Ol Y- (Xn,An) , est

relativement compacte sur ]D'2 .

Comme (Y™)* < (x®* + A% et comme XY —> X(X) et 1(1\2) ——*Z(At)
pour tout te€D , il est clair que la suite ((Y™)) vérifie (2.8,i).

A
Posons An’uzAn-hu(Xn) , KuzA—hu(X) . D'aprés (3.11) on a

An,u n_ ,n _ n

Re'™ = Ap - B - Zoogar Mg T, 2y
(4.18) ~u s

Ao = Bg -8 - 2o gt O4 I{AAS> w?}

et 2d% %, D'aprés (4.17) on a aussi

An,u AU
(4.19) uel,t; €D — 2((Ati )ism) —_— f(((Ati)ism) .
Soit teD ,€>0,7>0. Soit ueU tel que ul< £/6 . Comme 4A" <
2 Au Au /
u”, il existe 6(2)>0 tel que sup _, (As+e(u)(“)-As(w))é £/6 , donc
il existe 60>0 tel que
AU 44 gy 2
set (As+oo - Az 6) Tyt
Choisissons r={0=s0<... <sq=t}€/fo(t) » avec (c|=6 . D'aprés (4.19)
et (4.20) il existe n, tel que

(4.20) P(sup

n 4An,u _ An,u € ¥
npyn, —— P (supifq (As. A’ ) 2 6) < 5.
Si i-1
Comme u2< £/6 et Af\n’usuz , et comme A™Y est croissant, on en dé-
duit que
n An,u_ An,u £ e
(4.21) nzn, —— P (sup,, s+o <t (As+9° 4’702 3) = 2"
Par ailleurs d'aprés (2.8,i) il existe §>0 tel que
B toxm Lty 2
(4.22) sup, P (w'(X",8) > L’Aa) < 3.

D'aprés (4.18) il n'est pas difficile de vérifier que

A
WO ewh — w5 < P8 + sup, ses< (Aol = A0y,

Mais alors, si on pose §' = SABO » on obtient d'aprés (4.21) et (4.22):

nzn, — PRWE(Y0,51) 2 £) < 4.

(o]

Comme la famille finie ((Y")) est relativement compacte, il existe
n=n,
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$v"e0,5'] tel que Pn(wt(Yn,S") z8)<" pour tout nzm , et fina-
lement on a

sup, Pn(wt(Yn,S") z€)<q .|

Par suite la famille (I(Yn))nelv vérifie (2.8,i1), ce qui achéve la dé-
monstration. g
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