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QUELQUES REMARQUES SUR LA TOPOLOGIE DES SEMIMARTINGALES.

APPLICATIONS AUX INTEGRALES STOCHASTIQUES

par Christophe STRICKER

La topologie des semimartingales a été introduite par EMERY [4] dans
1'étude de la stabilité des équations différentielles stochastiques. Elle sert
aussi dans la théorie de l'intégrale stochastique par rapport a des processus

prévisibles non localement bornés [1] et dans les problémes de prolongement de

semimartingales définies dans des ouverts [12] et [14].

La topologie des semimartingales jusqu'a 1l'infini se définit de ma-
niére naturelle par la distance & l'origine : d(0, X) = sup E[1A l1H'X“I] ,
H parcourant une algébre qui engendre la tribu prévisible? En s'inspirant de
méthodes dues a Yor et perfectionnées par Lenglart, nous retrouvons les princi-
paux théorémes d'Emery sans utiliser des distances auxiliaires compliquées, ni
le théoréme du graphe fermé. Ceci nous permet de domner une condition suffi-
sante, englobant celle de MEMIN [10], pour que la décomposition canonique des
semimartingales spéciales soit une opération continue., Gré8ce a ces résultats,
nous donnons une démonstration plus simple d'un théoréme de prolongement des

semimartingales établi dans [14].

La deuxiéme partie de cet article est consacrée a l'étude des inté-
grales stochastiques de processus prévisibles non localement bornés, notion
introduite par JACOD [7]. L'utilisation systématique des résultats du premier
paragraphe permet de simplifier l'exposition de cette théorie et d'obtenir de

nouveaux résultats.

Dans la troisiéme partie, nous examinons certains rapports entre les
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intégrales stochastiques définies précédemment et les processus croissants

contr8lant les semimartingales au sens de Métivier et Pellaumail [11].

1. La topologie des semimartingales.

soit (Q, &, (Jt) » P) un espace probabilisé filtré, vérifiant les
conditions habituelles, Pour tout processus cadlag X et tout temps d'arrt T,

on définit de nouveaux processus par ¢

tad
[}

€= Su x| »

X =X 1[0'T] + Xp 1]T,+°°[ (arrét a T ),
T—'— -
X=X 1[0'T[ + X 1[T’w[ (arrét & T- ).

L'espace des variables aléatoires sera muni de la quasinorme ”U"L°=E[1 A,UI].

Nous dirons qu'une propriété a lieu prélocalement (resp. localement) s'il exis-

te une suite de temps d'arrét (Tn) tendant stationnairement vers +® et
T T
telle que pour tout n , X (resp. X' B ) satisfasse a cette propriété.

On désigne par 8P 1'ensemble des semimartingales spéciales X de
1™
décomposition canonique X = M+A vérifiant : ||X||sp = ll[“’}ﬂ%+JoldAs'|ILP<+w .

Yor a montré que cette norme était encore équivalente a la norme :
Il = sup |H.x]| 5 .
[z ]=1 L
8 est 1l'espace des semimartingales jusqu'a l'infini, c'est-a-dire les semimar-

tingales X pour lesquelles il existe une suite de temps d'arrét ‘1‘n tendant

T -
stationnairement vers +® avec X B € 31 pour tout n . Cet espace vectoriel

sera mmi de la topologie définie par la distance : d(X, ¥)= sgplhﬂ-(x- Y)“’"L" ’
H parcourant une algébre G qui engendre la tribu previsible P . En réalité,

cette distance ne dépend pas de l'algébre choisie G .
LEMME 1.1. d(X,Y) = sy 1, (X=-Y .
(0 = sup e (-0l

Démonstration. On considére 1'emsemble Pt={HEP , 4(X, Y)ZE[1AI1H-(X-Y)L]}»
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Cet ensemble contient par hypothése umne algébre engendrant la tribu prévisible
P ; il est stable par convergence monotone d'aprés le théoréme de convergence
dominée des intégrales stochastiques. Le théoréme des classes monotones entraf-

ne que P'=P,

Voici le deuxiéme lemme technique :

LEMME 1.2, La distance d'(X,Y) = supp "(1H-(X-Y)):|IL, est équivalente & d.
HE

Démonstration. Comme d'2d , il suffit de démontrer que si (X°) est wne sui-
te de 8 qui converge vers O pour d , il en est de mme pour d4' . Suppo-
sons le contraire : il existe €>0 et une sous-suite @ncore notée X° )tels
que d'(0,X*)>e pour tout n . Ainsi il existe pour tout n un ensemble
prévisible H ~ vérifiant P[(1Hn-X): > g-] 2 g- . Posons T = inf{t, |1H;1Xt l>§ 1.
Alors si K =H N[0, 7], Pllig x| 2 =2, ame ao,x")2 ($)? pour

tout n , ce qui est absurde.

Nous commencerons par donner quelques propriétés trés simples, mais
utiles, de la topologie des semimartingales,qui avaient été établies par EMERY
[4], gréce & d'autres méthodes. Rappelons qu'un changement de temps est un pro-

cessus croissant brut j t tel que pour chaque t , soit un temps d'arrét.

It
Nous noterons d'une barre l'opération de changement de temps 3 )-{t = Xj ’
t
51: = 851: ’ T est 1'espace des semimartingales jusqu'a 1l'infini par rapport a

la filtration (ﬁt) , etc...
PROPOSITION 1.3. L'application X—>X de & dans § est continue.

Démonstration. Soit k, = inf{s, ig2 t} . On a 1'équivalence @ tsj ==k Ss.

Prenons wn processus de la forme : H=h 1{0} + f h, 1]1: ] (h°€8° ’

i? 1:i+1

0=t <t, ... <+, hiegt ) . Alors si kH désigne le processus (Hkt) ’
i

1

on a 3

KH=h_ 1 +Zh, 19, s
o {o} i 1 ]Jt.vJ
1

. ] (h°€3° ’ hieajt.) ,

i+ i

qui est prévisible par rapport a (3t) . On vérifie immédiatement que @

(<)
S Déporiem &
de Mui.‘15’-rnaﬁque-'~

&,
Cliothead?
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H'Em = (1<H)°Xm P.s. Par classe monotone, on étend l'égalité précédente a tous
les processus (it) prévisibles bornés. Donc l'application X—> X de 8
dans § est continue, compte tenu de la distance définissant la topologie des

semimartingales.

PROPOSITION 1.4. Soit Q wune loi de probabilité absolument continue par rapport

A4 P, La convergence dans S(P) entrafne la convergence dans $8(Q) wvers la

méme limite. En particulier, si P et Q sont équivalentes, les deux espaces

topologiques S(P) et 8(Q) sont les mémes.

Démonstration. I1 est maintenant bien connu que si X est une P-semimartingale
et si H est un processus prévisible borné, X est aussi une Q-semimartingale
et 1l'intégrale stochastique H*X calculée sous P est aussi une version de
1'intégrale stochastique calculée sous Q . Comme la distance est invariante par
translation, il suffit de considérer une suite (Xn ) convergeant vers 0 dans
8(P) et de supposer qu'elle ne converge pas dans S(Q) vers O . Quitte 2 ex~
traire une sous-suite, on peut supposer de plus qu'il existe une suite d'ensem~
bles prévisibles (Hn) et wm €>0 tels que pour tout n , Q(An)z € ou

A = {|1HnX2l 2 e}, soit f=% . Comme f€L1(P) et que P(An) tend vers

0 par hypothése, on arrive a une absurdité et (Xn) converge aussi vers O

dans 8(Q) .

On sait, gr8ce & un théoréme de Jacod et Meyer, que 1l'ensemble des lois
de probabilités sous lesquelles un processus donné X est une semimartingale
est dénombrablement convexe. L'énoncé suivant dans lequel on suppose toujours
donné l'espace filtré (Q, &, (ZFt) , P) montre que cela s'étend i la convergence

des semimartingales.

PROPOSITION 1.5. Soient (Pk) une suite de probabilités telles que I )‘k P =P

(avec T A =1 ) et (X*) une suite de semimartingales qui comverge dams tout

S(Pk) . Alors (x%) converge dans 8(P) .

Démonstration. D'aprés le lemme 1.2, la suite (X') converge uniformément en
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probabilité pour toute loi P

X et donc aussi pour P . Ainsi, nous pouvons

choisir un processus cadlag adapté X tel que lim X°=X dans S(Pk) pour
n

tout k . X est aussi une P-semimartingale d'aprés le théoréme de Jacod-

Meyer et par définition m&me de la distance d , (Xn) converge aussi vers X

dans 8(P) .

COROLLAIRE 1.6. La convergence prélocale dans S entratne la convergence dans

s

Démonstration. Soient (Tn) une suite de temps d'arrét tendant stationnaire-
ment vers +o et (XP) une suite de semimartingales. Supposons que pour tout
n, (xP )Tn_ converge dans 8 et montrons que (XP) converge dans S . Soit
n, le premier entier n tel que P[Tn=+°°] >0 . Pour k=2 no o, désignons

par P la restriction de P & {Tk=+m} . La suite (XP) converge évidem-

ment dans tout S(Pk) et donc d'aprés la proposition précédente, elle converge

aussi dans 8(P) .

PROPOSITION 1.7 (Théoréme de convergence dominée de Lebesque). Soient X une

semimartingale et (Hn) une suite de processus prévisibles majorés par un

processus prévisible localement borné K . Si la suite (Hn ) converge simple-

ment vers un processus H , les semimartingales Hn-X convergent dans $

vers H.X ,

Démonstration. Par prélocalisation ou par changement de loi, on peut supposer
que X et KX sont dans $2 . La démonstration est alors évidente et nous ne

la ferons pas.

Dorénavant, nous travaillerons avec la distance d' qui est plus
commode et nous nous proposons de démontrer directement le théoréme fondamental

dfl A EMERY [4].

THEOREME 1.8. 8 est complet. Si (") est une suite convergente de $ » Al

existe une sous-suite de (X) qui converge prélocalement dans tout SP ,

P21 .
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Démonstration. Soit (X°) wune suite de Cauchy de 8 . On extrait une sous-
suite que nous noterons encore ©  telle que d'(x“” , X0 s 1—n- . Posons 3

¥ = 1 x® . Pour toute suite (5*) d'ensembles prévisibles 121:(1 Hl,IY"‘)::<-|-"°
d'aprés le lemme de Borel-Cantelli. En particulier E (Yn): < +®; considérons
les temps d'arr€t Tp = inf{t ,;L; (Yn): > p}, alors !Zli (Y‘n);p_ < p . Désormais
nous fixons p et arr@tons toutes les semimartingales Yn a 1ltinstant Tp_ .
Pour alléger les notations, nous appelons encore ¥ ces semimartingales arré-
tées 3 0lles sont spéciales, de décomposition canonique ¥ = +a" | soit €8
wn processus prévisible a valeurs dans {-1, 1} tel que IdAnl =e® a® .

On pose © = 1{en=1} ’ ©=1-8 ’ B® = i%A" et c% = KA" ; ce sont des
processus croissants prévisibles. Les séries rzx (H‘nYn): et I (K“-Yn): con-
vergent p.s. Soit R, = inf{t, I (HnYn): )] (KnYn): 2k} . come |H*|s1,

] s1 et E(Y“):sl,,ona,
@), VE () Skep.
n k n k

Le lemme suivant [17] montrera que la série I Y’; AR converge dans tout s
n k

(r21) pour tout k , ce qui entrathe aisément les résultats du théoréme 1,

LEMME 1.9. Pour tout r21 , il existe deux constantes c, et cx" telles que

pour toute sous-martingale locale X (ctest-a-dire X=M+A , o0 M est wme

martingale locale et A um processus croissant prévisible), on ait @

ol < DI, < ey I

Esquissons la démonstration de ce lemme lorsque r=1 ., Par arrét, on suppose

que M est une martingale wniformément intégrable nulle en 0 et E[AQ]< +o,
%*.

oma E[x ] 2Elx.] =£E[a,] et le lemme s'ensuit. Pour ¥ >1 , on applique le

lemme de Garsia.

REMARQUES 1.10.
a) EMERY [4] a défini la topologie des semimartingales par la distan-

ce a"(x,Y) = | TAP "(H.(X-Y)):"LO , le sup portant sur l'ensemble des pro-
H|=<1
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cessus prévisibles bornés par 1 . On peut démontrer par un argument analogue
4 celui du lemme 1.2 que d , d' et 4" définissent bien la m&me topologie.
C'est aussi un corollaire immédiat du théoréme 1.8 car la convergence préloca-

le dans un sP entrafne la convergence pour les distances d , d4' et 4" .

b) Si les semimartingales 2 sont prévisibles, le processus crois—
sant prévisible I (Yn): est localement borné et on obtient une convergence
locale dans s pour tout r=21 . Ceci entrafne en particulier que la décompo-
sition canonique de X est une fonction continue de X pour la topologie des
semimartingales, X parcourant l'espace vectoriel fermé des semimartingales
prévisibles. A ce propos, notons que si X est prévisible et a variation
bornée sur [0, +=] , alors 4(0,X) = E[1Ar IdXs |] . Ainsi on retrouve sim-
plement le résultat suivant de Meyer : 1'espac: vectoriel G des processus
prévisibles a variation bornée sur [0, +®] est fermé dans $ y et cette to-

pologie restreinte & G peut &tre définie par la distance & l'origine 3
a(o, A) = E[1AJ: IdAsl] .

c) Soient D un processus croissant localement intégrable fixé et
Sl; l'ensemble des semimartingales X telles que |AX|<D ., MEMIN [10] a dé-
montré que 31') est fermé dans 8 et que si (X') est une suite convergente
de 3]; , alors il existe une sous-suite convergeant localement dans s’ , ce

qui entrafne a nouveau que la décomposition canonique est continue sur S]; .

Le théoréme précédent permet de retrouver facilement ce résultat, la
convergence prélocale étant évidemment équivalente A la convergence locale dans

ce cas.

Nous nous proposons maintenant de généraliser les résultats b) et
c) . Soient D un processus croissant localement intégrable fixé et 8]; 1l'en~
semble des semimartingales spéciales X dont la décomposition canonique
X=M+A vérifie la condition : |AM|SD . Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité,

nous supprimons l'indice D dans 3]')' .

"
THEOREME 1.11. 8 est fermé dans S et si (X") est une suite convergente
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de 8" , i1 existe une sous-suite convergeant localement dans 31 . En outre,

la topologie de 8" peut €tre définie par la distance :

a"'(x,y) = ||[v, M]é + J: ldAs”|L° !

ol M+A est la décomposition canonique de X-Y . En particulier, la décompo-

sition canonique est continue sur 8" ,

Avant de passer & la démonstration de ce théoréme, notons que b) et
c)esont des cas particuliers. En effet, si X est une semimartingale prévisi-
ble, X est spéciale, de décomposition canonique X=M+A avec M continue.
L'espace des semimartingales prévisibles est donc égal a Sg . On retrouve
ainsi b) . De méme si IAXl <D , nous pouvons supposer par arrét que
E[Dm]< +®, Soit X=M+A la décomposition canonique de la semimartingale spé-
ciale X . Si T est un temps d'arrét totalement inaccessible, AMT=AXT ’
si T est un temps d'arrét prévisible, AM;=AX, - E[AXT ‘ST—] . D'ol
IAMI S D+D' avec D! = sup IE[DJJSJI qui est localement intégrable. On

t
sst
retrouve ainsi c) .

Démonstration du théoréme 1.11. Par un premier arr€t, nous pouvons supposer

que E[D_]<+«. Soit (xX*) une suite de Cauchy de 8" . On peut en extraire
une sous-suite convergeant prélocalement dans 81 . Nous la noterons encore
x™) . soit (TP) une suite croissante de temps d'arrét tendant statiomnaire-
ment vers + telle que (Xn)TP- converge dans s lorsque n tend vers

+® , Rappelons que & est spéciale de décomposition canonique =Mt a? .

Fixons p , posons T=TP et arr€tons tous les processus & l'instant T .

Soient k2p et E =({T=T <+2},  0na:

k

T T, -
(Xn_xm)tk- + A(Mn-Mm)T 1{t2Tk]ﬂEk = (Mn-}'fn)t+ (An__Am)tk .

Pour tout €>0 donné, on peut choisir k assez grand pour que ‘[ 2p dp<e
Ex

et par conséquent :

E[lA(rf‘-M‘“)IT 1Ek] <e .,

T.
Comme "(Xn-Xm) k—"81 tend vers O lorsque n et m tendent vers +%, on
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en déduit en introduisant la densité,
|a(a™- a™) |
en,m = d(An-Am)
(cg. la démonstration du théoréme 1.8 et du lemme 1.9) que

x ld(An-Am)' tend vers O lorsque n—® et m~+%, D'ol

0
lim j |a(a®-a™)| = 0 p.s.
n,m ©

car les temps d'arrét TP tendent stationnairement vers +, Ainsi la suite
(An) converge au sens de la topologie des semimartingales vers un processus
prévisible A & variation bornée sur [0, +®] (remarque b). Donc (M') con-
verge aussi pour la topologie des semimartingales vers une limite M . Mais

(A") (resp. M* ) vérifie les conditions des remarques b) (resp. c) ) et donc,
on peut en extraire une nouvelle sous-suite qui converge localement dans 31 .
En particulier M est une martingale locale telle que lAM'SD et 8" est
fermé dans 8 , ce qui établit la partie i) du théoréme ainsi que la conti-
nuité de la décomposition canonique. Montrons maintenant que si (Xn) est une
suite de 8" qui converge pour l'une des distances, alors elle contient une
sous-suite qui converge aussi pour ltautre, Si ()(n ) converge vers 0 pour la
topologie des semimartingales, on en extrait une sous-suite (Xnk) qui conver-
ge localement vers O dans g’ ; donc (Xnk) converge aussi vers O pour

ar., Réciproquement, on remarque d*abord que si (Xn) tend vers O pour a” N
alors (An) tend vers O pour la topologie des semimartingales. Comme pour la

n
démonstration du théoréme 1, on extrait une sous-suite (M X) telle que

n
E[Mnk, M k]i < +o et on introduit les temps d'arrét

T, = infft , Y, = E [Mnk,Mnk]th} .

n n 1
Comme 1im A Ml;]; =0 et que |AM[SD , on en déduit que lim E[M X,M ¥]Z=0

k- @ k—

n
et (M X) converge vers 0 localement dans s , donc aussi vers O pour la

topologie des semimartingales, ce qui achéve la démonstration du théoréme.

Voici une application de notre définition de la topologie des semi-

martingales. Nous avions déja établi ce résultat dans [14] par une démonstra-



508

tion plus compliquée’qui fait appel a des résultats d'analyse fonctionnelle de

Maurey et Pisier,

THEOREME 1.12. Soient (An) wne suite d'ensembles prévisibles et (X°) me
suite de semimartingales jusqu'a 1l'infini, telles gque = 1An~Xn+1 et _que

pour tout ensemble prévisible K , la suite (1K.xn)° converge en probabilité

vers une variable aléatoire J(K) . Alors la suite (X") converge pour la topo-

logie des semimartingales vers une semimartingale X telle que 1 .*X=0 ou
A

A=11m1n.f‘An.

Notons d'abord qu'on peut supposer que la suite (An) est croissante,
de réunion A . En effet, comme =1 An-x"'”"l , la semimartingale X7 est portée
par l'ensemble Bn = N Am . Or la suite Bn tend en croissant vers

m2n

lim inf An . Dorénavant nous supposerons que la suite (An) est croissante,

de réunion A .

Pour démontrer le théoréme, nous aurons besoin d'un lemme auxiliaire
analogue au lemme 1 d'EMERY [5]. Par souci de complétude, nous allons donner une
démonstration détaillée de ce résultat, contenue dans [14]. Il existe une loi Q
équivalente & P telle que toutes les semimartingales <« appartiennent &
1'espace normé M ® G : autrement dit, pour la loi Q , & est spéciale de dé-
composition canonique &= M a® ’ e appartenant 4 l'espace vectoriel 7
des martingales de carré intégrable muni de la norme ||Mn|b2R = E[Mn , Hn] o ? A®
appartenant A l'espace vectoriel G des processus & variation intégrable muni

®
de la norme ||An||a = E[L IdAnl] . B désigne la tribu quotient de la tribu pré-
visible P par la relation d'équivalence : A~B si et seulement si pour tout

n, 1-Xn=1B-Xn.mpose:

A
= 1y + ™l

-1.)-x%
a(a, B) =2M—_ﬂ

n o 2%(1+ k)

pour tout A,B e'ﬁ,

7(a) = (1,-x"), pour tout AEPR ,
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J(A) = 1im J%(A) , la limite étant prise en probabilité.
n—‘@
On désigne par L° 1'espace vectoriel topologique des variables aléatoires
P.s. finies, muni de la topologie de la convergence en probabilité avec la
quasinorme "U“L° =Ef1, [u]] .

~

LEMME 1.13. d est une distance sur P pour .laquelle ?5 est complet, Les ap-

~
plications J'n de P dans L° sont continues pour tout n et J est aussi

continue.
Démonstration. d est évidemment une distance sur P . Si (Bn) est une suite
de Cauchy pour d , c'est aussi une suite de Cauchy dans

12(p, g AT W] A0y o 1p g aa® @@
n 2%(1+ ™) n 2%(1+ i)

Donc (1Bn) converge dans L2(...)ﬂL1(...) vers 1l'indicatrice d'un ensemble
prévisible B . Par conséquent (Bn) converge aussi vers B dans 5 . Les
applications J‘n sont lipschitziennes, donc continues. Il en résulte que J
admet aussi un point de continuité, Comme J est additive, on vérifie aisé-
ment que J est continue partout.
Nous abordons maintenant la deuxiéme étape de notre démonstration du théoréme
1.12.
Par hypothése, pour tout m2n , o= 1An°Xm et par conséquent, pour tout

[ (=X | = [3lxn (a™ a™)]] .

Comme (A™) tend en croissant vers A , a(xn (A™ A™), ) tend uniformément

KEP, J(KNA) = (1AnnK-x"‘)=. D'olt

vers O lorsque n et m tendent vers +o, Il en est de m&me pour
J(xN (A™\ A™)) gréce a la continuité de J . Ainsi la suite (X*) est une
suite de Cauchy pour la topologie des semimartingales qui est compléte : la

suite (X) converge et le théoréme est démontré.

Gr8ce au théoréme 1.11, nous avons le corollaire suivant

COROLLAIRE 1.14. Si, outre les hypothéses du théoréme 1.12, chaque 2 est
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spéciale de décomposition canonique X% = M+ A" et s'il existe un processus

croissant D localement intégrable vérifiant IAMnl <D pour tout n , alors

X est aussi spéciale de décomposition canonique X=M+A et o converge

n
vers M, A" vers A .

En particulier, si X est une semimartingale et si pour tout =n ,
xlz = (xt-x1/n) 1{1:2 1/a} est un processus a variation finie prévisible (resp.
appartient & l'espace des martingales locales continues &~ ), alors X est a
variation finie prévisible (resp. X€ £ ). Toutefois, il existe des semimartin-
gales X telles que Xn soit pour tout n une martingale locale (resp. un

processus a variation finie) sans que X le soit. On prend par exemple une

b|§‘

suite de variables aléatoires de Rademacher Zn et on pose : Xt = /2
1/nst

X est évidemment une martingale de carré intégrable pour sa filtration natu-
relle, mais n'est pas & variation finie. Pour un exemple de semimartingale X
telle que Xx* soit wne martingale locale pour tout n mais que X ne le soit

pas, on pourra consulter EMERY [3].

Rappelons le théoréme fondamental de MEMIN [10].

THEOREME 1.15. Soit (Xn) une suite de£auchy de 8. On peut en extraire une sous-

suite (notée encore (Xn)) et trouver une probabilité Q équivalente a P
A}

de densité bornée, telles que la sous-suite (%) soit une suite de Cauchy dans

gP(Q) pour tout p > 1.

Démonstration,D' aprés le théoréme 1.8. on peut extraire une sous-suite (notée
encore (Xn)) qui (X") converge prélocalement dans tout 8P, I1 en résulte
que pour tout p = 1 1' enveloppe convexe de { |H-X:|P, |H| = 1 et n€ N} est bornée
dans L°,et donc d'aprés un théoréme de NIKISIN [13] qui a été amélioré par Della-
cherie, Meyer, Mokobodski et Yan dans le Séminaire XIV , il existe une loi Q
&quivalente 2 P telle que (X°) soit bornée dans tout 87(Q). Le lemme de La

Vallée-Poussin assure 1l'intégrabilité uniforme de la famille des variables aléa-

toires |H-)(:|P pour tout p f£ixé., Ainsi la suite (X") est de Cauchy dans sP(q).
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Voici une extension du lemme 3 de [12] & 1'espace 8.

THEOREME 116, Soient (Zn) une suite de semimartingales jusqu'a 1'infini et

(An) des ensembles prévisibles deux a deux disjoints tels que 1A 2P = z"
n . n
pour tout n . Alors la suite x* = I 2z' est bornée dans 8 si et
i=1

seulement si elle converge dans 8 .

Démonstration : Si la suite (Xn) converge dans 8 elle est évidemment
bornée dans & . Réciproquement, supposons la suite (Xn) bornée dans 8 .
EMERY a établi dans [3] que 1'application qui & X associe [x,x] ,

était continue de 8 dans 8 . (On peut aussi le voir immédiatement en notant
que si (Yn) est une suite convergente dans 8 , on peut en extraire une sous-
suite convergente dans 82 d'aprés le théoréme 1 ) . Par conséquent, la suite
[Xn,Xn] est aussi bornée dans 8 ., Comme [Xn,Xn] = g [Zn,Zn] , elle
converge p.s . Par prélocalisation nous pouvons supp<l>s=e11r- que

E ; [Zn,Zn]m < 4+ » , Les semimartingales 72" sont spéciales, de décomposi--
tiz: lanonique 7% = M+ A" . En vertu de 1'inégalité E[l“ln,Mn:IS4E[Zn,Zn]

o«
la série r M converge dans Hz . Ainsi la suite de processus prévisibles

i=1 n .
a4 variation finie T At est aussi bornée dans 8 . Les mesures aléatoires
. . i=1 ®
i L. . .
A et AJ étant étrangéres pour iwj , la série z A1 converge aussi
i=1

dans 8 d'aprés le théoréme 1.11.

2. Applications aux intégrales stochastiques.

Soit X wune semimartingale. Jacod (et indépendamment Yen) a déter-~
miné la plus vaste classe raisonnable d'intégrales prévisibles par rapport &
X , c'est-a~dire l'ensemble des processus prévisibles H tels qu'il existe une

décomposition X=M+A vérifiant 3

i) M est une martingale locale ;
ii) A est un processus adapté a variation finie ;
2 1
iii) (#°-[M, M])2 est localement intégrable ;

iv) J-; |ng| |aag| est £ini pour tout t .
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On pose alors HeX = H*M + H'A , o H*M et H'A sont les intégrales stochas-
tiques usuelles. Il existe aussi une deuxiéme définition plus sophistiquée que

nous avions donnée dans [1]. Nous noterons H® le processus tronqué H1{ llen}'

DEFINITION 2.1. Soit X une semimartingale., On dit le processus prévisible

H est X-intégrable si la suite (H"-X) converge dans S . Dans ce cas, on

note H-X 1la limite. L'ensemble des processus prévisibles X-intégrables est

noté L(X) .

PROPRIETES EVIDENTES 2.2.

a) Si H est intégrable au sens de Jacod par rapport a X , H est

aussi intégrable par rapport & X au sens de la définition 2.1. En effet, si
©

X est & variation finie et si J‘o IHSI ldxsl <+, H est évidemment
X-intégrable par définition de la distance 4 , et de plus H:'X est l'intégra-
le de Stieltjes usuelle, De m&me si X est une martingale locale et si le pro-
cessus croissant A, = (I: Hz afx, X])% est localement intégrable, H est
X-intégrable et H*'X est 1l'intégrale stochastique usuelle au sens des martin-
gales locales., Pour le démontrer, il suffit de noter qu'il existe une suite

de temps d'arrét (Tk) tendant stationnairement vers +o (par hypothése) tels

T
que ECATk] < +o et on vérifie aussit8t que (an) k converge dans 31 .

b) Comme 8 est un espace vectoriel topologique, on a l'inclusion

LX)NL(Y) S L(x+Y) .

c) Si Q est absolument continue par rapport & P , un processus
prévisible H , X-intégrable sous P , le reste sous Q et l'intégrale sto-

chastique H:X calculée sous P est une version de celle calculée sous Q .

d) Si H est X-intégrable, on a A(H'X) = H AX . En effet,
A(H".X) = H* AX et quitte A extraire une sous-suite, on peut supposer que
X converge uniformément gr8ce & la distance d' , ce qui entratne

A(H'X) = H AX par passage a la limite,

e) Considérons un espace mesurable (Q, °) , une filtration (8;)
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continue & droite, un processus cadldg adapté X et un processus prévisible
fini H . On sait que l'ensemble des lois de semimartingales pour X y i.e. des
lois P telles que X soit une semimartingale pour P et la filtration

(35) complétée habituelle de (3;) est dénombrablement convexe (voir [7]).

La proposition 1.5 montre que l'ensemble des lois P qui sont des
lois de semimartingales pour X et telles que H € L(X, P) est aussi dénom-
brablement convexe,

£) Il en résulte que l'appartenance & L(X) est une propriété prélo-
cale : supposons qu'il existe des temps d'arrét Tk tendant stationnairement
vers +®, des processus JkGL(X) tels que H=J, sur fo, Tk[ . Alors on

a HEL(X) et HX=J-X sur [0, T[.

k
g) Soit (Qt) e filtration satisfaisant aux conditions habituelles,
contenant (3t) et telle que X soit encore une semimartingale par rapport &
(Qt) . Soit H wun processus prévisible par rapport & (Et) . 81 H est
X-intégrable par rapport a (Qt) y il 1'est par rapport a (3t) et les deux
intégrales stochastiques sont égales, Ce résultat est évident, compte tenu de

la définition de la topologie des semimartingales,

1) Pour que H soit X-intégrable, il faut et il suffit que la suite
Ve =H1‘{|Hlsn}'x soit bornée dans S . En effet, il suffit d'appliquer le ¥héore-

me 1.16 aux semimartingales z® =H1{n<HSn+1}'X .

Voici un complément A notre étude des ensembles bornés de 8 , Soient
(x") wne suite de semimartingales, (H") une suite de processus prévisibles
majorés par un processus prévisible H et X une semimartingale telle que H
soit X-intégrable et que & = X pour tout n . On vérifie immédiatement
que la suite (X®) est bornée dans S , si bien que (X®) converge dans 8

si et seulement si pour tout A€EP s la suite (’IA'Xn)m converge dans L° .,

Nous dirons que H est compatible avec la décomposition X = M+A

si H'M et H'A existent au sens usuel.
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UN CONTRE-EXEMPLE 2.3.

Nous allons construire ici wm processus croissant A (borné par 1 )
et un processus prévisible positif H , tel que le processus croissant
t t
H dA soit p.s. fini, mais que le processus J H dB_ ne soit pas p.s.
o S S o S s
fini, B désignant la projection duale prévisible de A ., Autrement dit, H

est compatible avec la décomposition A=0+A , mais non avec la décomposition

canonique A = (A-B)+B . Cet exemple a été trouvé avec l'aide d'Emery.

Nous reprenons 1l'exemple de Dellacherie ([2], p. 63) : Q= R+ ’

F° est la tribu borélienne de R, ( F° est donc la tribu engendrée par S
sur Q ), P est la loi de densité e"t par rapport & la mesure de Lebesgue
dt . Pour chaque t€R, , nous désignerons par F° la tribu engendrée par

SAt , et par (gt)tz o la filtration complétée, qui est continue & droite.

Nous posons At = I{tZT} .

Soit X wune v.a. positive, et soit Ut = Kl{tzs} ¢ montrons que le
processus croissant U est localement intégrable si et seulement si E[Ut]< ®
pour tout t . La condition est évidemment suffisante, Si U est localement
intégrable, il existe des TnT ® tels que E[UTn]<°° ; a fortiori,

E[UTnAS]<°° , mais d'aprés Dellacherie [1], on peut écrire TnAS = tn/\S P.S.,

]

. ' -
od t est une constante. Il est clair que t t> et que E[Utn] E[Utn/\s

< ® pour tout n .

Nous choisissons alors K finie, telle que U ne soit pas locale-

ment intégrable, Par exemple, K(w) = % .
Comme S est P;S_-mesurable et engendre E , On a E = F__‘S_ . Donc

il existe un processus prévisible positif H tel que K=H , et 1'on peut

S—
écrire U=H-A . Soit B 1la projection duale prévisible de A : le processus

croissant H.B ne peut &tre & valeurs finies, car étant prévisible et nul en

0 , il serait localement intégrable, et H-A 1le serait aussi.

REMARQUE 2.4. Soit M 1la martingale locale A-B ; on a [M, M] = A et le pro-
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cessus croissant r Hg alM, MJS est donc a valeurs finies. Cependant les
o
martingales locales (H An) « M ne convergent pas vers une semimartingale. Cela

répond par la négative a une question de Meyer,

Le théoréme suivant, dfl & Jeulin [8], donne une condition suffisante
pour que H soit compatible avec la décomposition canonique de la semimartin-

gale spéciale X .

THEOREME 2.5. Soit X wune semimartingale spéciale de décomposition canonique

X =M+A et soit H un processus prévisible X-intégrable. Alors H.X est

spéciale si et seulement si H°'M existe au sens des martingales locales et

H*A au sens de Stieltjes. En particulier, si X est & variation finie prévi-

sible et si H est X-intégrable, H'X est une intégrale de Stieljes.

Démonstration. X et Y = H'X sont spéciales si et seulement s'il existe un
processus croissant D localement intégrable tel que |AX|V |AY| <D . Dans
ce cas |A(H“-x)| <D et on conclut que la décomposition canonique de

Y = iM + ©A converge vers la décomposition canonique de Y , ce qui en-
trafne l'existence de H-M et H<A au sens habituel, En effet H-A existe
au sens usuel puisque l'espace vectoriel des processus prévisibles & variation
finie est fermé dans 8 et H-M existe car le crochet [H‘nM , HA.M] tend

en croissant vers le crochet de la partie martingale locale de Y .

Voici un corollaire important qui montre que notre définition et

celle de Jacod sont équivalentes :

COROLLAIRE 2.6, Si H appartient 4 L(X) , le processus

U, = I AX_1
t T osest 8 LlHg &xg|>1 ou |ax |>1}

est & variation bornée. Soit Z la semimartingale X-U , dont les sauts sont

P =L A

bornés par 1 et soit Z=M+A sa décomposition canonique. Alors les trois

intégrales stochastiques H'U , H.-M et H-A existent au sens usuel et leur

somme est HeX .
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Démonstration. Nous désignons par Y 1la semimartingale H+-X ., Comme Y et X
sont des processus cadlag , il n'y a qu'un nombre fini de sauts pour lesquels
on a IAX'>1 ou IAY|>1 . Donc U existe (c'est une somme finie !) et H'U
existe, Ainsi H:Z existe par différence et IA(H-Z)I = lHAZl <1, D'aprés

le théoréme 2.5, H'A et H'M existent puisque H'Z est aussi spéciale.

Remarques 2.7. Ce corollaire est un résultat technique essentiel, Voici quel-

ques conséquences immédiates et fort utiles :

a) Soient H et X appartenant & L(X) . Alors (H+X) € L(X) et

(H+ X)X = H'X + KX .

b) Soient H et X deux processus prévisibles. Supposons HEL(X) .
Alers KEL(H-X) si et seulement si (KH)€L(X) et dans ce cas

K- (H°X) = (xH)-X .

c) Soient H un processus X-intégrable, Kn et K des processus
prévisibles, majorés en valeur absolue par IHI et tels que & converge sim-
plement vers X . Alors tous ces processus sont X-intégrables et Kn-x tend

vers KeX damns S .

d) On suppose domné un espace mesurable (U,U) et on considére des
applications X : (u, t,w) —> x‘,‘c‘(w) a valeurs réelles sur UXR'xQ . Nous
dirons que X est mesurable sans autre précision pour exprimer la mesurabilité
de X par rapport a Y ®ﬁ(R+) ® & . Nous interprétons toujours X comme une
famille, indexée par u , de processus stochastiques ¥ = (X:) £20 et nous
considérons la phrase "le processus ™ dépend mesurablement de u " comme
équivalente & " X est mesurable". Soit (Pu)uG'L( une famille de lois telles
que pour tout A€JF , l'application u—> Pu(A) soit mesurable par rapport A
U et qu'il existe une mEme tribu séparable & dont la =, Pu) complétion
soit égale & F pour tout u€Y . D'aprés [15] on sait que si (Xu) est une
famille de Pu-semimartingales spéciales dépendant mesurablement de u , la dé-
composition canonique dépend aussi mesurablement de u . Si (Hu)uGZ( est une

famille de processus prévisibles dépendant mesurablement du paramétre u et si
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pour tout u , Y est Xu—intégrable, le théoréme 2.5 montre qu'on peut choi-

sir une version de I-Iu-){u dépendant mesurablement de u .

3. Intégrales stochastiques et processus contr8lant X .

Soient X wune semimartingale et A un processus croissant. Nous di-
rons d'aprés Métivier et Pellaumail que A contr8le X si 1l'on a pour tout
processus H prévisible borné et tout temps d'arr€t T :

()  slsw ([T @) <5l | Hal (=0 .

t<T o °
EMERY [6] a montré que Xn converge vers 0 dans 8 si et seulement si les
xn sont respectivement contr8lés par des processus croissants An tels que
A: converge vers O en probabilité. La proposition suivante donne une carac-

térisation analogue des ensembles bornés de S .

PROPOSITION 3.1. Un _sous—ensemble X de 8 est borné si et seulement s'il

existe un ensemble G de processus croissants contr8lant X tel que 1l'ensem-

ble f{A_ , A€G} soit borné dans L° .

Démonstration, Supposons 1l'ensemble des variables aléatoires A,» A appartenant a
G, borné dans L°, € > 0 étant fixé , il existe un réel c tel que P[ Ay 2 cl]se
pour tout A€ G. Si T=inf{ t,A, = c} , si A contr8le X et si Y=XT_, alors

2
sup E]H-le < c® . Prenons d=c //e. Alors P[ |HeY | 2d] < e et
H<1

P[IH-X@I 2d] <2 car PLA_2c)<e.Ainsi il existe un réel d tel que
P[IH'XQJ 2 d] < 2e pour tout X € % et tout processus prévisible H borné par 1.
Donc X% est borné dans § . Passons & la réciproque de la proposition . Si % est
borné dans § , 1l'ensemble {[X, X]m y X€EX} est borné dans L° et il en est

& ' - ;
de méme pour l'ensemble B {)SZ ’AXS, 1““3,21} , XEX} . soient

Xt=Xt—5§tAXs 1“Axs'21} et Z={X, X€X}. Comme l'ensemble B est

borné dans L° , l'ensemble Z est borné dans 8 . Si X appartient &4 % ,

X est & sauts bornés par 1 , si bien que X est une semimartingale spéciale
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de décomposition canonique X = M+V , M étant une martingale locale locale-
ment de carré intégrable et V un processus prévisible & variation finie. La
décomposition canonique est une opération continue sur X d'aprés le théoré-

(-]
me 1.11. Ainsi l'ensemble {_[ lav] + DM, + <M ,M>_, X €X} est borné dans
o

Le° (<M ,M> désigne la projection duale prévisible du processus croissant
[M, M] ; celle-ci existe car [M,M] est localement intégrable). D'aprés

1'inégalité de Métivier-Pellaumail [11], le processus
t
- >
A =301 + al,M], + 4<m,M t+f ,dVSI + I |Axs| 1{le |21})
o sst s

contr8le la semimartingale X et l'ensemble des variables aléatoires A, est

borné dans L° 1lorsque X parcourt l'ensemble § .

Voici un corollaire immédiat :

PROPOSITION 3.2. Soient X une semimartingale, A un processus croissant

o
contr8lant X et H un processus prévisible tel que I Hz dAs < +®, Alors
e —_ o ==

H est X-intégrable.

t
Démonstration. Le processus croissant B = J‘ (H§+ 1) dA_ contrfle les semi-
— o
martingales Yn =H 1{|H| Sn}-x . Cet ensemble est donc borné dans 8 et

d'aprés la propriété 2.2f, H est X-intégrable.

On peut maintenant se poser le probléme de la réciproque. Soit H
un processus prévisible et X une semimartingale telle que HEL(X) . Existe-
©
t-il un processus croissant A contrSlant X tel que '[o Hi dAs soit fini ?
Lorsque X est & variation finie, il semble que le meilleur contrdle possible
soit donné par At = ‘[0 'dxl , ce qui rend la réciproque douteuse ! Toutefois,

on a le résultat suivant :

PROPOSITION3.3 Si HEL(X) , il existe un processus croissant A contrSlant X

tel que ‘[o 8] ldA?a <iw,
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Démonstration. Soit E 1'ensemble {(s,w) , |HS Axsl v |Axsl >1 3} . Comme H

est X-intégrable , cet ensemble est & coupe finie pour presque tout @ . Ainsi

le processus U, = z & 1_(s,m) est & variation bornée et
t s E
Oss <t

‘f: lHl Id.Ul < 4o , Grace & 1'inégalité de Schwartz, on vérifie aisément que U
est contr8lé par By = J:‘:\dUs\ ot que Y = {~U est spéciale . Si Y =M +C

est la décomposition canonique de Y , le théoréme 2,5 montre que HeM et H:C
existent au sens usuel ., Comme IHAYI < 1 on a méme mieux ; la martingale loca-
le HeM est localement de carré intégrable en vertu de 1'inégalité suivante

2
de [16] : si T est un temps d'arrét , E[ B [M,M]T ] < 4 E[ HeY , HeY ]T .

En outre |AY| <1 implique aussi que la martingale 1locale M est localement
de carré intégrable . On en déduit que <HM,H:M > et <M,M> existent et
que H2. <M,M> = <H.M, HHM > . D'aprés 1*'inégalité de Métivi:r- Pellau~
mail [11], on sait que le processus A = 4( <M+ [ M,M ]t + Jo |au| + 1)

contr8le la semimartingale X . De plus r IHIdA < 4 @,
-]

REMARQUE. On trouvera d'autres applications de la topologie des semimartingales
dans la monographie de Jeulin Semimartingales et grossissement d'une filtration
( Lecture Notes in Math., vol. 833 ). Soient (@t) et (%t) deux filtrations
telles que pour tout t on ait 6 t‘cét , et supposons que toute @ -semimartin-
gale soit une g-semimartingale 3+ on peut alors montrer que l'application iden-
tique de \‘?(@) dans 8(%) est continue, mais on ignore s'il existe une loi Q
équivalente & P telle que l'application identique soit continue de 4P @,P)
dans '3p(g,q). A ce sujet, on peut se demander si, étant donnée une partie bornée
K de & s il existe une loi Q équivalente &4 P pour laquelle K soit bornée
dans J® (p21).
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4. La topologie des martingales locales.

Nous avons vu que l'espace des martingales locales n'est pas en général un sous-
espace fermé de ¥ » ce qui a amené EMERY & définir une autre topologie sur 1l'espace
des martingales locales , Si A est un processus croissant localement irrtégrablel on
note .A’ sa projection duale prévisible, On désigne par W‘I{oc 1'espace vectoriel des
martingales locales localement de puissance p-idme intégrables muni de la quasi-nor-
me Illllp =E[ 1"(;&1?] EMERY a montré que mioc est un espace vectoriel métrisable
complet ( Métrisabilité de quelques espaces de processus aléatoires paru dans les
Lecture Notes in M. 784 p. 140~147 ) et la question se pose : est-ce que M est

loc
aussi complet pour p > 1 ?

THEOREME 4.1. L'espace m{oc est complet pour tout p3l .

Démonstration . Soit (Mn) une suite de Cauchy de m’ioc « On peut en extraire une sous-
suite encore notée (M") telle que P[Q('}: > @)™ g (3)" od C: = [(Mm'l- l(n)*]_lt’ o Ain-
si la série 2'5: converge P.s. pour tout t § +e0 et la somme est un processus crois=
sant prévisible , donc localement borné . Par arrét nous pouvons supposer que cette
série est majorée par une constante a . Comme E[E:] $ (i-)n(l-o-a)_ et que les espérances
Em:l et E[C:] sont égales , la série L E[C:]llp

suite (M) converge dans M et le théordme est démontré .

converge aussi , si bien que la
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