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SUR LES DISTRIBUTIONS DE CERTAINES FONCTIONNELLES
DU MOUVEMENT BROWNIEN

T.Jeulin et M.Yor

1.Introduction.

Soit (J"’Z’(I:t)t;o'P) un espace de probabilité filtré usuel. Dans tout ce

travail, (Xt) désigne un (Et) -mouvement brownien réel, nul en O ; on note

0
(1.0) 5, = swp X (t30) ; a’a=inf{tlxtsa} (ay 0).

s¢t
F.Knight ([13]) a explicité la transformée de Laplace de la loi conjointe de :

G‘a

(<!
"(a(s,)n(s,)) Fede ‘L T(n(s,) v ) Xg)28 )

d-a a
(IO (- ,g(s,)) Fe)de ‘fo

pour g,h : R —> R , fonctions boréliennes vérifiant : g(y){ h(y)<y .

Le paragraphe 2 de ce travail est consacré i l'obtention, et & la générali-
sation de ces résultats, & 1l'aide de la construction de martingales convenables,
associées au processus (S,) (pour de telles constructions, voir Kennedy [10_] 3
Azéma [2] ; Azéma-Yor [3],[4] ; Yor [22]).

Cette méthode a déji permis & Azéma-Yor [4] de donner la solution explicite

suivante au probléme de Skorokhod :

si t\, est une probabilité sur R , ayant un moment d'ordre 1 , et centrée, on
1

note (x) = ——mm
\Vt" tl-([x,w )) [x,ao )
droite ( & 1l'instar de [4] , ou %f’ désignait l'inverse continue 3 gauche de \Pv);

tdt(t) , et q)t son inverse continue &

le temps d'arrét

(1) 1 (=) - 1nr{t|st;we,(xt)} = e {r] Quisyy xtk
p & pour loi ¢ et E[T] =[x de,(x) .

Si la formule (1.1) est simple, la loi du couple (ST,T) -dont la connaissan-

est tel que X

ce implique celle de (XT,T) , car X, = (P (ST)- l'est moins,comme en témoigne

T
la formule suivante ([4]; formule (10)) :

soit a (= ae') = inf {x‘ t([x,w))}= o , (f(x) = X - ﬁ‘(x) ; pour tous p,q) O,
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(1.2) 8 [exp(-psy - =5 )

a a x
= exp-r ds (p + q cothqp(s)) + qf —dx exp(—[ ds (p + q cothg (‘)(s))).
0 0 shq(x) o]
Toutefoi si =m déf - 1 (x)dx , la formule (1.1) devient :
s, t' = g 2a [-a,+a] ’ . H
déf
. rg S, - ineft|2s,x, =a};

de plus, on trouve, a l'aide de (1.2), que :

1 i ag
(1.4) SRa =3 (XRa + a) et Ra sont indépendantes, et
2 qa
(1.5) E[exp- SZ-R ] = .
a
shqa

Une démonstration directe de (1.5), puis (1.4), est fournie par le théoreme de

Pitman ([17]), A savoir : Zt = 25,-X

et le fait que S, = inf Z .
t 8
szt

+ est un processus de Bessel de dimension 3,

Revenant maintenant & la formule générale (1.2), on voit, avec un peu d'in-
tuition, que 1l'on peut la réécrire partiellement en :
-aR LN
=AT ] (x) [ X ]
(1.6) E[e™ /s,=x] = E[e ¢ Je[e * /o ¢
pour tous k) 0, et x€eR .
La présence de R?(x) dans cette dernidre formule est expliquée par le résul-

tat suivant, qui sera démontré, dans un cadre un peu plus général, au paragraphe 3:

soit ¢ (=et) = sup {s(T | Sg = Xs} . Conditionnellement a ge_ , le processus

est un processus de Bessel de dimension 3 , issu de O, arrété

(se - x(t+g)AT)
4 son premier passage en Se - XT .

On expliquera, dans le méme paragraphe, la figuration de la loi conditionnelle
de O'X , quand (O'X( T), dans la formule (1.6), par un calcul général d'espéran-

ces conditionnelles de variables (ge_) mesurables, Se (= ST) étant domné.

Rappelons maintenant que, d'aprés la formule de Tanaka, il existe un second
(gt) mouvement brownien (X{), dont le processus des maxima locaux est noté (S%)

tel que :

. Ix) =sp-x , et L =5

ol (Lt) désigne le temps local en O de (Xt) .

On retrouve ainsi 1'égalité en loi des processus (St-Xt;St) et (Ixtlth) ,dfle a
Paul Lévy. Ceci permet & 1l'évidence de traiter les sujets décrits précédemment
en remplagant le couple (St;xt) par (Lt;Lt-lxtl). Le temps d'arrét T qui figure

en (1.1) apparait alors comme un temps d'entrée de (Lt;lxtl) dans un ensemble
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borélien de ]Rf 3 nous considdrerons en fait, plus généralement, certains temps
d'entrée de (Lt,xt) dans des ensembles boréliens de R, x R . Pour cette raisom,
nous adopterons uniguement, par la suite, la présentation avec le temps local,
Par exemple, nous étendrons, au paragraphe 4, les résultats de F.Knight en cal-
culant des expressions du type :

T

e
K(a,b,c) asr E [E(XT,LT) exp{-g b(X“,Lu)du - 5 c(xu,Lu)du}]
R

oi : a,b,c sont des fonctions boréliennes, positives, bornées sur R x ]R+ R
T- inrlt | (x,n)el} ,Te B(Rx R) ,
Q= sup{t(T|thO}.

2.Sur les calculs de F.Knight ([13]).

Nous donnons d'abord quelques formules de calcul stochastique dont découle=-

ront les résultats de ce paragraphe.

Proposition (2,1) (voir [22], par exemple) : soit H un processus (gt) prévisible
tel que j |H|dL, soit p.s. fini. Alors, on a 1'égalité :
o]

t t
1
(2.2) H, X; = I H, 1 ax_ + -j H_aL_
6, "t T Te, xyo) Ts T2 Fs O

ol Gt-sup{s<tlxs-0}.

Le résultat précédent s'applique en particulier au cas ol Ht (sHG ) = h(Lt)’
t

avec h fonction borélienne bornée. Nous serons amenés, plus généralement, & con-
sidérer les processus f(Lt,X:) , avec f : R+x R+ —> R, borélienne, locale-
ment bornée.

Dans la suite, si g : R(+) -~ R est borélienne, et localement bornée,
[g"] désigne la dérivée seconde de g au sens des distributions.

Proposition (2.1') : soit £ : (A,x) —>» f£(\,x) définie sur Rf , borélienne,

localement bornée, et telle que :

(1) 1l existe ¢ : Ri——) R, borélienne, localement bornée,telle gque :
[f;z(ﬁ..)] - p(Axmax

(i1) f,;(.,o) existe, et est localement intégrable sur R, .
Alors, on a 1'égalité :




213

t t
+ 1 ] l 1]
(2.3) f(Lt,xt) = r(o,o) +£) fx(Ls’xs)1(Xs) 0) X, +3 J; fx(Ls,O) L,

-

It ft
3 ) q(L,,X,) 1(xs) 0yds + . £3(L,,0) dL_ .

Il nous faut maintenant préciser quelques notations concernant les solutions
de 1'équation de Sturm-Liouville (eq) sur R associée &4 q : R+ — IR* , borélien-

ne, localement intégrable :
(eg) (] = aof(xax .

*
«) Pour aeR+ , (Tq(x,a);x), 0) désigne la solution de (eq) telle que :
£(0) =1 ; £(a) =0 .
Rappelons que, si f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de
(eq), on a :

£, (a)f,(x) - f,(X)fz(A)

£, (a)f,(0) - f1(0)f2(a)

(2.4) Tq(X.a) =

def BTQ (0+,a) joue un rdle important par la suite.

2x
Q) I1 existe une unique solution Uq : R+——) R+ de (eq) sur R_, telle que

L'expression "i"q(a.)

U (x)
(2.5) U (0) =0 ; ur(o) (% 1im B R
q 9 X oy 0+ x

(Par un léger abus de notation, si q est définie sur R, et A valeurs positives,

on note encore Uq 1'unique solution de (eq) sur R telle que :

U (x)
U(©) =0 ,et (o) (¥ 1im RN
q 1 x—y0 X

Y) Il existe une unique solution positive, décroissante Fq de (eq) telle que
P 0 = 1 .
q( )

Remarques (2.6) :

0) Dans le paragraphe 2, seule la fonotion Pq -parmi les fonctions Tq,Uq,Pq-
sera utilisée de fagon essentielle. Cependant, il nous a semblé préférable de
présenter ces notations de fagon groupée, méme si les fonctions Tq et U’;1 n'appa~-

raissent effectivement qu'au paragraphe 4.

1) Si q dépend mesurablement du paramdtre )€R+ , par exemple (i.e.:
(x,A) =—>» q(x,A\) est borélienne), les fonctions

dér ~ dér o aér
Tq(X,a,%) = ;))(X.a) 3 Tq(a.l) = Tq(.’m)(a) 3 Uq(x.%) = Uq(..‘)(x) H

Tq(.
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dér PPN
Fq(x,k) = Fq(.,%) (x) sont boréliennes en (x,a,M).

2) Les fonctions U_ et Fq étant linéairement indépendantes, on déduit aisé-
ment de la formule (2.4) que :

F (a)
(2.7) T (x,a) = F (x) - =3+— U (x)
q 1 Uq(a) 4

-e

~ F (a)
(2.7.1) T (a) = F'(0) - 42—
q q Uq(a)

d'olu, puisque Uq(a) tend vers 1'infini avec a :
(2.7.2) T (2-) (0)
2.7.2 T (=) = F'(0) .

7 q q

Introduisons encore, pour q : R—> R, les notations aq, =a| ;aq_-= (q(-x),x30).

On peut maimtenant énoncer : R+

Proposition (2.8) : soit T, = inf {t1L, vy o} («70) et b: RxR —> R,

une fonction borélienne, bornée. Alors :

T o
ol
1 1
(2.9) E[exp- > b(X“,Lu)du-] = exp 3 du [F% (O,u) + FQ (O,u)] .
[¢] 0 + -
Démonstration : introduisons la fonction B (suriﬂz) :

2
(2.10) B(x,y,\) = P, (x,MF, (7,2 exp'%{ du (F{’ (0,u) + F (o,u)] .
+ - + -

On montre alors aisément, & 1l'aide de la "formule d'Ito" (2.3), que le processus :
+ o 1 ft
(2.11) Mt = B(Xt’xt’Lt) exp - 3 A b(xu’Lu) du

est une (Et) martingale locale. Pour tout a7 0, (M ,t7 0) est uniformément

~ tATy
bornée, et on a donc : E\M = E|M , ce qui implique immédiatement (2.9).
Ty (o

Dans le cas ol b(x,\) = b(x), la formule (2.9) se simplifie en :

Ty
(2.9') E [exp - %5 p(x)au | = exp ; [F, (0 + F{)_(O)] .
0

Inversement, il n'est pas difficile de retrouver la formule "générale" (2.9) &
partir de (2.9') : en effet, d'aprés K.Ito [7] , le processus des excursions du
mouvement brownien en dehors de O est un processus de Poisson ponctuel de mesure
caractéristique U . On a alors aisément :

- ; T, fd . TO
E\?xp - 5‘5 b(X _,L )du ] = exp du | U(dw) [exp(- = J b(X_,u)ds) = 1] ’
0 u’u 0 2 0 -]
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ou TO = inf {s‘yO] Xs = 0:} , ce qui permet immédiatement d'identifier

[F% (0,u) + Fé (O,u)] dans le cas général.
+ -

Remarques (2.12) :

1) La formule (2.9') n'est pas nouvelle, et figure, en fait, dans le para-
graphe (6.2) de Itd-Mc Kean ([ﬁ]).

2) Plus généralement, la plupart des résultats de cet article, ainsi que la
solution du probldme de Skorokhod donnée en [4] , peuvent &tre obtenus comme
application de la théorie des excursions d'Itd. Cette remarque nous a été faite,
de fagon indépendante, aprés la lecture de cet article, par M,Balkéma, J.Pitman,
et L.Rogers (voir, en particulier [19]).

Examinons briévement deux conséquences importantes de (2.9') :

T
o
(i) Réécrivons 1l'intégrale I b(Xu)du comme g da b(a) Li , ou
0 R «

(L: ; a€R,t0) désigne le processus (bi-continu) des temps locaux de X .

L'apparition de Fb et Fb dans le membre de droite traduit 1'indépendance -bien
+ -
a

connue- des processus (Lia ,a'zo) , et (er

,ago).

(ii) De plus, (2.9') permet d'identifier, sans calculs explicites, & la maniére
de P.Mc Gill [15] , le processus (Liu ,az(ﬂ comme diffusion (voir le théoreme
suivant). C'est ce type de résultat qui sert d'outil-clé & F.Knight en [13].

Théoréme (2.13) (F.Knight,b1]) : le processus (Liu ,a;(ﬂ a pour loi celle du

=do

carré (Zt,tz<)) du procesgssus de Bessel de dimension O, issu de ZO

Rappel (voir, par exemple, Shiga et Watanabe I}O] ) : ce processus (Zt’t 70) est
caractérisé par les propriétés suivantes :

a) Zo =% ; b) (Zt) est une martingale locale, positive, continue, de processus

t
croissant ( 4 S Z du ). En conséquence, (Zt) est absorbé en O .
0

Démonstration du théoréme : soit (Zt) le processus caractérisé par a) et b). Il

s'agit de montrer que, pour toute fonction b : R+ —_ R+ , bornée, on a :
- 1 of
(*) E |lexp - = |\ b(a)Z da ] = exp — F'(0) .
2 a 2 b

Or, on montre facilement, par application du calcul d4'Itd, que :
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FI(t) t
Nt d.é.f exp{zt b - %J' b(a.)za da}

2Fb(t) [o]
est une ?-t =d {Zs,s gt} martingale locale, bornée par 1. D'ou : E[R.] = E[No]
ce qui est précisément 1'égalité (*),

On se propose maintenant d'expliciter A‘Eq et Uq dans de nombreux cas importants,
en particulier lorsque q est constante par morceaux, ce qui permet de retrouver,
et de généraliser (pour tout n¢IN ) les résultats de Knight, qui considéere en[1 3]
(pour n¢2) les fonctions :

2 2 2
(2.14) b(x,)\) = a11(0(x(k1 o))t 22! (x, (7\)\(8(k2("\))+ cee B 1(kn(7‘)< x)

u ai), 0, et ki H R+-—) R+ est une suite croissante de fonctions boréliennes
i

~~

Les formules en question sont : si O{u<{x,
p)
Ix ‘x-u (Tq(x,u))

(2.15) Eq(x) - E;(u) + .
Uq(u) Tq(.+u)(x-u) - Uq(u)

(2.16) U (x) = U2(w) U (x-u) = U_(a) "i"q(.+u)(x-u) v (x-u) .

q(.+u) q(.+u)

Dans le cas ou q(x) = m2 (m # 0), on a :

sh(mx)
(201701) U z(x) =
m x
shm(a=-x) ~
(2.17.2) T z(x,a) - — s T 2(a) = -m cothma .
m shma m

Afin de calculer "i"b(v-,'i\) = F%(O,'A), pour b donnée par la formule (2.14), on étu-
die tout d'abord ce que devient la formule (2.15) lorsque q(x) = m2 sur (O,u). On
a alors, d'aprés les formules (2.17.1) et (2.17.2), pour u{x :

"i"q(.+u)(x-u) - m thm }

(2.15.1) ”T’q(x) = m{
m - Tq('+u)(x-u)thmu

et donc, si Hq déf - "I"q(@-) (= - F&(O)), on a :

Hq(.+u) + m th(m)
(2.15.2) H - m{ .
th(mu)

m + Hq(.-m)
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Remarque (2.18) : notons l’“ la loi du processus (zt)t‘zo qui figure dans 1'énon-
cé du théordme (2.13). Remarquons que le relation de récurrence (2.15.2) n'est
qu'une traduction -via (2.9')- de 1'égalité :

A+ m thm

B exp-— 2‘ da z_ +Az }]-exp-—{ } (m £0;2) 0).

+ A thou
Remarquons encore que l'on peut retrouver, & partir de cette derniére formule,

1l'expression de la transformée de Laplace conditionnelle de

u
f da za , étant donné zu , expression calculée par F.Knight en ([12],thooren 2.2).
0

b étant maintenant définie par (2.14), définissons Rn+1 A\) = 8 .1 puis par
récurrence pour 14§ j<n, les fonctions :

) By () + 2y thla(k-k, )(R))
(2.19) B = a 1 (kN = 0) ;

a; + iijn('k) th(aj(kj-kj_1)("\))

on a alors : l'l‘ ) = Hb(.,'/\) .

(La formule de récurrence (2.19) est suggérée trés clairement par les expressions
qui apparaissent dans les calculs de [1 3]).

Pour terminer, nous calculons les fonctions Uq et Fq » pour q(x) = k2|x| 2p-2

(k»0, 2p>»1). On a alors : qQ =q_ (que 1'on notera simplement q ). Deux solu-

tions linéairement indépendantes de (eq) sont :

£, (x) = {x 11/2p(%xp) JEENC IR R S pxl’)
Notons : ¥ = 1/2p , :-%xp.

A 1'aide des équivalents de I, et Kp en x = 0, et des relations de récurrence

classiques entre fonctions de Bessel, on trouve aisément :

1 ) z, (x)
£,(0) =0 ; £1(0) = (kv) (d'olr : U (x) = ;
F ) 1 £3(0)
Fo £,(x)
fz(o) = ( et donc : Pq(x) = ) 3
2(kv) £,(0)
% v
200 = - —— K,_ &), aro £30) = - =y,
29{x V- 2v

et finalement : - P'(O) =cy (k ) , avec :v
o, w (1-V) 2y-1 . x ( v )2
v r y sin(n) ‘()
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On trouve donc, d'aprés la formule (2.9'), aprés changement de K2 en k30 :

T
e (° 2p-2 v
E[exp -3 |Xu\ du = exp(-e(e9 k ),
0 T

2p=2

W
autrement dit : le processus ( S |Xu| du ;930 ) est le "one-sided stable
(0]

process, with exponent v, and rate 2 cy ", A nouveau, ce résultat figure, a un
changement de temps prés, en haut de la page 226 de Itd-Mc Kean [6] . Signalonms
encore que Molchanov-Ostrovski [16] montrent que, si (X t,t?, 0) désigne l'inverse
continu & droite d'un temps local en O pour le processus de Bessel d'indice

a € (-1,0) (défini avec le point O comme barriére instantanément réfléchissante),
alors, ( Xt’t 7 0) est un "one-sided stable process, with exponent vy = -a", Ce ré-
sultat découle du précédent lorsque l'on a remarqué que, si (Bt) désigne le mou-

vement brownien réel, issu de O, alors, pour tout p) 1/2, le processus

( % |Bt|p ,t30), changé de temps avec l'inverse de la fonctionnelle additive
v 2p-2
(A, = B |°P7° du ) est le processus de Bessel d'indice (-v), siy = 1/2p
t 0 u

(processus défini toujours avec O pour barridre instantanément réfléchissante).

3.Une décomposition des trajectoires du mouvement brownien.

L'explication de la formule (1.6) -annoncée dans 1l'introduction- est fondée
ici sur des techniques de grossissement de filtration (voir, par exemple,M.Bar-
low [5], T.Jeulin et M.Yor [9], ou, pour un ensemble complet de résultats,T.Jeu-
1lin [8]), techniques que nous rappelons briévement,

On utilisera deux types de grossissement de la filtration (Et), 4 savoir

- si @ est la fin d'un ensemble (Et) optionnel, (Ez) désigne la plus petite

filtration contenant (Et) et faisant de ¢ un temps d'arrét.

o
- 5i U est une v.a. F_-mesurable, on définit gt(U) comme {\ (B,V o (U)).
= = syt "

Les rappels en question sont concentrés dans les deux énoncés ci-dessous.

Lemme 1) : soit T un (zt) temps d'arrét fini, totalement inaccessible sur

' &t la projection duale prévisible de . Alors :
(r>0), et (At) la (zt) rojection duale prévisible de 1(O< Tg’t) Alors

a) A est continy, et T = inf {t | A, = A )= sup {t] A, = Ay} (Azéma [1] ).
b) (Azéma [1]) La distribution de A, ( sur R ) est :
Plr=0] € (at) + P[ryo] exp(-t) at .

¢c) Soit U une variable (ET) mesurable (éventuellement triviale) telle que les
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N

tribus o' (U) et (Fp_) soient indépendantes, conditionnellement a A, . Alors, si

J
(¢, % (1Y)

(1) T est un (St) temps d'arr&t prévisible ;
(i1i) toute (gt)-semi-martingale est une (gt)-semi-martingale ;
(1ii) les (zt) martingales locales continues en T restent des (gt) martingales

locales.

Nous préparons maintenant les notations pour la proposition suivante :
soit @ la fin d'un ensemble (Et) optionnel ; Z désigne la projection (Et) option-
nelle de 1 [O [ et A 1'unique processus croissant (Zt) prévisible, nul
déf .
en O,tel que M = 2 + A soit une (gt) martingale.
Proposition .2) ¢ soit e la fin d'un ensemble (Et) optionnel tel que
P[b <Q = T] = 0 , pour tout (zt) temps d'arrét T . Alors :

a) ¢ est un (Ei) temps d'arrét, totalement inaccessible sur (¢ » O) ; la projec-

€ < . = .
tion duale (gt) prévisible de 1(0<e< t) est A; A, = AQ :

b) ¢ est un (Ei(Am)

~ s . 3 o)(A:n)
) temps d'arrét prévisible ; en particulier, Et c Et s
d
=p-
d {Z(’ 1(g< +w)l z (g Previsible} .

, ou, pour toute filtration (gt)’ on note :

pour tout t ; Ze_ = z:_
aéf
=¢-
c) Soit U une variable (£e+ = ¢ ize| Z (Et) progressivement mesurable})
mesurable (éventuellement triviale) telle que les tribus ¢’'(U) et EC‘ soient con-

ditionnellement indépendantes par rapport & A, (= Ao ).

Alors, si G dgf FJ(AQ;U)
——— — =t =t

tAe t
(3.3) F, =¥, - J’ a<N, My, J. 1 KN, M2

t
° z 0 (e<8) 4 _ g
8= Se

, et si (Nt) est une (Et) martingale locale,

est une (gt) martingale locale (et donc, a fortiori, une (gi) martingale locale).

Les assertions qui figurent dans cette proposition sont :
- purement des résultats de grossissement, si elles s'expriment en termes de la
filtration (BY) ;
- des applications du lemme (3.1), ol 1l'on a remplacé le couple (T, (F )) par

(e, (F )), si elles s'expriment en termes d'une filtration contenant (Fe)

Venons en maintenant & notre propos. Soient H et K deux processus prévisibles

positifs tels que :
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3.1) {) (HS+KS) dL_  est p.s. fini ;
(]
3.11) jo (HS+KS) d.]'..s = +00 .p.8.
On aétinit G, = sup{s<t| X =0} (ty0) ;

t

?=inrdt|H, X
t

t+xctxt-1k ,ete-GT.

I1 suffirait pour "expliquer" la formule (1.6) de prendre H = K (cette hypo-
thése simplifie également la présentation, mais le cas général n'est pas plus
difficile & traiter).

Le lemme suivant nous permettra d'appliquer la proposition (3.2) au temps é-

Lemme (3.4) : a) T est p.s, fini .
b) Avec les notations qui précédent la proposition (3.2), on a :

+ -
Z(=M=A)S= (1-!1G X -KG X)‘I[o.,r[ , avec :

1 j‘tAT
A, = Fl A (Hs+Ks) dLs B

t
tAT
= 1-I dxs (1
0

¥y x,y0%, = Tx <0, ) .

c) Pour tout (F,) temps d'arrdt Vv , P[Q = V] =0 .

Démonstration : a) D'aprés la formule (2.2), on a :

( y . - [tl\T

3.5) H X + K X = ax_ (1 H, =1 K. )
GtAT tAT GtAT tAT 0 8 (Xs7 0) GB (Xs< 0) Gs

1 JtAT
+3 A (HS*KS) dLs .

T
Le membre de gauche étant borné par 1 ,I (Hs-l»l(s) clLs est intégrable ; T est
0

donc fini, d'aprés 3.ii).
b) Il suffit, d'aprds 1'égalité (3.5), de montrer que 1(€< %) admet
N

déf lgt[\T
2 %0

A (H!+Ks) dLs pour (I:t) projection duale prévisible.

t

Soit done (Ut) un processus (gt) prévisible, borné, positif. Quitte A remplacer
le couple (H,K) par (UH,UK) en (3.2), il vient :

T
4+ - S
E[Ug] - E[UGT(HGTXT + KGTXT)] = n[£ U, dAs] , d'od le résultat cherchd.
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¢) L'égalité Ze = 1 implique (cf. [9]) P[g- f] = 0, pour tout (Et) temps
d'arr8t V .

Une conséquence immédiate de la proposition (3.2,c) est que :

pour toute (gt) martingale locale N , le processus

- e W,y AT &N, X>
(3.6) “t"t*£ . -fo Tec ) —=t
2
8= -

‘st une (gi(A')) martingale locale.

Le résultat principal de ce paragraphe est le :

Théordme (3.7) : He K(
X 0 —— P| X O\F » ——
@ Plxpyoly 't"] H + K¢ s 2l < \'(‘] He + Kg

b) Conditionnellement & EQ- , 8t & l'ensemble (xTy-o) (resp. (XT<()), le proces-
sus x(t+Q)AT s Iesp. - x(t+()AT , st un processus de Bessel de dimension 3,

issu de O, arrété a son premier passage en H;1 ., Iesp. K;‘.

Remarque 8) : Dans le cas ou H =1 , et K = 0 , ce qui implique
T = inf{’tl X, =1 }, le théoréme (3.7) a été obtenu par D.Williams [2{]

Démonstration du théoréme :

a) Soit (U ) un processus (F ) prévisible borné s d'aprés (2.2) et (3.4), on a 3

E[v, ;xT7o] - B[UGTH T]- -EU U_H_ dL]
I il ]

b) Le résultat cherché découle immédiatement de la formule (3.6), appliquée &

N = X, et de 1la caractérisation du processus de Bessel de dimension 3 , comme

solution de 1'équation stochastique : dy, = dpt + 4 i ¥ 0 (t»0) , o
Ty
(@t) est un mouvement brownien réel.

Si 1'on adopte, avec les notations de (1.7), une présentation avec le mouve-

ment brownien X! =L, - |X,| , et S}

H 1 - Lt , on obtient, dans le cas oW H = K :

Corollaire (3.9) : Conditionnellement & EQ' ,» le processus S - (t+g)AT est un
processus de Bessel de dimension 3 , issu de O , arr8té & son premier passage

en g
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Conservons, trés provisoirement, les notations du corollaire (3.9) pour com-
mencer 1l'explication de la formule (1.6). On a, d'aprés ce corollaire, en écri-
vant T = (T-@) + @ :

1 -1

E exp(-)T)/S; = 83 H; = v] = E\gxp—)Rv] E exp(-XQ) / Sé =8 ; HQ = v] .

Pour terminer l'explication de la formule (1.6), nous sommes donc amenés de fagon
naturelle & étudier (en particulier) les lois conditionnelles de variables (ge_)

mesurables, LT = LQ étant donné (rappelons que S% = Lt ).

Introduisons les temps d'arrét Tu = inf {t I L = u} (u > 0), et les processus

(E,) prévisibles : Q{ = % (Ht+Kt) , et A= k' 1 . On a alors, dans le

t (tg¢T

cadre général de notre étude , la :

Proposition (3.10) : Soit (Ut,tzib) un_processus (F ) prévisible positif. Alers :
E[UTu A Ty
2y ]

u
E[uT (1/2 By ) 37.€ '1']
u u

T

Remarquons que, si V désigne un second precessus prévisible positif, on a, en

(avec la convention 0/0 = 0 ).

a) (3.11)  E[u, / L, - u] -

b) (3.12) E[Ue;(XT)O) / Lt= u] -

conséquence de la formule (3,11)

E[UTu L VTu = "]

u

E[’,\Tu / VTu = v]

(3.11.1) E[UQ/Le=u;Vt=v] =

En particulier, il vient, avec V =\"' : ~
E U }' = vl

(3.11.2) E[UQ/I-Q“H}'&“’] = P[T T/)- =v] )

Démonstration de la proposition :

a) D'aprés le lemme (3.4,b), on a, pour toute fonction borélienne a : R — R :
o0 ® E
1-:[0e a(Le)] - E[(S) U, aln) dLS] - E[g UTu)Tu a(u) du] .

d'ou 1l'on déduit aisément la formule (3.11).

b) La formule (3.12) découle de (3.11), via 1'égalité : P[&T7 O‘E _] =

=€ H +K
e €
(cf. théordme (3.7,a)).

Remarquons que, lorsque le processus A' est de la forme f(L ), avec
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f:R — R, borélienne, la formule (3,11.2) se simplifie en :
ELUTu i Tu < T]
.a1.3) v, /1 -] - .
R 3 .
p[r < 1]

L'explication de 1'égalité (1.6) est (a fortiori) terminée.

I1 peut également &tre intéressant de connaitre les lois conditionnelles de
variables (EQ') mesurables, ¢ étant donné. Pour ce faire, plagons nous sur
1'espace canonique JL = 0(34,12),muni de la mesure de Wiener Wo. (Xt) désigne
maintenant le processus des coordonnées, et (gt) est ici la filtration naturelle

de (Xt)' On a alors la

Proposition (3.13) ([18}) : Soit ¢ : JL —> R, une variable aléatoire (F,) mesu-
rable, telle que la projection duale prévisible de 1(0 <(‘St) soit

21
f )s dLS , ou (18) est un processus (Et) prévisible positif. Alors, on a,
o = ==

pour tout processus (gt) prévisible positif (Ut,t; 0) :
t,0

W' Lug 2l
t,0

o' [he)

ou W;’O désigne la loi, sur Et , du pont brownien entre O et t , valant O aux

deux extrémités.

(3.14) E[UQ/Q= t] -

Si V désigne un second processus prévisible positif, on a donc :
WO lua, /v, =v)
0 1t t
(3.14.1) BlU /p=t ; V =v] = ,
€ (3 £.0
’ -
Yo Dt/vt"']
formule qui, dans le cas ou V = L , ou A' , peut (éventuellement) &tre aussi

utile que (3.11.1).

4, Une nouvelle extension des résultats de F.Knight ([33]).

On suppose maintenant que H = h(L) , K = k(L) , ou h,k : R — ﬁ+ sont
des fonctions boréliennes finies sur [0, d[ (0 { ® ), et identiquement égales

4 (+0) sur [e(,oo[ . On suppose en outre que :
-

x
4.i) ¥V xga , I (h+k)(u)du { 3 4.ii) f (h+k)(u)du = +o0 .,
(o] 0

L'introduction de o (éventuellement +o !) est nécessaire pour englober dans le
cadre du probléme de Skorokhod le cas ol af {40 ; on peut prendre, en effet,

dans ce cas

h(x) = k(x) = (x-é%(x))_1 , si x< at s +© 81 x ) at .
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On modifie en conséquence la définition de T en T' = TaTy et de ¢ en

' = sup {ng' lxs = O} . Les résultats obtenus dans le paragraphe 3 restent
valides lorsque l'on remplace le couple (¢,T) par (R',T'), hormis le fait que
la projection duale prévisible de 1 :

a projec n duale prévis e de (0{('{1:) est

1 ftAT'
A! = 3 o (h+k)(Ls) dLS +

t G AN TP B

La distribution explicite de (LT,) est une conséquence facile du lemme (3.1,b).

On trouve :

(4.1 Pligean] =L @@ ep- 1| @ man 1
4. Ly, € du =3 + uexp-2° +k) (v)dv (0 ugat)
o
+ € (au) exp(-%f (h+k)(v)dv) .
0

Introduisons maintenant la plus petite filtratiom (Gt)t>0 telle que Ly, et
= Y

(XT,> 0) soient G, mesurables ( Xq, sera alors G, mesurable!), et =

. h
pour tout t . De 1'égalité P[XT,7O| Pi)e (——
-e-
h+ k
(théoréme (3.7,a)), et de la proposition (3.2,c), on déduit que, si (Nt) est une
(gt) martingale locale, le processus (ﬁt) qui figure en (3.6), soit :

1(0.«))(1'(')

(4.2) ¥ " i =
4.2) K, = N 1 _— —_—— ) an,x
t LR (X0) 4 _x*n(n ) (XL0) 4 _x7k(1 ) 7s
- s 8 -}
AT a¢N,X>
LT e

est une (gt) martingale locale (par rapp:rt a (3.6), on a explicité ici la mar-
tingale locale M ; cf. lemme (3.4,b)).

On déduit maintenant de la forme des (Et) martingales locales (4.2) et de la
formule d'Itd (2.3), l'extension suivante des formules (2.10) et (2.11) :

Proposition (4.3) : a) Soit b : Rx B*—-) R+ , borélienne, bornée. Si B est la
fonction définie sur Ri par :

B(x,y,A\) = 0 , si xh(A)31 ou yk(?\);1 .

1, (x0T (MA) T 7,k (A),2) G
+ - 1 N =1 N -1
- * exp- EI du [(h+k)(u)+‘1'b(h (u),u)+Tb(k (u),ui
(V] + -
1- xh(d) 1 - yk(A)
sinon (on fait, en outre, la convention 1/0 = +w ) ; alors :
B(X! 1,X; ,L

) 0] At
tag ' Ttap’ *T'tae exp - - s b(X ,L ) du
Xp 2 u’ u
B(0,0,Ly,) °
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est une (gt) martingale uniformément intégrable.

b) Soit ¢ : Rx R — R , borélienne, bornée. Alors,

x U (X, meslmy) AT
Terg e 7% Al LA, _% f' e(X,,L,) du
) X U Epty) ¢

est une (gg'vt) martingale uniformément intégrable (on fait la convention :

%l 4 (= wyon ).
0

Dans le but de calculer "explicitement" les expressions K(a,b,c), définies
a la fin de l'introduction, on commence par appliquer le théoréme d'arrét,
d'abord en @' , puis en O , obtenant ainsi la formule (4.5) ci dessous, qui mé-
rite le nom de formule de Lehoczky, car elle étend les résultats de []4].

Proposition (4.4) :_soient b,c : Rx IE-'-* ln_, boréliennes, bornées. On a :
e' T'
@5 2o - JT v rpas I o na) 7 aytg]
0 ¢’
X,
T' LT'
- exp %J an [ + Fyo @+ Fe @] .
+ -

Uc(xT"LT') 0

Le calcul explicite de K(a,b,c) résulte alors de la connaissance de la loi con-
jointe de (XT"LT') , donnée par la formule (4.1) et 1'égalité :

plrpyolzg ] = G Mg &0
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