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LE PROBLEME DE SKOROKHOD : UNE REMARQUE
SUR LA DEMONSTRATION D'AZEMA-YOR.

Michel PIERRE

Dans [1], J. Azéma et M. Yor ont donné une solution explicite pour le probléme
de Skorokhod. Nous montrons ici comment, grace a un procédé d'approximation, la
démonstration de leur formule dans le seul cas ol la mesure donnée u (ou plutdt
la fonction wu) est réguliére suffit : ceci rend les calculs plus agréables pour

le point crucial de la démonstration.

Nous reprenons ici les notations de [1] T (X désigne donc une martingale localk

)

t = sup X;. Nous notons de plus M 1'ensemble des
s<t

lois de probabilité sur R, centrées, et admettant un moment d'ordre 1. Si

continue avec <X,X> = et S

ueM, \pp(x) désigne le barycentre de la restriction de u a [x,[.
Nous utilisons essentiellement les deux propositions suivantes.

Proposition 1 : Soit neM ; alors il existe (”n)neNc’M avec :

i) ¢ croit en tout point vers Y
My M
i) b, est continue sur R
n

11) u, est & support dans (b .,a J,(-=<b < 0 < a <o),

et ¥,  est strictement croissante sur [b ,+=[.
n

Proposition 2 : Soit (“n)neNU{w} dans M ; on suppbse que w“n croit en tout
point vers wuw. Alors :

i) w, converge étroitement vers

i) [ |x|du, converge vers J [x|du.
R R

De plus, si T, = inf{t>0; Stzwun(xt)

b (n€NU{=}) :

iii) XTn converge p.s. vers XTOO.
Remarque 1 : Si 1'on sait que XTn a pour loi M, Ppour tout n&N, on déduit de
la proposition 2 que XT a pour loi u_. Compte-tenu de la proposition 1, il
suffit donc de démontr‘erooce résultat pour les mesures yu & support compact telles
que q;u vérifie les points ii) et iii) de la proposition 1.
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D'autre part, 1'uniforme intégrabilité de la martingale (Xt AT ) se déduit

de celle des martingales (Xt;AT ) & 1'aide de la proposition 2 (ii).
n

La formule suivante montre bien comment n varie en fonction de wu et est a
|'origine de la proposition 2.

Lemme 1 : Soit u€M et a = inf{x€[o0,] ;wu(x) = x} ; alors :

v 0, \/xe]—m,a[, eI d_zp_(-A)+A exp[- [X ___f_‘§_~]
- H(-A) v, (x)-x -A v (s)-s

Démonstration du lemme 1 :
Nous savons (cf. [1]) que wu(x) > x sur]=o,al et que u est solution sur

cet intervalle de :
(1) (wu(x+)-x)da'+ Wodp, = 0.

D'autre part, toute solution continue & gauche de (1) est proportionnelle &

b (-A)+A X
R exp[— J ——f¥L+~J est solu-
v, (X)=x A b, (s)-s

tion sur ]-»,a[ de cette équation. Or, sur cet intervalle :

dfo(x) (v, (x)-x)] = -o(x)dx,
soit, puisque ¢ est continue a gauche :
(wu(x+)-x)d¢ +0(x) (dh~dx) = -6 (x)dx.

Démonstration de la proposition 2 :

W. I1 suffit donc de montrer que ¢(x) =

On vérifie que a, = inf{x.e[o,m] H wu (x)=x} croit avec n vers a_. D'aprés
n

(%) 1, (x)
= converge vers

le lemme 1, pour tout x€]-=,a [, -
u,(0) 1, (0)

; d'autre part,

u, ety sont nulles sur Ja_,+=[ ; enfin, si u_ est continue en a_

(i.e., W (a,) = 0), d'aprés la décroissance de En’ on a :

ua(a,) Ho,(X)
Tim sup — - < inf — =0
n> s (0) T x<a, 0,(0)

u
Donc, :P»—h» converge vers ——— en tout point de continuité de ﬁ;. Or, on veri-
i, (0) 1,(0)

fie que (un)neN est étroitement compact, car :

=

[

|
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b, (0)
\{x>oJ du<lf Edu =1y (0) T(0) < -2
L (R A
v, (0)
J du<-1—J - tdu =y (0)3(0)<u°°
] -X] n—X 1‘”,0] n X L n - X
On en déduit le point i). D'autre part :
( du_ =y (0) _(0) < ¥ (0) W (0) F(©) J td
tdu = u < H = = U,
J[O,w[ n Un n H n uw(o) [0,“’[
Puisque un converge étroitement vers u_, on en déduit :
[ r f
J t du = J t du, < Tim ian tdu < Tim supJ tdun<_J tdu.
(0, Jo,=f n > ©J0,f n > = [0,=f [0,=[

Comme par ailleurs les mesures (Un)neNu{m} sont centrées, ii) s'en déduit.

Enfin, pour iii), notons que T  croit vers un temps d'arrét 6 < T et T
est p.s. fini (cf. [1]) ; or

1
dp <n, v Xy ) <V, (Xy ) <S; <S,.
b T Hn' Th T 0

Soit, enpassant a la limite en n, puisque wu est s.c.i. :
p

¥e. ¥y o) < Sp-

) < Se et 6 =T . Ainsi, par continuité, XT converge p.S. vers
o n

Démonstration de la proposition 1 :

Considérons pour n > 1, la solution (continue) fbn de :

%¢;} + =Y AN sur 1-n.=[, ¢,(0) =0 sur J-=,-n], donnée explicitement

sur  [-n,»[ par :
rn(x+n)

¢ (x) = JO e_ufwu(x - %)An]du.

Puisque wu est croissante, positive, <1>n est croissante sur R, majorée par

wu:\ n et croit vers t})“ en tout point, par continuité a gauche. D'autre part, si

b = supixe [-=,0], ¥, (x) =0} et b = (-n)vb, on vérifie que ¢ < Y An sur
Jb s> et donc ¢, est strictement croissante sur ]b ,=[.
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Soit alors a = inf{x ;¢n(x) =x} (a < +=) et Y définie par :

n
by, =90, sur ]-m,arj s ¥, (x) = x sur [an,wo[.
I1 existe u €M telle que ¥, =y, , ceci d'aprés [ ou directement en vérifiant
n

-vu le lemme 1- que :

-b rX
— n ds
o (x) = TR exp[— an TNE -s:[ sur J=,a [
U(x) =0 v sur ]an,oo[,

convient. Les fonctions q)u ainsi construites vérifient les conditions requises.
n

Théoreéme (Cfi: Azéma - Yor [1] et [2]) : Soit n€Met T = inf{t> 0 ; Stzwu(xt)}.
Alors : '
a) la loi de X, est

b) Ta martingale (Xt AT) est uniformément intégrable

2

c) E[<X,X>T] = JR x“dp (< + ).

Démonstration du théoréme :

Compte-tenu de la remarque 1, pour démontrer a) et b) on peut supposer u a
support compact dans [-A,a] , wu continue sur R et strictement croissarte sur

[-A.+=].

Soit ¢ continue & support compact dans R et g = d)ow_l ol
3l [0, »[-A,»[ est 1'inverse de la restriction de v, 2 [-A [
X
(g est continue sur [0,=[) et G(x) =J g(o)do.
0

D'aprés [1], M, = G(S,) + (X;-Sy) 9(Sy) est une martingale locale. De plus, u

étant a support compact, (XtAT) est bornée ; puisque G et g sont bornées,
(Mt AT) est donc une martingale bornée.On a ainsi :

EMM] = EM] = 0.

Puisque, par continuité de vy = wu, ST = np(XT), ceci s'écrit :
e[ 7T o e + v etep)] - o

Ainsi, si v désigne la loi de X; et v(x) = v[x,=[ :

— x —
[ @] o) vy + | (xuin) ox)ds = 0,
R 0 R
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Soit encore, aprés intégration par parties :

JR o (x) [— v(x)dy + (x - w(x))dG] = 0.

— .

On en déduit v =u (cf. (1) dans la démonstration du Temme 1).
Pour c), si u est & support compact, on obtient comme dans [1] que

2
E[XT] E[<X,X>4] = ]Rx du.

Pour montrer cette formule dans le cas général, on peut utiliser la formule (4)
de 1] ou aussi la formule plus simple suivante :

Lemme 2 : Si J X < + @, J Cdy = J Y(x) u(x)dx.
R R R

Admettant cette formule, et utilisant les fonctions (wu ) construites dans [1]

n
troncature a partir de wu , ona:
2 n m
x“du = J U (x) u (x)dx = Y(x) uw(x)dx,
JR n -n H n J -n
ol limc =1.0n en déduitque]im J x2dy et c) en découle (le cas ol
N n»oo R

J xzdu = » est immédiat).
R

Démonstration du lemme 2 : Par intégration par parties :

2 - - — Tt
| =[x T00) = [ e w00 500 - [xv0a T00]
R R R )
or : '
Tim x y(x) u(x) =11‘me tduih‘mj t2du = 0.
X0 X—>oo X 00[ X0 X 4
Tim (=x) ¥(x) u(x) = lim x J t du < Tim J tzdu = 0.
X>=00 X>=00 ]—w,x[ X>=00 ]'W,X[
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