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REMARQUES SUR UNE FORMULE DE PAUL LEVY

Marc YOR

. Soit (X ’Yt)t>0 un mouvement brownien & valeurs dans R2, issu de 0.

t

M.R. Berthuet (1) a obtenu une expression explicite de la fonction caractéris-
1 1

tique du couple (JO XudYu 5 JO Yuqu), qui est :
pour tout (a,B)éRz,
1 1
(1) Efexp 1{aJ0 X, dY, + BIO Yudxu}]
2,0-8 o+B, 2 2 ,0-B ek .
[ch®(55~) + (4og) sh C‘g‘ﬂ , s a8
= 2 -1/,
(1+a7) , 81 a =28

Par continuité, il suffit évidemment de prouver la formule pour o # B, ce que
1'on suppose dans la suite. Nous remarquons ci-dessous que la formule (1) se
déduit, de fagon directe, de la formule de Paul Lévy [2]: pour tout be&RN{o},

1
(2) Eexp i{bJO(XUdYu S YK} X=X Yy s y]

2,2
= (sgb) exp 5-%X— (1-b coth b]

(Cette formule joue un réle important dans 1'étude de certains groupes nilpo-
tents ; voir, par exemple, 1'article de B. Gaveau [1 ).

On donne ensuite une démonstration simple de la formule (2).

Faisons le changement de paramétres : o = a+b ; B = a-b.
I1 vient alors, d'aprés la formule d'Ito :

1 1
aIO XudYu + BJ

et donc, d'aprés (2) :

1
. Y X, = alxYy) + bJO(XudYu - ¥, A%,

1 1
E[exp 1{aJ0 XudYu + Bfo Yuqu}// X1 = X, Y1 =y]

n

1

exp(iaxy) E[exp{ib J (X dY, = Y X))} / X = x5 ¥ = y)
0
2

2
exp(iaxy) §%~ exp(5~?l~) [1-b coth b].

I}

(1 Un résumé des résultats de M. Berthuet paraitra dans un prochain volume des
Annales de 1'Université de Clermont, lequel rassemble les exposés faits a
1'Ecole d'Eté de Saint-Flour (1979).



On a donc :

1 1
Eexp i{afo X, dY, + Bfo v X )]

2,2
b X"+ .
= 77 (SHB) IRZ dx dy EXpI(- b coth b) __?X“ + 1axya

1

-1/,
[ch? + (2% sh?] " (d'ou (1)),

a 1'aide de la formule élémentaire, valable pour tout X > 0, et u&R :

2,.2
1 2 2 1/, [— )‘(—x_—%y'-)"'i“x‘y:l
(3) 7 (0P jRZ dx dy e =1

3. Pour prouver (2), remarquons tout d'abord que
B 1 1
JO(XudYu-Yuqu) = JO(XudYu-YudX&),

ou (5.) = R(i), et R est une transformation orthogonale de Rr?

1 1 X X
(on peut, par exemple, utiliser 1'égalité : J (X dY -y dX ) =J (ALY 5 d( )
g U u ulu 0 Yu Yu

avec A = (?-é), et KAR = A).

D'autre part, la loi du mouvement brownien (i) est invariante par toute
transformation orthogonale R ; on déduit de ces 2 remarques que :

1
Efexp ibf (X dY Y dX) f Xy = X, ¥y =]
0

1 2 2 _ .2, .2
= E[exp ibJ (X dY =Y dX,) / X] + Y] = x4y 7.
0
Définissons maintenant oy = Xt+Yt (t > 0), et notons p = /x2+y2.

Rappelons que la filtration naturelle du processus (pt) est égale a celle du
mouvement brownien réel (voir, par exemple, [4]) :
(t xudxlff_\r_ufijE

Bt=J (t >0).

0 Pu
En conséquence, le processus (pt)t>0 est indépendant du second mouvement
brownien réel :
vy - Jt Kfu Yy ™y
0 Pu
orthogonal a (Bt).

(t>0),
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11 découle de ces derniéres remarques que :

el

0]

1
Efexp ibJ (XudYu-Yuqu) / Ch
0

) 1 ) b2 1 2 .
= E[exp 1bJ0 P dvy / oy = 0] Efexp - ' . pdu / oq = p)

Or, D. Williamns ([3], p. 238) a montré trés simplement la formule :

2 (1 i
(4) Eexplap? - EZ’—I oZdu] = b[b ch b - 2ush ] 1
0

1]

pour tout couple (a,b) vérifiant : 2a < b coth b.

On vérifie alors immédiatement, en appliquant la formule &lémentaire :

(5) (ELexp(-vEE = o (4> 0),

ol X est une variable gaussienne, centrée, réduite, que : pour tout beR™ {o},
2

2 1 P
b 2 b 1
E[exp{- 5—-J0 pydu} / p1] B exp(>= (1 - b coth )],
ce qui termine la preuve de (2).

Pour étre complet, indiquons la preuve de (4) -trés 1égérement modifiée- donnée
par D. Williams en [3].

2 X2 + Y2, on a, pour tout o > 0 :

déf 2 b2 1 2
Ia,b = Efexp{- ap] - §—~JO pudu}]

Puisque p

"

2 (1
(E[exp{-axi - %— JO XSdu}])2

1
EQ[exp(-axi) exp(- bJO Xudxu)lz,

1 2 (1
ol Q désigne la probabilité : exp{bJ X dx - 9—-J deu}-P
g uu 2 o U
(d'aprés un théoréme de Novikov, Q est une probabilité dés que
b2 (1.2
EP[exp > Xudu] < o, ce qui est assuré, d'aprés 1'inégalité de Jensen, si
0

2
E[pxp(%— X%)] < o ; dans la suite, on suppose donc que b vérifie cette condi-

tion, ce qui suffit pour établir (4), par un raisonnement d'analyticité).
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On a donc :

Ia,b

Eglexpt-ax? - & (-1)3]?

exp(b) (Eqlexp - (o + Dx2])2.

Or, d'aprés le théoréme de Girsanov, (Xt) vérifie, sous Q, 1'équation :

rtal
Xt = yt + bJ X du, ol (y ) est un mouvement brownien réel.
0 u t

t
Ainsi : X, = J eb(t—s) dys (t < 1), et, en particulier, X; est, sous Q,
0

1

une variable gaussienne, centrée, de variance og = f e2b(1-s)ds = %B(eZb-l).
0

Donc, si X désigne une variab]e'gaussienne, centrée, réduite, on a :

b, 2 24,2
I,.p = exp(b) (E(exp - (x +3) op X 1
= b[b ch b + 2u sh b]-l, d'aprés (5), et la formule (4) est

établie.
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