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Séminaire de Probabilités

Volume XIV

CQMPENSATION DE PROCESSUS V.F.
NON LOCALENENT INTEGRABLES

par M. Emery

L'intégration stochastique de processus prévisibles non nécessairement
bornés par rapﬁort aux semimartingales, étudiée par Jacod, est présentée dans
ce volume du Séminaire dans un exposé de Chou, Meyer et Stricker [2]. Ces
auteurs jugent vraisemblable qu'il puisse exister une martingale locale M et
un élément H de L(M)_(c'est—&—dire un processus prévisible intégrable par
rapport 3 M ) tels que l'intégrale HeM ne soit pas une martingale locale.
Nous allons en apporter la preuve par un exemple, puis, en utilisant une remar—
que de Stricker selon laquelle les intégrales de ce type forment exactement
la classe (Em) introduite par Chou dans [1], établir pour cette classe des

propriétés analogues i celles des martingales locales.

Pour 1l'exemple annoncé, on prend pour Q le produit ng_xng_; on
appelle E sa tribu borélienne, S et T ses applications coordonnées, P
la probabilité qui fait de S et T des v.a. indépendantes de méme loi expo-
nentielle de paramétre 1 , (Et)tgo la plus petite filtration habituelle
faisant de S et T deux temps d'arrét. On pose

b imel T s,
B = projection duale prévisible de A
So avant SAT et aprés SVT

( B est continu, et dB, = _
esigne(T—S) dt ‘entre SAT et SVT

1
M = A-B ; H = 7 .

Par rapport 3 M, H est intégrable au sens de Stieltjes, car M est

nulle avant le temps p.s. strictement positif SAT . Mais le processus v.f.
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HeM n'est pas une semimartingale spéciale, car sa variation n'est pas localement
intégrable : Soit R un temps d'arrét non identiquement nul ; puisqu'il ne se

passe rien avant SAT , R est constant sur {R<SAT} , et il existe £>0 tel
que R2SAT sur {SAT<¢€} , donc que R2SATAEg ; pourtant, comme SAT suit

. . .SA‘I‘/\(-:i H | 1 1 test d Ll
une loi exponentielle, JO Hs dMs = SAT {sAm<e) n'est pas dans .

Dans toute la suite, on se place sur un espace filtré (‘)’E'P’(Et)tgo)
vérifiant les conditions habituelles. Voici d'abord pourquoi nous avons fait
intervenir deux temps d'arrét dans l'exemple ci-dessus :

PROPOSITION 1. Soient M une martingale locale 3 sauts 20 et H un processus

prévisible intégrable par rapport & M . Alors H°M est une martingale locale.

Démonstration. En remplagant H par ]HI , on se raméne au cas H20 . Comme les
sauts du processus v.f. de la décomposition canonique d'une semimartingale spéci-
ale & sauts 2 O sont aussi 2 O , le théoréme 1 de [2] permet d'écrire
M=V+N, avec N martingale locale v.f. & sauts > O , oi HeV existe au sens
des martingales locales et H.N au sens de Stieltjes. Il reste a vérifier que
HeN est une martingale locale.

Soit A, = Esst ANs . Le compensateur de A est le process;xs croissant

1
B=A-N . De IHsdAs s 'J)Hsldﬂsl , on déduit que H est intégrable, au sens de

Stielt jes, par rapport &4 A et & B . Le processus croissant HsB est prévisi-
ble, donc localement intégrable. Le processus croissant H+A détermine la méme
mesure sur la tribu prévisible, il est donc aussi localement intégrable. Comme
BN N] s (Hen)?, (B[N, N))E est localement imtégrable.

Une conséquence, que l'on peut aussi vérifier directement, est que si
(Q'E'P'(zt)tao) est 1l'espace naturel d'un processus de Poisson, 1'espace des

martingales locales (qui sont toutes les intégrales stochastiques par rapport

4 la martingale fondamentale) est fermé dansl'espace des semimartingales.

Nous allons maintenant établir que les intégrales stochastiques par
rapport aux martingales locales (respectivement semimartingales spéciales) sont

exactement les semimartingales de la classe (Em) (respectivement (Z) ) étudiée
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dans [1]. La proposition ci-dessous reste vraie si l'on ¥y remplace l'exposant 1
par p€[l,«[ , les martingales locales par les martingales localement dans Hp
et les semimartingales spéciales par les semimartingales localement dans §p
(1les notations lip et Ep désignant respectivement les espaces I;Ip de martin-
gales et de semimartingales).

PROPOSITION 2. Soit X une semimartingale. Les six assertions suivantes sont

équivalentes :

(i) X s'écrit HeM ol M est une martingale locale (resp. une semi-

martingale spéciale) et od H est dans L(M)

-e

(11) X s'éorit H-M oi M est dans M' (resp. S' ) et ob H est

dans L(M) et strictement positif ;

(1ii) il existe une partition dénombrable prévisible (An) de R x0Q

telle que chacun des proces:cus IA *X soit une martingale locale (resp. une
n

semimartingale spéciale) ;

(iv) il existe une partition dénombrable prévisible (B ) de R xQ
1
B ) s
n

(v) il existe K dans L(X) , ne s'annulant pas, tel que KX soit

o o

telle que chacun des processus I_ *X soit dans !1 (resg.

une martingale locale (resp. une semimartingale spéciale) ;

(vi) il existe K prévisible borné strictement positif, tel que KX

soit dans El (resp. §1 ).
Démonstration. Nous la ferons pour les semimartingales, le cas des martingales
étant analogue.

(i) = (1ii) : Prendre A = {ng |H| <n+1} .

(iii) = (iv) : D'aprés Dellacherie [3], il existe une suite croissant
vers 1'infini de temps d'arrét prévisibles Tk teds que, pour chaque k et
chaque n , (IAn-X)Tk I{Tk> o} soit dans §1 . I1 existe donc une partition
dénombrable prévisible (Cm) de BE»KQ telle que, pour chaque couple (m,n) ,
IC -(IA -X) soit dans El » Ceux des ensembles CmﬂAn qui ne sont pas vides

m n

fournissent la partition cherchée.

(iv) = (ii) : Soit (cn) une suite décroissant vers zéro de réels > 0
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[}

telle que )El e, “IBn-X”SI < ® o, On pose M

1
Tec(l, X), H=E=1 .
n an ncn Bn

} tend vers 1'infini

L

ngnje Bn n

avec k , on obtient & la limite X = HeM .

Comme HI{H«]'M = (- 1I,).X, ol n sup{n:c_ >

(ii) = (vi) : Soit J = }—1{

vers M quand n tend vers 1'infini, on a JeX = M . Il suffit de prendre

K =JA1l pour que KX = %-M soit dans §l.

. Puisque JI{Jgn}'X = I{Hg;];}'m tend

(vi) = (v) est trivial.

(v) = (i) est analogue & (ii) = (vi)e e

Chou a déja observé que les classes (Em) et (Z) décrites par la
proposition 2 sont des espaces; vectoriels (cela se voit, par exemple sur le
point (vi)). Comme (Zm) — et a fortiori (L) — contient les martingales
locales, une semimartingale X = M+ A est dans (Z}m) (resp. (&) ) si et
.seulement si A y est.

PROPOSITION 3. Soient A un processus v.f,, C un processus v.f. prévisible.

Les cing propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A-C est dans (Zm) et nul en zéro ;

(ii) il existe une partition dénombrable prévisible (Bn) de R xQ

telle que chacun des IB *A soit & variation localement intégrable, de compen—-

n
sateur prévisible IB «C ;
n

(iii) méme assertion que (ii), mais en supprimant le mot <« localement > ;

(iv) il existe K dans L(A)NL(C) , ne s'annulant pas, tel que K°A
A 1

soit & variation localement intégrable, de compensateur prévisible K-C ;

(v) il existe un processus prévisible borné strictement positif K inté-

grable au sens de Stieltjes par rapport &4 A et & C, tel que K°*A soit &

variation intégrable, de compensateur prévisible Ke<C .

Un processus v.f. A étant donné, il existe au plus un processus v.f.

prévisible C vérifiant ces conditions.

Démonstration. D'aprés la proposition 2, A-C est dans (Zm) et nul en O

ss'il existe une partition dénombrable prévisible (Bn) telle que chacun des
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IBn +(A-C) soit une martingale locale nulle en 0, c'est-a-dire ssi (ii) est
réalisée. Les implications (ii) = (iii) = (v) = (iv) = (ii) se vérifient comme
dans la proposition 2 (pour (iii) = (v) , il faut utiliser, au lieu de §1 ,
1'espace de Banach des processus i variation intégrable). L'unicité de C se

déduit de (V). e

DEFINITION. Lorsque les conditions de la proposition 3 sont réalisées, on dira

que le processus v.f. A est compensable, et que C est son compensateur,

L'exemple du début montre que la classe des processus v.f. compensables
est en général strictement plus vaste que celle des processus & variation
localement intégrable ; pour ces derniers, la définition ci-dessus coincide avec
la compensation ordinaire., Le point (v) montre que les processus'compensables
forment un espace vectoriel, sur lequel la compensation est une opération linéaire.
La condition (i) de la propbsition 5 peut étre reformulée ainsi : Pour

qu'un processus v.f. nul en zéro X soit dans (Em) , il faut et il suffit

qu'il soit le compensé d'un processus compensable A ; lorsque c'est le cas,

on peut prendre At = Esgt AXS .
La condition (v) aussi peut &tre réécrite : Soit A= P\ P décompo—
sition canonique du processus v.f. A en différence de deux processus croissants ;
- (4
on notera u+ et les mesures correspondantes sur la tribu optionnellé/ et

v, et v leurs restrictions respectives i la tribu prévisible (contrairement

a3 ptoet uoo, v, et v_ peuvent ne pas ftre étrangéres). Dire que A est

compensable, c'est dire que v+ et v_ sont g-finies, et que leur différence
v, -V_ est finie sur des ensembles HO,TnI]r‘ BE_x{Tn>O} qui croissent vers
KE_xQ . Elle est alors associée & un processus v.f, prévisible C , qui est

bien sir le compensateur de A . En particulier, si A est un processus crois-—

sant (ou plus généralement un processus v.f. tel que v+ et v_ soient étran—

géres), alors pour que A soit compensable, il faut et il suffit qu'il soit 3

variation localement intégrable. Ceci est & rapprocher de la propositicn 1 sur

les martingales & sauts positifs.

(1) wh(r) = ELE:;IF(S)'dA;] ; de méme pour p .
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Les processus v.f. compensables sont tous dans la classe (E) . La réci-
proque n'est pas vraie : Si Q = KE. est muni de sa tribu borélienne, d'une loi
exponentielle, et de la plus petite filtration habituelle faisant de 1'appli-
cation identique T un temps d'arrét, le processus % IﬂT,ﬂﬂ[ est dans (E)
(car c'est une intégrale par rapport 4 la semimartingale spéciale IET'°°E )
mais n'est pas compensable (car il est croissant et & variation non localement
intégrable). Voici un critére plus général : Si (Q,E,P,(gt)tzo) est tel que

la classe (Em) est strictement plus grosse que celle des martingales locales,

il existe dans (L) des processus v.f. non compensables. Soit en effet H*M

une intégrale stochastique par rapport i une martingale locale, qui ne soit pas
une martingale locale. Le théoréme 1 de [2] fournit une martingale locale v.f.
B telle que H+(M-B) existe au sens des martingales locales, et que A = H*B
existe au sens de Stieltjes sans étre une martingale locale, donc sans €tre &
variation localement intégrable. Soit A+-A- la décomposition canonique de

A en différence de deux processus croissants. L'un au moins d'entre eux, par
exemple At , n'est pas localement intégrable, donc pas compensable. Mais A
est dans (Z) , donc, grace au théoréme de [1], on a pour tout temps d'arrét T
E[IAAT] IET—] <o , d'ou E[IAA;] IET_] <® , et le processus croissant At

bien que non compensable, est dans (E) .

De méme que, pour un processus v.f. A , on a, sans réciproque, les
implications

A localement intégrable = A compensable = A€ (Z) ,
de méme un ensemble de semimartingales vient se coincer strictement entre les
semimartingales spéciales et la classe (L) :

DEFINITION. Une semimartingale sera dite presque spéciale si elle est la somme

d'une martingale locale et d'un processus v.f. compensable.

PROPOSITION 4. Soit X une semimartingalé. Les cing conditions suivanties sont

équivalentes :

(i) X est presque spéciale ;
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(ii) pour toute décomposition X = R+B , ol R est dans (Zm) et ot

B est v.f., B est compensable ;

(iii) il existe une décomposition X = S+C , ot S est un processus

de (Em) nul en zéro et C un processus v.f, prévisible ;

(iv) le processus v.f. U, = zsgt X I{|Axs| 1) est compensable ;

+ -
(v) le processus v.f. Vt = supsgtxs - Supsgtxs est compensable.

Lorsque ces conditions sont réalisées, la décomposition (iii) est unique,

et pour toute décomposition du type (ii) ol Ro =0, C est le compensateur

de B (la décomposition (iii) sera dite canonique).

Démonstration. (i) = (iii) ¢ Si X = &+A ol M est une martingale locale

et A un processus v.f. compensable, il suffit de prendre pour C le compen-
sateur de MO+A .

(iii) = (ii) et unicité de C : Le processus v.f. B est la somme de
C-RO , qui est son propre compensateur, et du processus v.f. de (Bm) nul en
zéro S-R+ RO , qui est le compensé de la somme de ses sauts, donc de compen-
sateur nul. Ainsi, B e8t compensable, de compensateur C—RO .

(ii) = (i) est trivial.

(i) @ (iv) : I1 résulte de (i) et (ii) qu'un processus v.f. est compen-
sable ssi c'est une semimartingale presque spéciale. Comme X-U est spéciale,
donc presque spéciale, X est presque spéciale ssi U est presque spéciale,
c'est-a-dire compensable.

(i) ® (v) se démontre de méme : il suffit de vérifier que X=-V est
spéciale. Posons T = inf{t: iXt] 2n} . Ssur [0, , les processus |X| et
|V| sont bornés par n ; sur {XTg n} , IXT—VTI = SUP_ X; est majoré
par n ; sur {X,I,g—n} ’ |XT-VT] = sup, n X; est majoré par n . Donc

(X—V)T est bornée, et X-V est localement bornée. =

Toute semimartingale de (L) s'écrit H*X , oi X est spéciale, de
décomposition canonique M+ A ; le théoréme de Jeulin (théoréme 2 de [2]) dit
que HeX est spéciale ssi H est intégrable par rapport & M au sens des

martingales locales et & A au sens de Stieltjes. La proposition ci~dessous
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montre que H+X est presque spéciale ssi H est intégrable par rapport &
M et A au sens de Jacod.

PROPOSITION 5. Soient X une semimartingale presque spéciale de décomposition

canonique S+ A et H un processus prévisible intégrable par rapport & X .

Pour que H*X soit presque spéciale, il faut et il suffit que H soit dans

L(S) et L(A) .

Démonstration. Si H est intégrable par rapport 4 S et A, H+*X est presque
spéciale, de décomposition canonique HeS+H.A . Réciproquement, supposons HeX
presque spéciale, de décomposition canonique R+ C . Soit K un processus prévi-
sible > 0 tel que XK et HK soient tous deux bornés. Alors (KH)<X est
presque spéciale, de décomposition canonique (KH)*S+ (KH)*A ; de méme,

K+(H*X) est presque spéciale, de décomposition canonique K+R+K+C . En vertu
de 1l'associativité de l'intégration stochastique, ces deux semimartingales

sont égales, d'ou (KH)*A = K+C . Mais % est intégrable par rapport & K-C ,
d'intégrale C . Toujours par associativité, il s'ensuit que H = %(KH) est
intégrable par rapport &4 A (et d'intégrale C ), donc aussi par rapport 3

X=A =S . ==

REMARQUES, 1) Le fait que 1'inclusion des semimartingales presque spéciales
dans la classe (L) soit stricte montre qu'en général une semimartingale de
(£) ne peut pas &tre décomposée en un processus de (Em) et un processus v.f.
compensable. La seule chose que l'on puisse dire est la trivialité suivante :
Pour toute décomposition d'un processus de (L) en une martingale locale et
un processus v.f., ce dernier est dans (I) .

2) (P.A. Meyer) On est tenté d'introduire une nouvelle classe : les

semimartingales presque v.f., qui s'écrivent H+A , avec A A& variation finie

et H dans L(A) . Mais si A est prévisible, H+A est v.f. ; il ne semble

donc pas que l'on puisse obtenir ainsi de nouvelles décompositions.
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