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LES FILTRATIONS DE CERTAINES MARTINGALES
DU MOUVEMENT BROWNIEN DANS R”

Marc YOR (9

INTRODUCTION :
Si X est un mouvement brownien a valeurs dans I{n, issu de

l'origine, et A une matrice n x n, 3 coefficients réels, on &tudie la

filtrationMA de la martingale MA = J (AXS s dXS).
0

On obtient principalement les résultats suivants :

- 81 A est symétri.que,dmA est la filtration d'un mouvement brownien i
k. ~
valeurs dans R, issu de O, oi k est le nombre de valeurs propres

distinctes et non nulles de A.

. . . - A
- Les seules matrices A pour lesquelles toute martingale relative a ff}
puisse se représenter comme intégrale stochastique par rapport & MA

. by ~ .
sont les matrices A= cRIrR, ol R est une matrice orthogonale, c¢ une
constante, et Ir la matrice n x n, diagonale, dont les r premiers

éléments diagonaux sont égaux & 1, et les (n-r) autres égaux & O.

(%)
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PRELIMINAIRES.

Notations et remarques :

(2,F,P) est un espace de probabilité complet, muni d'une filtration
(]‘J= (@t)t > 0 vérifiant les conditions habituelles. Toute sous-
filtration ‘%der&f , c'est-d~-dire :

toute filtration 'ej = t)t > 0 telle que, pour tout t,

%t C_li(:t (ce que 1'on note aussi ‘Qj g-(&'j), utilisée dans la suite,

vérifie également les conditions habituelles.

Soit Z : @ XR+ S LA processus. On note K.Si(Z) la filtration
naturelle de Z, c'est-a-dire :

(@I}z(z) = U{ZS , 8 <t}l, t>0) rendue (F,P) compléte et continue
3 droite.

Si Z et Z' sont deux tels processus, respectivement i valeurs dans

RP et Rq, on dit que :
- Z domine Z' (ou : Z' est dominé par Z) si "5:(2') Q{S:(Z)

- Z &quivaut 3 2' (ou : Z et Z' sont équivalents)

si: Fa) =F@).

~

Dans tout l'article, X est un mouvement brownien i valeurs dans

e s _ i .
Rn, vérifiant Xo= 0,et dont les composantes sont notées X (1 <i <n

NO)

(1) Soulignons 1'importance qu'il y a =-en particulier dans cet

article- 3 distinguer un mouvement brownien 3 valeurs dans

n . o i .
R, de n mouvements browniens réels (X) » qul ne

I<izn

sont pas -en général-indépendants.
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On note Mn 1'ensemble des matrices réelles n x n. L'objet de 1'article

est 1'étude de la filtration M;A =(§(MA) , ol

MA = J (AXS . dXS) N Aé.ldn , et (, ) désigne le produit scalaire
0

usuel de Rn.

Nous énongons maintenant deux lemmes de domination, particuliérement importants

dans la suite.

¥

i T+
Lemme 1 : Pour toute matrice TE& ldn, les processus (TX,X) et M

sont équivalents. En particulier, si T est symétrique, (IX,X) €quivaut &

Mr. )

Démonstration :

C'est une conséquence de l'identité :

t
(TX,_,X) = Jo ((r+1) X, dX) + trace (Dt,

obtenue 3 1'aide de la formule d'Ito.

Lemme 2 : Si M et N sont deux martingales continues telles que M domine N,

alors M domine également <M,N>,

Démonstration :

Ce résultat découle immédiatement de 1'approximation, en probabilité,
pour tout t, de <M’N>t’ par des expressions de la forme
k

I M -M )N = N ) (O<t.<t).
i=1 i+l & G41 Y 1

1.2 La filtration du processus de Bessel d'ordre n.

Théoréme 1 :

. . s n . ..
Soit X mouvement brownien 3 valeurs dans R, issu de l'origine.

1) S8i n=1, |X| &quivaut au mouvement brownien

X' =J sgn(Xs) dXs.
0
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. i.2
2) Si n>1, |X| = (Z(Xl) )1/2 équivaut au mouvement brownien réel

Xt daxh)
i=1 S S

Remarques :

1) Pour tout n, et tout t < +=, on a :

T.dxh GF .

2) En (3) (proposition 14), les résultats du théoréme 1 ont &été

-

. n ...

obtenus pour X mouvement brownien 3 valeurs dans R, vérifiant

P(X0 =x) =1, ol xeRn, x # 0.

Toutefois, la démonstration faite pour 1) est toujours valable lorsque

x =0 ; elle a été faite indépendamment par D. Lane (1) .

(1

Démonstration du théoréme 1 :

D'aprés la seconde remarque, il suffirait de prouver 2). Cependant,

P cqs o e e 2
la méthode utilis@e ici est valable pour n > 1. Notons p = |X|”.
t
D'aprés la formule d'Ito, on a, pour tout ¢t : Py = 2 J Pg st + nt
o
fon note encore B pour X' si n=1).

On en déduit, tout d'abord, que p domine B, car ce dernier processus peut
t

s'écrire : Bt = J ﬁd(os - ns).
o s

Inversement, d'aprés T. Yamada (2) » p est la solution de 1'équa-
t

t
tionen H: H_ =2 J f(HS) dBS +nt, oi f(x) = V|{x| est une fonction
o

de R dans lui-méme, holdérienne d'ordre l/2 ; il s'ensuit, toujours d'aprés

(2) » que p est adapté 3 la filtration (g(B).

(1) Cette démonstration est die 3 T. Jeulin, que je remercie vivement de

m'avoir autorisé 3 la publier ici.
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Du lemme 1, on déduit la conséquence suivante du théoréme 1 :

Corollaire :

On utilise les notations du théoréme 1.

¢« n . .

. I . N . N .

La martingale M = I z X: dX; équivaut 3 X' si n=l et d8 B si n > 1.
0 i=l

. . A . P
2. Etude de la filtration Jﬂ , pour A matrice symétrique.

Remarquons tout d'abord que si A, A'eMn sont liées par la relation

N .
A' = RAR , ol Rel’[tl est une matrice orthogonale , les martingales

v - J (X, , dX) et vt - JO (A%, dx)

ont méme loi ; en effet, on a aussi :

Al
MA = J (AX; , dX;) , oi X' = RX est également un mouvement brownien i
(0]

n . . A A' ~
valeurs dans R . En particulier, M et J ont méme structure.
On peut maintenant énoncer le :

Théoréme 2 :

. P A . .
Si AGE)%Q est symétrique, /Il est la filtration d'un mouvement

. < k . N
brownien 3 valeurs dans R, issude O, oi k est le nombre de valeurs

propres distinctes et non nulles de A.

Démonstration :
- Montrons tout d'abord que MA domine (APX,X), pour tout p > 1.
A MA: -
D'aprés le lemme 2, MA domine <MA,MA> et donc é—igaiﬂ—i = (AZX,X).

2
D'autre part, d'aprés le lemme 1, (AZX,X) équivaut 3 MA .

2
a >
at

= (A3X,X), et

D'aprés le lemme 2, MA domine donc

2,2

A
d<MA,M > 4

—— = (A'X,X).

dt ( ’)
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Lorsque 1l'on itére ce procédé, il apparalt que MA domine (ApX,X), pour tout

*
PEN

- D'aprés la remarque débutant le paragraphe 2, on peut supposer A

identique 3 la matrice diagonale

De plus, on peut supposer que les 1 premiers termes A; sont
égaux (& ul # 0), les P, suivants égaux (3 Hy # 0) et ainsi de suite
. -~ * - - -
jusqu'a k, avec pl +ooot pk =r, piéll s, les réels My étant deux 3

deux distincts, et enfin que les (n-r) derniers termes diagonaux sont nuls.

P
1 .,
Notons Z1 = I (Xl)2 , et plus généralement :
i=1
pl +oo0t Py .,
Z£=Z (xM) (1 < ¢ < k)

Py +o..F Py + 1
A 1'aide de ces notations, on peut écrire, pour tout p > 1

(aPx,x) = u

1

[

P
2 L

Les réels uy (1 <% < k) étant 2 a 2 distincts et non nuls, le

Wy sy cee My
p2 112 2
1 2 LN

déterminant E n'est pas nul,
Uk k k
1 u2 uk
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k
car il est &gal au produit de I W, par le déterminant de Van der Monde
2=1

de paramétres (u1 yeoes uk). Donc, les processus ZZ (1 < 2 <k) sont
k
dominés par MA, et inversement, MA,qui équivaut 3 (AX,X) = I p

Z,, est
2=1 x

L

dominé par le processus Z = (Z1 seees Zk).

D'aprés le théoréme 1, chaque processus Zl équivaut 3 un mouvement brownien

. Les processus Z, &tant indépendants, les mouvements

réel, issu de 0 , X' .

2
browniens Xi le sont aussi, et finalement X' = (X' ,..., Xi) est un

. k _ . »
mouvement brownien a valeurs dans R, équivalent 3 MA.

Corollaire 1 :

'CST(XI Xz) est la filtration d'un mouvement brownien i valeurs

2 . P . .
dans R, issu de O. Plus précisément, si 1'on note Y 1le mouvement brownien

de composantes :

Yl =L (X1 + Xz) et Y2 =L (X1 - X2), la filtration ‘S:(Xl XZ) est
V2 V2
celle du mouvement brownien Y' = (Y'1 , Y'2) , ol :
Y'1 = J sgn(Yl) le et Y'2 = J sgn(Yz)de.
0 s s 0 s’ s

Démonstration :

D'aprés la formule d'Ito, xl x2 = MA’ ol A =($ é)°

Cette matrice se diagonalise sous la forme A = R(é _?)R,

(i _i). Remarquons que Y = RX, et MA = J Yl dyl - YZ dY2.

0

1
V2

avec R =

D'aprés la démonstration du théoréme 2, MA équivaut au processus

1 2 . A P - PR
(¢4 )2 , (Y )2), lui-méme équivalent & Y' (théoréme 1).
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Corollaire 2 : M

Si Aé]&l, A# 0, la filtration JﬂA est celle de (k+1)
mouvements browniens réels (Yi)1§j§k+l , issus de 0, ol :
- k est le nombre de valeurs propres distinctes et non nulles de B = AA.

P 1 k . R
- Dans le cas général, (Y ,-, Y ) est un mouvement brownien 3 valeurs

dans Bk, équivalent 3 (BX,X).
2

Y 1 k+1 . =
- Dans le cas oi AA" =0, (Y ,—, Y ) est le mouvement brownien 3
valeurs dans Bk+1.

Remarque :
Dans le dernier cas, on montre aisément que la dimension de 1'image

P ~ N . . s n
de B, et donc k , sont inférieurs ou égaux 3 la partie entiére de 5 -

Démonstration :
Quitte d effectuer un changement de base orthogonale, on peut
supposer dans toute la démonstration, que B est une matrice diagonale de

la forme

,oli pour tout i, 1 <i <r (r <n), on a Ai # 0.

r .
Remarquons que le processus |AXSI2 = I Ai(X:)z s'annule au plus, dP(w) p.s,
i=1

sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle : en effet, les coefficients Ai
sont strictement positifs, et un mouvement brownien réel ne s'annule, dP(w) p.s,

que sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle. La martingale locale

————————— est donc bien définie, et a pour processus croissant t : c'est

. . k+1
donc un mouvement brownien réel, que 1'on note Y .

(1) Comme on 1'a signalé& en 1.1, la distinction entre un mouvement brownien

3 valeurs dans ]Rp, et p mouvements browniens réels est essentielle.
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D'aprés le théoréme 2, le processus |AX|2 = (BX,X) est équivalent 3 un

mouvement brownien (Yl . Yk), 3 valeurs dans Rk, ol k est défini

dans 1'énoncé.

Comme |AX‘ est dominé par MA, et que inversement, MA = iAX IdYk+1 , on
0 -] s

en déduit le résultat pour le cas général.

v, 2 . .
Dans le cas oi AA” = 0, 1'image de la matrice A est donc contenue

dans Ker(B), et on a :

i i
yE*t1 IEIZ J fl_uf.)_E_?_(E_
i=r+1 ‘0 les|

Par ailleurs, d'aprés les théorémes 1 et 2, tout mouvement brownien
1 ky o k. s .
(Y ,—, Y) 3 valeurs dans R , équivalent a [AX], est une intégrale

stochastique matricielle par rapport a (X1 > Xr).

On en déduit que deux quelconques des mouvements browniens réels

e (1<i<k+l) sont orthogonaux, en tant que martingales, et donc que
1 k+1 < k+1

(Y ,—, Y ") est un mouvement brownien & valeurs dans R -»
3. Les martingales MA _qui ont la propriété de représentation prévisible.
3.1 Une définition et un contre—exemple :

Rappelons que, si N est une (G‘:,P) martingale locale continue
(réelle), c'est aussi une ((S"(N),P) martingale locale continue : en effet,
les GV (N) -temps d'arrét Tn = inf {t / thl > n} (nENXN) réduisent N.
On peut alors poser la :
Définition :

On dit que N a la propriété de représentation prévisible si toute

(‘g(N),P) martingale réelle bornée L peut s'écrire :

L=c¢c+ J ¢S dNS, oi ceR, et ¢ est un processus G:(N)—prévisible,
0
convenablement intégrable.
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Remarques :
1) I1 est équivalent, dans la définition, de remplacer "martingale

bornée" par "martingale locale". (cf. (4), théoréme 2).
2) En [l), D. Lane a &tudié, dans le cas n = 1, la propriété de

- . P . £ ) N
représentation prévisible pour les martingales M = J f(xs) dXs, oi f
[¢]
varie dans une classe importante de fonctions réelles continues.

En relation avec la définition, rappelons briévement que :

- d'aprés un célébre théoréme d'Ito, le mouvement Brownien réel posséde la

propriété de représentation prévisible.

- plus généralement, il y a identité entre les martingales locales (continues
ou non) qui ont la propriété de représentation prévisible, et celles dont
la loi est extrémale dans l'ensemble des lois de toutes les martingales
locales (voir par exemple (4), théoréme 1).

En 1975, H. Kunita m'a indiqué comme exemple de martingale n'ayant
pas la propriété de représentation prévisible M
Z = J Xl dXz.

° 1.2
En effet, d'aprés le lemme 2, Z domine (X)°, qui &quivaut, d'aprés le

, celui de :

lemme 1, 3 : I Xl dxl.
0

Or, cette martingale est orthogonale & Z, qui ne saurait donc avoir la proprié-
té de représentation prévisible.
Le théoréme 2 permet en fait de dégager complétement la structure
de ’ﬁ‘(Z).
Dans ce but, remarquons que : a) Z = MA, avec A = (2 8).

b) A% = 0.

(1) Cet exemple semble maintenant faire partie du folklore de 1'étude des
martingales continues. A. Shyriaev a cité le méme exemple 3 J. Jacod,

et D. Lane m'a signalé avoir construit un exemple tré&s voisin avec S. Orey.
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En conséquence, d'aprés le corollaire 2 du théoréme 2, Z équivaut 3 un mouve-
. N 2 P . . .
ment brownien Y, 3 valeurs dans R, et on déduit aisément de la démonstration
de ce corollaire que 1'on peut prendre pour Y 1le processus de composantes :
. 2 .
Y1 = J sgn(Xl) Xm , et Y = [ sgn(Xl) dX2.
) S S 0 S S

3.2 Caractérisation des martingales MA qui ont la propriété de représenta-—

tion prévisible.

Théoréme 3 :

Les matrices Aelﬁltelles que MA = J (AXs . dXS)
0

ait la propriété de représentation prévisible sont les matrices

. - . .
A= cRIrR, ou c€R, R&l’[n est une matrice orthogonale, Ir est la matrice

diagonale, dont les r (l<r<n) premiers &léments diagonaux sont égaux a 1 ,

et les (n-r) autres égaux & O.

Démonstration :

- Le cas A=0 (qui correspond dans 1'énoncé & c=0) est trivial, et on

suppose dans la suite A # O.

d <MA,MA>

dt

- Soit Aélﬂf D'aprés le lemme 2, le processus = (BX,X),

by o2 A .
oi B = AA, est dominé par MA. I1 en est donc de méme de la martingale

MB = J (BXS . dXs), d'aprés le lemme 1.
0

Ainsi, si MA a la propriété de représentation prévisible, il existe un

processus ¢ . Jﬂﬁ prévisible, tel que :

(1 e = J o) e
0

Remarquons que, comme pour tout t, E [(Mﬁ)z) < o, on a :

t
Ve, EI 0% (s) (X, , AX )ds < =
o
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De (1) , on déduit, en identifiant les intégrands par rapport & dX :

BXs = Q(s) AXs , dP ds ps.

I1 existe donc s, réel strictement positif, tel que :
2
E (@°(s) (ax, , AX)) <=

et

B.‘(s = ¢(s) AXs P ps.

On peut donc prendre 1'espérance conditionnelle par rapport 3 XS des deux
membres de la derniére égalité :

. . . P n
il existe alors une fonction boréliemne ¢ : R -+ R

telle que BXS w(Xs) AXs P ps.

et donc :

(2) Bx

Y(x) Ax , dx ps.

On définit la fonction Lpo : R® + R, suivante :

]
o

si xE€(Ker A) , wo(x)

si x¢(Ker A) , R’JO(X) = S==sSs

On a donc, d'aprés (2), Bx = lpo(x) Ax dx ps, sur C(Ker A).
Or, C(Ker A) est un ouvert de Rn, et sur cet ouvert, les fonctions
Xx —> Bx et x —> q)o(x) Ax sont continues.
L'égalité .(3) Bx = wo(x) Ax a donc lieu partout sur C(Ker A), et donc

n
sur tout R (sur Ker A, les deux membres sont nuls).
o . . .
B = AA est symétrique, et donc diagonalisable dans une base orthogonale
n .
(pour R ) de vecteurs propres (ei) (avec la matrice de passage
i<n

orthogonale R).
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D'aprés (3), si la valeur propre Ai (pour B) correspondant

a e n'est pas 0, on a :

%) re, = wo(ei)Aei # 0,

donc ei est un vecteur propre de A.

Y .
Si Bei =0, on a alors (AAei,ei) = 0, et donc IAeil = 0, c'est—a-dire

A admet donc pour vecteurs propres, la méme base (ei)

(orthogonale) de vecteurs propres que B : elle est donc symétrique.

D'aprés le théoréme 2, et le théoréme classique d'Ito sur la repré-
. . . R k
sentation des martingales d'un mouvement brownien & valeurs dans R, toute

A . _ e .
jh -martingale se représente donc comme la somme d'intégrales stochastiques
par rapport 4 k mouvements browniens réels indépendants. Pour que toute
martingale puisse se représenter comme intégrale stochastique par rapport

3d une martingale fondamentale (& savoir, MA, sous notre hypothése), il est
nécessaire que k = 1, c'est-a-dire (théoréme 2) que toutes les valeurs

propres non nulles de A soient égales ; on en déduit que A peut s'écrire

sous la forme annoncée.
Inversement, si A s'@crit sous cette forme, on peut supposer,

d'aprés la remarque débutant le paragraphe 2, que A = Ir'

Autrement dit, quitte 3 prendre n = r, il s'agit de montrer

™ B

J X: dx; a la propriété de représentation prévisible.
i=l ‘0

N . P r _ . s .
Or, d'aprés le corollaire du théoréme 1, M  équivaut & un mouvement brownien
réel Y (qui a la propriété de représentation prévisible), et les processus
I 1 . o
<M ,M >t et <Y,Y>t(= t) sont équivalents (au sens des mesures positives sur

la tribu prévisible associée 5‘3‘(MI) ') : il est alors immédiat que MI

a la propriété de représentation prévisible.
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Concluons ce travail par 1'énoncé d'une conjecture : le théoréme 2,

~ . . A s s . P
et 1'étude individuelle de filtrations Jﬂb associées a certaines réduites

de Jordan Aelﬂl, semblent indiquer que, pour toute Aélﬁl, MA équivaut

< . N k .
3 un mouvement brownien 3 valeurs dans R (k = ?) 1issude O.
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