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Université de Strasbourg 1977/78

Séminaire de Probabilités

ARRET DE CERTAINES SUITES MULTIPLES DE
VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

par R. Cairoli et J.-P. Gabriel

§1. INTRODUCTION

Le présent article étudie deux procédés d'arrét appliqués & cer-
taines suites multiples de variables aléatoires. Ces deux procédés se
distinguent par le type de "passé" sur lequel ils se basent: passé

large ou passé étroit. Chacun des deux donne lieu & un point aléatoire

dans ZNd qui est non anticipatif relativement au passé considérsé.

Les résultats obtenus étendent ceux de Davis, McCabe et Shepp
contenus dans [3] et [5] et peuvent se résumer ainsi: si
{X , (n, , vve., n) e:md} est une suite multiple de varia-
Ny g oeeeey Ny 1 d N
bles aléatoires indépendantes et toutes réparties comme une variable
aléatoire X, alors la condition
lel roees ’le

(a) E{ } < » , pour tout (V7 eees vd),
Vit ees Vg

équivaut & la condition
+
() E{X]| (logT|x)9} < =,
ou
+
(c) E{|X|log [X]|} < =,

suivant que (v, , ..., vd) désigne un point d'arrét relatif au passé

large ou un point d'arrét relatif au passé &troit; en outre, 1'équi-
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valence des conditions (a) et (b) est conservée si la somme partielle

arrétée S v, = ) Xy J remplace
roeeet . . reses
1 d SRENPERR RN PIS 1 d
X , et (c) est aussi équivalente &

VI eeinVy | |
Xn. , ve.p n
(a) E{ sup 1! ' d

(nl,...,nd)eF npte.. Ny

} < », pour tout chemin

aléatoire croissant T.

Nous n'avons pu établir en toute généralité si (c) implique (a),

avec Sv d la place de X , lorsque le point d'arrét

Lroreer Vg Vs oeeerVy
est pris relativement au passé étroit. Pour cette raison, la question

de l'équivalence de ces deux conditions n'a pas été traitée ici.

§2, NOTATION, PREMIERES DEFINITIONS

Dans ce qui suit, d est un nombre entier positif qui désigne la

dimension de l'ensemble des indices. Cet ensemble sera le produit

N x...XxIN (d fois), noté plus briévement :md. Ici IN désigne l'ensem-

. - PR d P
ble des entiers positifs. Les éléments de IN seront notés par les
lettres soulignées n, m ou i et appelés points. Lorsque l'introduction
des coordonnées s'avérera nécessaire, nous poserons n = (n1 ) eees nd);

1 sera le point (1, ..., 1). Le produit n,*...* n, sera toujours noté

d
|n|. L'ensemble ¢ sera supposé muni de l'ordre n { m , qui signifie

n, < ml, ceey nd < md ; © désignera un point & 1l'infini de ZNd , Cc'est-

s_ s ~1z S . d £
d-dire un élément supérieur & tous les points de I ; |»| sera posé

Nous supposerons qu'un espace probabilisé (2,3 P) est donné et
fixé tout le long du travail. Nous noterons X une variable alé&atoire

de référence. La donnée de base sera constituée d'une suite multiple
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{Xn r D e:md} de variables aléatoires indépendantes et réparties comme
- d

X. L'adjectif "multiple" sera par la suite omis. Pour tout n €N,

nous désignerons par Sh et gn les tribus o(Xi » 1 < n), resp.

o(Xi r 0+ 1 { i). Pour tout n e:md, nous poserons Sn = J X . Pour

i 2 i<n®
X () [/]=] = |s_(w)|/]=| = 0.

tout w € 2 , nous poserons Xw(w)

Nous é&crirons toujours sup , } , } ,... au lieu de sup a’ )
n n Jj n€mw n€

N

JEWM "°°°

Les deux notions suivantes ne sont pas nouvelles. La premiére
apparalt, par exemple, déja dans [2] et la deuxiéme dans [8]. Les

deux coincident avec la notion de temps d'arrét dans le cas ot d = 1.

Définition. Nous appellerons point d'arrét (resp. point d'arrét

=

au _sens large) toute variable aléatoire'ﬁ a valeurs dans ZNdLJ{j}

telle que

{v < n} €3 (resp. {v < n}e G,) pour tout n e wd,

A noter que nous aurions pu prendre {v = nl} & la place de
{v { n} dans la définition, sans en altérer le contenu. Pour le con-

stater, il suffit d'écrire
{fv=n}={v<nln{vd(n =hn, e ngdlno...
n{vd , ..., ng_qrng = DI,

ou seuls les termes correspondant aux indices j tels que nj - 121

apparaissent dans l'intersection.
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§3, ESPERANCE D'UNE SUITE ARRETEE. DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPEN-
DANTES ET EGALEMENT REPARTIES

Si {Xn , E.Ejmd} est une suite de variables aléatoires indépen-

dantes et réparties comme X, alors E{suplxnl} = E{sup|xn|}, donc

n»i = n =
sup]Xn| = supIan p.s., pour tout i € Nd. Il s'ensuit, en vertu de
i o= noo=
la loi (0,1), que supIXn] = c p.s., ol c est une constante pouvant

n a
étre infinie. Cette constante est finie si et seulement si
™

(3.1) X €eL.

Ces considérations élémentaires sont bien connues et peuvent se faire

indépendamment de l'ordre < en énumérant les point de :Nd. La condi-

tion qui va suivre, équivalente elle aussi & (3.1), fait par contre

intervenir l'ordre < de Nd:

(3.2) E{lxvl} < » pour tout point d'arrét v.

Néanmoins, I'équivalence de (3.1) et (3.2) peut étre ramenée au cas
d'une dimension. En effet, (3.1) implique clairement (3.2) et, inver-
sement, si V est un temps d'arrét relatif & la suite {in , n €W},

ol X =

n X(n, 1, e, 1 alors v , défini par

l<
1l
—
<
~
N
~
.
.
.
~
N
-
0
'_J
<
A
8
~

8
0]
H
<?

It

8

est un point d'arrét, puisque
{v < n}={Vxg nl} € o(xn, n < nl) C Sé ,
et de ce fait (3.2) implique

E{|i5l} < » pour tout temps d'arrét v,

donc (3.1), étant admis que l'implication a lieu dans le cas d'une
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dimension.

Nous nous restreindrons donc au cas d = 1.

Théoréme. Soit {Xn , n €N} une suite de variables aléatoires
indépendantes et réparties comme X. Les deux conditions suivantes
s'égquivalent:

(a) E{[Xv|} < © pour tout temps d'arrédt v;

) x €.

Bien qu'il semble improbable que ce résultat soit nouveau, nous
avons &té incapables de le trouver dans la littérature. C'est la rai-
son pour laquelle nous en donnons ici une démonstration. Voici

d'abord un résultat auxiliaire.

Lemme. Si X ¢ Lm, il existe une fonction réelle f, définie surEgJ

telle que E{f(|X]|)} < = et E{|X|£(|X])} = .

Démonstration. Pour chaque n € N , désignons par In 1'inter-

valle [n-1, n) et par {In ; J €N} la suite des Irl tels que
]
P{|x| € In} > 0 , énumérés dans l'ordre croissant. D&finissons la
fonction f par
1

pour tout t € In et j EWN ,
% P{|X]| € I3 j
f(t) = J

t 0 ailleurs.

Nous avons alors
P{|X| e 1_}
n. 1
E{£(|X])} = § J =] — <o,
ijP{leeIn} j 32
]




ainsi que
(nj—’l) p{|x] € In.}
E{|X|E£(|X])} » { "
j 32 p{|x| e1_1}
"3

[N

Y
.~
o [T

-

1

8

et le lemme est donc démontré.

Démonstration du théoréme. Il est clair que (b) implique (a).

Inversement, supposons que X § L” et montrons gu'il existe un temps
d'arrét v pour lequel l'espérance sous (a) est infinie. Nous pouvons
admettre que E{|X|} < =, sinon v = 1 serait le temps d'arrét cherché.
Sans restreindre la généralité, nous pouvons aussi admettre que
P{|x] < 1} > 0. Soit f la fonction du lemme et soit v le temps d'arrét
défini par

inf{j:f(|Xn|) >n} sif{}+9g,

® si {} =29
En raison de l'indépendance des variables aléatoires Xn , nous pouvons

écrire

v = n}

-

E{val} ZE{Ixnl

n

=§1E{|Xn| P EUX ) <1, e, £(X <n-1, £(]%_|) 3 n)

n—1l)

= rzl PLECIX [) < ooey £(IX 4D <n=1} E{IX | 5 £(]X_|) > n}

\

g P{v = «} E{|X | ; £(|X_[) > n}.

Désignons par p la répartition de X et supposons que nous ayons pu

démontrer que P{v = «} > 0., Alors

]
E{[X [} > P{v = =} ] %] dp(x)
% {£(1%]) 3 n}
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S

o} [ x| (£(|x]) = 1) dp(x)

-00

> P{v

]

1]

= P{v = «} (EB{X[£(]X)} - E{|X]|}) ==,

en raison du lemme et du fait que E{|X|} < ., Pour compléter la démon-
stration, il ne nous reste donc plus qu'a vérifier la supposition. Nous
avons

P{v = =} =1 P{f(|Xn|) < n} =1 P{f(]|X]) < n} .
n n

Or, puisque P{|X| < 1} > 0 , tous les facteurs du dernier produit sont
positifs, si bien que la convergence de celui-ci équivaut a celle de
la série ) P{£(|X|) 2 n} . Mais la somme de cette série est majorée

n

par l'espérance E{f(|X|)} , qui est finie, par le choix de f. La dé-

monstration du théoréme est ainsi achevée.

§4. ARRET AU SENS LARGE DE xn/|3| et sn/|3[

Soit {Xn , N e:md} une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et réparties comme X. Dans le cas ol d = 1, un résultat bien
connu, d@ & Burkholder [1], établit que les trois conditions suivantes

sont équivalentes:

X
(4.1) E{sup I B‘} < o 3
n [n]
[Snl
(4.2) E{sup z } < o
n |n|
(4.3) E{iX|(log+!Xi)d} < e,

Le résultat de Burkholder a é&té étendu aux dimensions supérieu-
res a 1 dans [4]. Par ailleurs, encore dans le cas oli d = 1, Davis

[3] , McCabe et Shepp [5] ont posé deux conditions supplémentaires et
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démontré que chacune d'elles est équivalente aux trois conditions pré-
cédentes. Ces deux conditions comportent l'arrét de Xn/n et Sn/n, et
il est naturel de se demander quel pourrait &tre leur analogue dans
les dimensions supérieures & 1. Une réponse & cette question est
donnée par le théoré&me suivant. Dans le cas d = 1 , ce théoréme coin-

cide avec le théoréme de Davis, McCabe et Shepp.

Théoréme. Soit {Xn ;D EINd} une suite de variables aléatoires
indépendantes et réparties comme X. Chacune des deux conditions sui-
vantes est équivalente & (4.1) - (4.3) :

[ Xy |

(vl

(4.4) E{ } < «, pour tout point d'arré&t au sens large v

(ou seulement pour tout point v fini de cette nature);

(4.5) E{ } < o« , pour tout point d'arrét au sens large Vv

(ou seulement pour tout point v fini de cette nature).

Démonstration. Nous pouvons supposer d > 1. Manifestement, (4.1)
implique (4.4) et (4.2) implique (4.5). Il reste donc & démontrer, par
exemple, que (4.4) implique (4.3) et que, de méme, (4.5) implique (4.3).
La démonstration sera faite en suivant la méthode employée par McCabe
et Shepp dans [5]. La variante entre parenthéses sera traitée en fin

de démonstration.

La premiére des deux implications s'établit par récurrence sur
d. Elle est vraie pour la dimension 1, en vertu du résultat précité de
Davis, McCabe et Shepp. Pour effectuer le pas de d -— 1 & d , nous

pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que P{|X| < 1} > 0.

Munissons :md d'un ordre total quelconque 4, qui ait toutefois la
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d d
propriété que n 4msi ) n < ] m . Désignons par v le premier n
T k=1 X ke - -

(pour l'ordre qui vient d'é&tre introduit) tel que Ianz n| , autre-

ment dit, posons

inf{n : IXnI > Inl} si {1} +9g,

<
1

o si {}=¢.

Alors v est un point d'arrét au sens large, car

{v=n}= {x.] < i} n {|X_| = |n]} € ,
vem o= [0 axl < lapn iyl s b e g

du fait que i 9 n implique n + 1 { i. Désignons par p la répartition
de X. Nous pouvons écrire, grdce & l'indépendance et & 1l'égale répar-

tition des Xn ,

%y | %a|
o > E { } =7 E{ i v=n1}
[v] n |n|
=7 - pn <) B(|x_| i |x | 1)
n [nf = =
> Ply = ©} ] —— J( |x| dp(x) .
22l 3 |al
Montrons que P{v = »} > 0. Puisque
P{v = =} =T P{[x | < |n[} =1 P{|X] < |n|} ,
n = n

cela revient & prouver que la série ) P{|X| > |n|} converge. oOr, il
n

est démontré dans [6] que cette série converge dans le cas ol

E{ d-1,

x| (Log™|x|)

< © , Mais cette espérance est bien finie. En

d-1

effet, la suite {im , M EN est formée de

} , avec XE = X(Er 1)’

variables alé&atoires indépendantes et réparties comme X et si i est
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un point d'arré&t au sens large relatif & cette suite, uy défini par

m, n si p est fini,
E =
© sinon,
est un point d'arrét au sens large relatif & la suite {Xn ;I e:md}
et
X X
[y | %3]
E{ } = E{—}.
[u] 1]

En raison de (4.4), la premiére espérance est finie, donc aussi la
deuxid&me, ce qui implique, par hypothése de récurrence, que
E{[XI(log+IX|)d_1} est fini. Il ne reste maintenant plus qu'ad é&tablir
1'inégalité

) S f x| dp(x) 2 X E{|X| (log®|x) 9} .
n | Ix| > | 4a!

=]

n|

La somme au premier membre est manifestement minorée par

J... S ( J |x| dp(x)) dt .. .dty
t ..ot !
1 11 a [x|zt..ty
(e oo (o]
- 1
= f Ix| ( J...J _— dt,...dty) do(x) ,
- 7 Bttty (e veiirty < %]}

et il n'est pas difficile de constater que 1l'intégrale itérée entre

2

parenthéses est é&gale & (1og|x|)d/d! , si [x|] > 1, donc 1'inégalité

s'ensuit.

Pour terminer la démonstration du théoré&me, il nous faut encore

prouver que (4.5) implique (4.3). A cet effet, nous allons encore
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suivre McCabe et Shepp et montrer que (4.5) implique
E{[Xv|/|2[} < o pour le point d'arrét au sens large défini dans la
premiére partie de la démonstration. Cette partie entrainera (4.3).

Puisque sur {y ¥ =},

Ix,1 < Isg |+ ] Ix1,

I<
l<

il nous suffit de prouver que

(4.6) B—— T |x,|
Ivl i3y =

—+
18
S

est fini. Pour cela, nous pouvons encore supposer que P{|X] <1} > 0.
Si i_(g_, alors i dn et si de plus ifFE , nous avons, compte tenu de

1'indépendance et de l'égale répartition des Xi '

E{[X]}

E{|X,| | v =n} = E{|X,] | |x,] < |i]} ¢ —————,
= | £ I = p{|x| < 1}

qui est fini, par hypothése, puisque E{[X|} = E{|S |}. La conclusion

s'ensuit aisément.

Passons maintenant & la variante du théoréme qui figure entre
paranthéses. Supposons que l'espérance dans (4.3) soit infinie. En
suivant 1l'indication donnée par McCabe et Shepp & la fin de [5], nous

allons produire un point aléatoire fini 1 , Si—mesurable et tel que

1%y, 1! 1Svaz
(4.7) EB{———} = et El——} = o,
lvetl lvazl
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oll v est le point d'arr&t au sens large introduit dans la premiére
partie de la démonstration et ol vA T désigne l'infimum de v et T
relativement & l'ordre J (par convention, np ® = n pour tout n e:md).
Le théoréme sera alors entiérement démontré, car v AT sera un point
d'arrét au sens large, fini, mettant en défaut (4.4) et (4.5). D'aprés
ce qui a été déja démontré, ) E{]Xn|/|g| ; v=n} = », Il est donc
n n
possible de choisir une suite croissante {n(j) , j € N} de points de
md 4 coordonnées égales, telle que
n
[%al
) E{
n: n(3) gn<an@3+n  [nl

7 v=n} > 1, pour tout j € N.

Posons 1T égal & n(j) sur {/j-1 g |X1| < /3}. Nous avons alors

X X
%y o | %al
E{—mm} 3 P{n < 1} E{ i v=n}2
lv o1 ntl |n]
n
| : %l
Y P{n(3+1) a1} E{ i vV =n} 3>
j n:n(j)gnan(G+n) |n
I P{n(3+1) az} = ] P{Ix,| = /3).
] J -
Mais le dernier membre est minoré par E{X?} - 1 = », donc la premiére

espérance dans (4.7) est infinie. Pour démontrer que la deuxiéme l'est
aussi, il suffit de considérer le cas ol E{|X|} < », En raison de

1'inégalité
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nous voyons qu'il est suffisant de prouver que le dernier terme est

fini. Ce terme est majoré par

] B(J Ix,| s v=n} + ] ——E(]|x|;x=nl.
n . n <

!
ln[  ign =

Or, la premiére somme est &gale au premier membre de (4.6) qui est

fini, et la deuxiéme est majorée par

] —=@{Ix,| 5 1 =n) +Plz=n) |n| B(|X[}) < 28{|X]} < =,
n n -

ce qui achéve la démonstration.

§5. ARRET DE xn/|p_|

L'espérance de la suite IXn|/[g| arrétée peut é&tre comparée &
l'espérance du supremum de IXn|/[§| sur un chemin aléatoire croissant.

Commengons donc par donner la définition d'un tel chemin.

Définition. Nous appellerons chemin croissant une suite

Y = {n(j) , j € N} de points de W% telle que

(a) n(1) =13

(b) n(3) < n(j+1), pour tout j € W;

d

(c) Y (n_(3+1) - n _(j)) = 1, pour tout j € IN;
k=1 K

(d) 1lim min(nl(j),..., nd(j)) = o,

n->o©

Définition. Nous appellerons chemin aléatoire croissant une

fonction I' = {T(w) , w € Q} telle que
(a) T(w) est un chemin croissant pour tout w € Q;

(b) {n €T} e 3;, pour tout n e w9,
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A noter qu'une expression du type {n € I'} tient place de

{w : n € I'(w)}.

Si I' est un chemin aléatoire croissant, conformément & la nota-
tion des deux définitions, nous devrions poser I'(w) = {n(j;w) , J € IN}.
Toutefois, pour éviter d'indiquer & chaque fois la dépendance de w
sans pré&ter & confusion, nous utiliserons la lettre v & la place de n

et écrirons
r = {v(3), j €em},
Ce changement de lettre est aussi dicté par le fait que v(j)

ainsi défini est, pour tout j , un point d'arrét. En effet,

{v(j) = n} ={n €T} € 2% , pour tout n e:md.

A relever aussi que, pour tout j € IN et tout w € Q,

e~

n =d+3j-1}.

V(jjw) = T(w) ni{n : X

k=1

Nous sommes maintenant pré&ts a étudier le probléme de l'arrét

de Xn/lgl. Le théoréme suivant établit, en particulier, que l'intégra-

=

bilité de la suite arré&tée équivaut & un degré d'intégrabilité de X

inférieur & celui qui apparait dans la condition (4.3).

Th&oré&me. Soit {Xn r GINd} une suite de variables aléatoires

indépendantes et réparties comme X. Les conditions suivantes sont
équivalentes :
| Xy |

(5.1) E{—=—} < =, pour tout point d'arrét v (ou seulement pour tout
| v

point d'arrét fini v) ;

X

n
(5.2) E{sup —=—} < «, pour tout chemin aléatoire croissant T ;
ner n




188

(5.3) E{|X|log+|X|} < o,

Dans le cas ot d = 1, 1l'équivalence des trois conditions du
théoréme se réduit a 1l'équivalence de (4.1) , (4.3) et (4.4). Nous

supposerons donc, dorénavant, que d > 1.

Avant de passer a la démonstration du théoréme, il est peut-
étre utile d'observer qu'il n'est pas possible de remplacer, dans
(5.2), les chemins aléatoires croissants I par des chemins croissants
déterministes Y, bien que l'intégrabilité du supremum de |Xn[/|3|
sur Y équivale & un degré d'intégrabilité de X variant entre—ﬂ' et
L log L. La raison de cela est que le degré L log L n'est pas atteint.
Il en irait autrement, par ailleurs, si (d) é&tait supprimé dans la

définition de chemin croissant. La proposition suivante donne qguel-

ques précisions & ce sujet. Elle sera démontrée en fin de paragraphe.

Proposition. Soit Yy un chemin croissant. Il existe une fonction
réelle ¢ définie sur :m+ , positive, non décroissante, remplissant la
condition

p(t) = o(t log t), pour t » =,

et telle que si {X_ , n GZNd} est une suite de variables aléatoires

=

indépendantes et réparties comme X, alors

[ % |

E{sup

} < » si et seulement si E{¢(|X]|)} < «.
né€y E|

Pour démontrer le théoréme, nous aurons besoin d'un lemme. Pour

tout £ € W, nous désignerons par Te le sous-ensemble

d d
{n: Yn =d+2-1}de IN.
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Lemme. Soit £ > 2 et soit {Fn , n € “2} une famille d'événements

deux a deux disjoints, telle que Fn € E% pour tout n € Tpe Il existe

alors une famille {Hn , n € WZ} d'événements deux a deux disjoints,

telle que Hn € \\// Ei et que FB C HE p.s., pour tout n € Te-

_— ieﬂ,@_q =

Démonstration. Dé&signons la tribu \V/ 3& par £ et posons
LE€mp_y

H = {P{Fn|2€} > 0} pour tout n € 7

I Soient m et m' deux points quel-

congues de Tpe En raison du fait que 3& et 3;, sont conditionnellement

indépendantes relativement & 2, nous avons

P{Fm n FE,IS{} = P{le?{} P{Fm,m(e} p.s.

Mais le premier membre est nul p.s., donc

{P{leg{’,} >0} n {P{FE,I}C} >0} =@ p.s.,

ce qui prouve que les événements Hn sont p.s. deux & deux disjoints.

D'autre part,si m € nz,
P(Fm) = f P{le}(’,} dp = f P{le}ﬂ} dap = P(an Hm),
Q Hm

ce qui prouve que Fm C Hm p.s. Il ne reste alors plus qu'a rendre les
a

événements Hn deux deux disjoints en les modifiant convenablement

sur un ensemble négligeable.

Démonstration de 1'équivalence des conditions (5.1) et (5.3).

Supposons que (5.1), dans sa variante entre parenthéses, soit remplie.

Soit V un temps d'arrét fini relatif & la suite {in , n €N}, ol

= v s 1 Py
X, X(n’ 1, 1" Alors v (V,1, ..., 1) est un point d'arrét

fini et
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La premiére espérance étant finie par hypothése, la deuxiéme 1l'est
aussi, et le résultat de Davis, McCabe et Shepp cité au §4 nous permet

de conclure que (5.3) a lieu.

Inversement, supposons que (5.3) soit satisfaite. Pour tout

. point d'arrét v nous avons

%] % |
E{ Y <1+ ) P{ > jt =
Iyl j vl
=1+ 11 I ®Ux| >3Inl; v=n}
j 2 nem, =
<1+ )7y @ P{X] »3€; v=n},
j £ Eeﬂ2 =

le dernier passage ayant utilisé 1'inégalité élémentaire

In| > 7§ n - d+ 1. Pour £ > 2, nous appliquons maintenant le lemme
© k=1

aux événements F o= {v = n} et concluons qu'il existe une famille
{Hn, n € ﬂz} d'événements deux & deux disjoints, telle que Hn est
indépendant de {anl > j&} et que {v = n} C Hn p.s., pour tout n € To-

En posant H, = {i, nous voyons donc que le dernier membre des inéga-

lités qui précédent est majoré par

1+ 31 Y P{X| » 3£} P(H.)
i £ ne a

ce qui prouve que la condition (5.1) est remplie, puisque la derniére

série double converge si E{|X|log+|XI} < o,
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Démonstration de l'équivalence des conditions (5.2) et (5.3).

Supposons que (5.3) ait lieu et considérons un chemin aléatoire crois-
sant T = {X(j) , j €N}. Nous avons déjd remarqué que v(j;w) € nj,
donc, en vertu de 1'inégalité élémentaire utilisée dans la démon-

stration précédente, |2(j;w)| > j. Par conséquent, nous avons

|%n| X0 (3) | 1Xv(3) |
E{sup —} = E{sup ———} < E{sup ——},
ner [nf i v j j

et nous voyons ainsi que (5.2) découle du résultat de Burkholder cité

au 84, si nous montrons que {Xv(j) , J €N} est une suite de variables

aléatoires indépendantes et réparties comme X. Puisque v(1) = 1 ,

Xv(1) est répartie comme X. D'autre part, si £ > 2, nous avons

0(X2(1) PR X2(£_1)) cH= i_éﬁf/ :}i et il nous suffit donc de
=" 2-1 °

prouver que

P({XX(K) € B} n H) = P{X € B}P(H),

pour tout H € ¥ et tout borélien B de IR. En vertu du lemme, appliqué

aux événements Fn = {v(£) = n} avec n € Tp s il existe une famille

{Hn, n € “1} d'événements deux & deux disjoints, telle que H € bl

et que {v(£) = n} C HE P.s., pour tout n € m,. Mais U {(v&) = n}=q,

neEmw
=2
donc en fait {v(£) = n} = H Pp.s., pour tout n € m,. Par conséquent,
P({x\)(m € BInH) = P({x € B} N {v(£) = n}N H)
- ne Te -
= ] P({x €BInH nH) =P{X€eB} ] P(H_NH
EGT%- - n zlenﬂ o

P{X € B}P(H),

ce qu'il faillait démontrer.
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Supposons, inversement, que la condition (5.2) soit remplie. Pour
conclure que (5.3) l'est également, il nous suffit de démontrer, en

vertu du résultat de Davis, McCabe et Shepp déja utilisé&, que pour tout

=

temps d'arrét fini V relatif & la suita{in , n € N} définie par

X =X

n (n 1 1 ! nous avons
’ r ey

%5

E{ b <o,

v
A cet effet, considérons un tel temps d'arrét ¥ et posons, pour tout

w € Q ,

(3,100, sij < V(w),
v(jjw) = (S()+L , L+1,..., £ +1) si j = Y(w)+Ld ,L € N,

(V(w)+ L , L +2,.00, £ 42,241, ..., 2+ 1) si j = V(w)+Ld+k,

(k+1)€ cgordonnée Le I, 1cked-1.
Alors T = {v(j), j € N} est un chemin aléatoire croissant, car {n €T}
est vide si n n'est pas de l'une des formes (n, 1,...,1) ,
(n, £+1, ..., £+1) ou (n, &+2, ..., £+2 ,2+1, ..., &+1), et {n €T}
est égal a {n < ¥}, {n = J9+L} U {n = J+£+1} ou {n = V+L}, suivant
que n est de la premiére, deuxiéme ou troisiéme forme indiquée, ce
qui prouve que {n € T} € 3%. En outre, (¥(w), 1, ...,1) € T(w) pour
tout w € Q, donc -
I X5 [ X,

n
f } < E{sup =1
v ne€r |n

E{

Mais la deuxiéme espérance est finie par hypothé&se, donc la premiére

aussi, et la démonstration est ainsi achevée,

Passons maintenant & la démonstration de la proposition. Nous

aurons besoin des lemmes suivants.
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Lemme. Siy= {n(j), ] € N} est un chemin croissant, la suite
{h(j) , J € N} définie par
In(3) |
h(j) = —
J

est non décroissante et tend vers 1l'infini.

Démonstration. En raison de la définition de chemin croissant,

pour tout j € IN, il existe kj e {1, ..., d} tel que

G+ = (n (H+D T n (G) = (1 + ———)|a@].
j k#k . n_ (j)
j k.
J
Il s'ensuit que
h(3+1) - h(3) = (== (1 + ——) = Dh(3)
j+1 nk.(j)
J
i -n (3)
= (———L1—)n ,
(j+1)nk.(j)
J
donc que la suite des h(j) est non décroissante, puisque n (3) < 3.
J

Montrons gque h(j) tend vers 1'infini. Si nd(j)/j tend vers 1, il n'y
a rien a démontrer. Dans le cas contraire, il existe € > 0 et une
sous-suite jk tels que nd(jk)/jk < 1 - € pour tout k € WN. Or,

nl(Jk) + ...+ nd_1(jk) =d + I - 1 - nd(]k), donc en divisant par
jk’ nous voyons que, pour tout k € IN,

ng (3) + ...+ ng 4 (3)

2 € .
Ix

Par conséquent, pour k suffisamment grand nous avons
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n (3,) % ees v g, (G500, (3))

jk
(0, (5) + eee + 0 1 (5))
y —L K e ng(3) > e n () ,
Ik

qui tend vers 1'infini avec k.

Lemme. Soit {h(j) , j € N} la suite définie dans le lemme précé-

dent et soit ¢ la fonction définie sur ]R+ par

(
Card {(£, j) €IN?: Z£Zjh(j) < t} si t > 1,

d(t)
l1 sitg 1.

Pour toute variable aléatoire réelle X, les deux conditions suivantes
sont alors équivalentes :
(@) E{¢(|x} < = ;

(b) ¥ ) P{|X] > £3h(3)} < = .
(]

Démonstration. Elle sera faite par une méthode déja employée par
Smythe dans [7]. Pour tout k € N, posons p(k) = Card {(£, j) € ]N2:

£3h(j) = k} . Alors

o(t) =1 + Yp(k)I
{t <1 k {k < t}

et, par conséquent,

E{o(|X])} = P{|X| < 1} + ] p(k)P{|X| > k}
k
= P{|X| s 1} + 7§ ) P{|X| > £3h(3)}
k (£,3):x23h(j)=k
= P{|X| < 1} + § ] p{|xX| > £3h(§)},
L3

ce qui démontre le lemme.
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Lemme. Soit la fonction ¢ définie comme dans le lemme précédent
et soit k € N. Pour t suffisamment grand

(E) < k(k+1) (20(5) + 1).

Démonstration. Tout au long de la démonstration, nous suppose-

rons que t > 1. Par définition de ¢, nous avons

(5.4) ¢(t) = thEEB%ET] (la] = partie entiére de a)
et donc
t 1 t t
(5.5) ¢(E) 2 ¥ ztm—i .
I

Par conséquent,

t t
(5.6) ¢(t) < ko(x) + t + ) [33757] .

t .
p<i<t

D'autre part, si t est suffisamment grand pour que k(% -1) 2t - %

nous avons

J o o[me] € (t - S [—
jh(3) k't t
%Sj<t [EIn(E])

t N
] ¢ KIE) [———1
[-]E]h([i])
Mais par définition de ¢(t), le dernier membre est majoré par k¢ (t) ,

donc, compte tenu de (5.4) et (5.5), par

—_t 24k
k zt STYCIID k%0 () + kt.
i<¢

k

En substituant dans (5.6), nous obtenons l'inégalité, valable pour t

suffisamment grand,
o(t) < (1 + k)(k¢(%) + 1),

et, pour conclure, il suffit dJ' observer que ¢(£) 2 % - 1.
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Démonstration de la proposition. Soit Y = {n(j), j € W} un

chemin croissant et soit {h(j), j € I} la suite définie dans le pre-

mier lemme. Nous savons que

*a %n(3) |
E{sup } = E{sup —} < =
ney |n] i 3h(3)

si et seulement si

[*n 50 |

n(j)

] P{sup ———— > £} < »
£ j 3h(3)

Par ailleurs, pour tout £ € N, nous avons

a5 |
{ 20) L} {] | > 2}
P{sup —m > = P1|X > +
i 3h() n(h)
%0 (1) | REYEETY %) |
+ ] Pl—m <y, —————— cf, ———— > 4} =
332 Th(1) (3=Dh(3-1) jh(3)
j-1
=PUX gyl > 21+ T 1 P{X| < £kh(X)}P{X| > £3h(§)}
= jz2 k=1

Pour minorer le produit contenu dans le dernier membre, nous suppo-
serons que P{|X| < 1} > 0. Cette restriction sera levée en fin de
démonstration. Les termes du produit en question sont alors tous posi-
tifs et, si E{|X|} < =, sa limite est positive, puisque dans ce cas

z P{|X] > £kh(k)} < E{|X|} < ». Il est clair, en outre, que la limite
k

décroit avec £ et qu'elle est donc minorée par la limite c correspon-

dante 8 £ = 1. Ainsi nous avons
xn’
c ) I P{|X| > £3h(3} < E{sup —} <1 + Y Y P{|X| > £3h(3)},
L3 ney [nj z 3

oll ¢ peut &tre posé &gal & 1 dans le cas oll E{|X|} = » . Dé&finissons
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¢ comme dans le deuxiéme lemme. D'aprés ce lemme, la double série
est finie si et seulement si E{¢(|X|)} est fini, donc il nous reste &
démontrer que ¢ est o(t log t), quand t » » , Pour tout t € [1 ,x),

nous avons

[tl t i du
¢(t)sj£1j_h_(—j-)_s1+tJM'
1

oll A est la fonction définie sur [1, ), continue et linéaire par

morceaux, telle que H(j) = h(j) pour tout j € N. Si

e

f(1/uh(u)) du < », le dernier membre est manifestement o (t log t),
1
quand t >~ », D'autre part, si cette intégrale n'est pas finie, la

régle de l'Hospital s'applique et donne

t
du

lim S J ——— = 1lim —
e log t 1 ufi (u) oo R(t)

Mais d'aprés le premier lemme, h(t) tend vers 1l'infini, donc la limite

est nulle et la propriété est démontrée. Pour compléter la démonstra-

=

tion, il nous reste & lever la restriction. Si P{|X| < 1} = 0, nous

considérons un k € N tel que P{-L}kﬂ- < 1} > 0. En raison de ce qui a été déja

IX

n

établi, si E{sup _I} < o, alors E{¢(l%l)} < o, Mais
ney [

3k (k + ﬂ¢(%) > ¢(t) pour t suffisamment grand, d'aprés le troisiéme

lemme, donc E{¢ (|X[)} < =,
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