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Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités

QUELQUES INEGALITES POUR MARTINGALES A PARAMETRE BIDIMENSIONNEL

par C. Métraux

Soient (@,F,P) un espace de probabilité et {Fm s M,nz0}

s N

une famille croissante de sous-tribus de F telle que F ={¢,0}

m,n
sim=o0o0un-=o0. Nous désignerons, pour tout m,n 3 o, par

F » respectivement F_ p > les tribus v — VF
’ =0 £l

My n m=o M

Nous dirons qu'un processus f = {fm n ,m,nz1} est une
2
martingale si, pour tout m,n > 1, la variable aléatoire fm n est

s

Fm n -mesurable et intégrable et si, pour tout n > 1 fixé,

{fm n sm21} est une martingale relative a la famille {Fm o 2 Mm21}

et, pour tout m > 1 fixé, {fm »nx1} est une martingale relati-

oN
ve & la famille {F_ n ,nx1},

bl

Dans le cas o0 la famille {Fm n sm,nzo0} satisfait 1'hypo-
thése d'indépendance conditionnelle (F4) de [4], notre notion de
martingale concide avec la notion usuelle de martingale relati-

ve & la relation d'ordre: (m,n) 5 (p,q) sims petnzsaq.

Dans cet article, nous étendrons au cas des martingales
ainsi définies quelques inégalités dues & D.L. Burkholder

(cf. [11).

Si f est une martingale, nous poserons, pour tout m,n3x1,



avec la convention que fm n =0 sim=o0o0un=o.
bl

Nous poserons également, pour tout m,n > 1,

m n 2 %
(= (L L)

Théoréme 1. Soit f une martingale. Si p > 1, il existe

deux constantes positives Cp et Dp ne dépendant pas de f telles

que, pour tout m,n x> 1,

CEr p- ‘P P
(1) Cp ELS, o(F)70 < ELIF 171 < D) ELS, (F)7]

Démonstration. Montrons d'abord que, pour tout m,n > 1,

P p
(2) EClg, o "1 < ¢ ELlf, 1PT,

m n

= 7 3 UV, dk,z s u = fugs k1) et v = (v ,e21) étant

°% 9, k=1 2=1

deux suites bornées de nombres réels, et ol Cp désigne une cons-

tante positive non nécessairement l1a méme que celle de 1'énoncé.

Nous commengons par remarquer que {gm n® mx1} est la
bl

transformée de Burkholder de 1a martingale ordinaire
m n
{hm,n = kZ] zzlvldk’g ,mx1} par la suite u est que {hm,n, nz1}

est la transformée de Burkholder de {fm n? nz1} par la suite v.
D'ott, en appliquant 1'inégalité de D.L. Burkholder (cf. démons-

tration du théoréme 9 de [1]) deux fois successivement, nous



172
obtenons, pour tout m,n > 1,

Eligm,nlp] < Mp E[ihm’nip] ,

ainsi que

Pl em erff. |Py

ELINy P

m,n
L'inégalite (2) s'ensuit.

A partir de cette inégalité, la suite de la démonstration
est analogue & celle qu'a donnée D.L. Burkholder (cf. théoréme 9
de L1]) et utilise les inégalités de Khintchine (cf.[6] p.257)

suivantes: si {a , ks221} est une suite de nombres réels et si

K,t
rk(s), rz(t), ks2 2 1, sont les fonctions de Rademacher sur

0,11, alors nous avons, pour tout p > o,

l l o

P/2 ( ®
2 Yoo P
a, ,) < J (Y Ia, ,r (s)r,(t)|" dsdt
kst oo lkE1 pir e KT

ne-—-8

3) A
(3) A1

2=1

(7 a2 )
< a )
P lk2 g1 Ko!

ol A_ et B_ sont deux constantes positives.

Soit f une martingale et v = {vm n »m,nx1} un processus
E]

tel que Vim.n est Fm-l,n-1 - mesurable pour tout m,n > 1 et que

1

sup |v
m,nx1
f par v la martingale g =

m ni < 1. Nous appellerons transformée de Burkholder de

{gm n ,m,nx1} définie, pour tout
bl

m,n > 1, par
m n

9. = L L . d .-
m,n K21 251 k,2 k,2
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Théoréme 2, Soit f une martingale et g la transformée de
Burkholder de f par v. Si p > 1, i1 existe une constante positi-

ve Cp ne dépendant pas de f telle que, pour tout m,n 2 1,

Pl sc sup ECIF. _|P1

(4) EL sup g |
m.n P m,nx1 m,n

m,ynx1

Démonstration. En appliquant 1'inégalité de Doob (cf.[31)

a la martingale g, nous obtenons

EL sup |g [Pl <A sup Ellg _|P1,
m,nx1 MmN P m,n2 m.n

ou Ap est une constante positive ne dépendant pas de g.

En remarquant que, suite & 1'hypothése sup |v
m,nx1

m,n| s 1,

s s
Sm,n(g) < Sm’n(f) pour tout m,n 2 1, nous obtenons, a 1'aide

des inégalités (1), pour tout m,n > 1,

ELigy olP1 < Dy ELS, (9)P1 <0 ELs,(F)P1,

ainsi que

ELSm,n(f) 1 < EL[f

L'inégalité (4) du théoréme s'ensuit.
Théoréme 3. Soit f une martingale. I1 existe deux cons-

tantes positives C et D ne dépendant pas de f telles que, pour

tout m,n > 1,

. Ly 2, '
(5) Elsm,n(f)] s C Elifm,n|]°9+ifm,nl] + D
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(6) EL{fy o105 € E[Sm’n(f)logism’n(f)] +D

Demonstration. En utilisant les mémes notations et la
méme technique que dans le début de la démonstration du théore-

me 1, nous obtenons, pout tout m,n 3z 1,
. | - 2 .
(7) Ellgy nil < CELIf [Toglff [1+D

ou C et D désignent deux constantes non nécessairement les mémes

que celles de 1'énoncé du théoréme.

A partir de cette inégalité, la suite de la démonstration
est analogue a celle qu'a donnée D.L. Burkholder (cf. théoréme
10 de [11). Elle utilise 1'inégalité (3), avec p = 1, pour la
démonstration de (5) et 1'inégalité suivante pour la démonstra-

tion de (6): si {a > k,2 21} est une suite de nombres réels

(%)
et si rk(s), ri(t), k,2 2 1, sont les fonctions de Rademacher

sur 10,17, alors nous avons, pour tout m,n > 1,

1.1

R ) |
(8) il a (s)r (t) log a, r (s)r (t)|] dsdt
oo Ty o Benk ka1 =1 Kb KT
m n 1 m n 3
_ 2 2 2 2 2
sACL Ta ) log, (I La ,) +A,
ka1 921 Kot tUkET gm1 Kot

ol A est une constante positive.

Les inégalités (5) et (7) sont les meilleures possibles
en ce sens que la puissance 2 du 1og+ ne peut étre abaissée.
Les contre-exemples suivants sont inspirés de 1'article de D.L.

Burkholder.
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Sur 1'ensemble des entiers positifs muni de la probabi-
1ité P définie par

P(K) = 1

=1

1
'ms kZ],

nous considérons la martingale {fn,nzl} définie par

-1 si kgn,
fn(k) = kon > 1.

n si k>n,

. _ 1
Cette martingale est bornée dans L , car

sup ELIf [1 s sup ﬁ%% =2,
nx1

u
nz1l 2

mais elle n'est pas bornée dans L log+L, car
n
sup ELIfn|109+lfn|] = sup(qr logn) = = .
nx1 nx1

Nous noterons {gn, nz1} la transformée de Burkholder de

{fn, nx1} par la suite de constantes {vn = (-1)"-1, nx1}.

Sur 1'ensemble des couples d'entiers positifs muni de 1la

probabilité P définie par

1 1 1 1
P(kst) = (g - mr)ly - mwm)s ket 2 1,

considérons maintenant la martingale f = {fm p oo Men 3 1} définie
b

par

foon (ko) = FLOOF(R), Koty mon 2 1,
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ainsi que la transformée g = {g sMyn 21} de f par

m,n

_ EPEREN L RSN L3t
v-{vm’n—(l) (-1) , my,n 2 1},

Nous avons, pour tout k,%, m,n > 1,
In,n(ks2) = gp(k)g (&) .

- P
Calculons successivement Ellfm,n|]°g+|fm,nl] pour p > 2,

ELS, (F)1 et Elfg 1.

m,nl

Nous avons tout d'abord

¢} si kgm,2gsn,

nloggn si kgm,2>n,
£ () F(2) [Togh [ £ (K)F (2)] = |

mlogEm si k>m,2<sn,

mnlogg(mn) si k>m,2>n,

et

EL|f, olt0d} £ 11 = k£1 RZ]ifm(k)fn(z)|1og£|fm(k)fn(£)| P(k,2) .

La somme sur ksm et & sn nous donne o, celle sur k gm

et 2>n
n 1ogEn El o}? P(k,2) = '—“-'—2-]- (1 -HE—])n ]ogEn s
k=1 f=n+l

celle sur k>m et 2 <n

o

n
m 1ogfm )3 I P(k,2)

k=m+1 2=1

_my o p
(T-a7) mer ™ Togym s

et enfin celle sur k>m et 2 >n
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o ©

mn logf(mn) ) )

P(k,e) = (1~
k=m+1 g=n+]

) (1 =+27) mn TogP (mn)

Nous en déduisons que

l]= mn

. P P P
ELif_ [logP|f ——————— [log'n+1log'm+1log"mn] .
men® T (m+1) (n+1) * * *

Sim=n, le 2éme membre est majoré par (2+2p)1ogpn

Nous avons ensuite

()1 = ( ? JkZ4k-1 Ji2+2-1 | /n
n

— —_— +
= k2+k m+])(£=1 22+¢ neT)
T
Le premier terme du produit est minoré par J T8 quant au
n k=1
. . _ 1
second, il est minoré par 221 T

Par conséquent, sim = n, E[

n(f)] est minoré par une
quantité qui se comporte asymptotiquement comme log“n

Nous avons pour terminer

ELigy nl1 = Ellg,l1 ELfg |1

avec, lorsque n est pair, n = 2q,
2q
1
ELlgpgll zg 22(21+1) Z T

et lorsque n est impair, n = 2q + 1,

2q+1 ®
- — 1 1
E1192q+1l} -xg w(2e+ Ty ¢ g

1
+ ) .
=1 221 T pghp R(RHT)
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Dans les deux cas nous remarquons que E[}gnl] est minoré par
221 Q%T . Par conséquent, si m = n, E[]qn,n[] est minoré par
une quantité qui se comporte asymptotiquement comme logzn. En
conclusion, les inégalités (5) et (7) sont en défaut lorsque
p < 2etm=n assez grand car les membres de gauche se compor-
tent comme 1092n alors que les membres de droite se comportent

comme logpn.

Remarquons pour terminer que le procédé d'itération uti-
lisé dans les démonstrations qui précédent permet d'obtenir
d'autres inégalités, par exemple la suivante, due a D.L.
Burkholder, B.J. Davis et R.F. Gundy [2]. La formulation que
nous en donnerons est celle qui figure dans le livre de A.M.

Garsia [5]. L'hypothése (F4) est supposée satisfaite.

Théoréme 4. Soit {am n ,m,nx1} une suite de variables
e — E]
aléatoires positives et ¢(u) une fonction convexe sur [0,=[

telle que

Nous avons alors

o

(9) Ete( I I Etay AF .y, D1 PP el Ta )1
k=1 g=1 Kok keTen k=1 221 Ko*

Si f est une martingale en posant

© © 2 é o © 2 é
S(f) = (kZ] zz1dk,z) et o(f) = (k§1 lzl E[dk’xle_],x_]])

et en remplagant, dans le théoréme 4, a par d? , ainsi que
Kk, ko
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p par p/2, il résulte que

pt2
(10) Ece(o(f))] < (§)  ELe(s(f)) .

Un cas particulier important est celui ol ¢(u) = uP

pour p = 2.
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