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SUR UNE CONSTRUCTION DES SOLUTIONS D’EQUATIONS

DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES DANS LE CAS NON-LIPSCHITZIEN

par

Toshio YAMADA

Nous consacrons cet article à l’étude du type d’équations que nous avons

déjà discuté dans l’article [6]. Dans ce dernier, nous avons démontré que la solution

approchée par la méthode des différences finies converge au sens de L~ vers la

solution, sous certaines conditions comprenant la condition holderienne d’exposant i.
Dans .cet article-ci, nous allons d’abord donner par la méthode des diffé-

rences finies une construction de la solution sur un espace probabilisé donné, avec

un mouvement brownien donné sur ce dernier.

Puis nous allons voir que la solution approchée converge au sens de L2
vers la solution. La méthode essentielle que nous utiliserons dans les démonstrations

est la même que dans l’article [6]. Mais les démonstrations seront simplifiées et

une condition qui a été posée dans ce dernier pour des raisons très techniques n’ap-

paraîtra plus. On connaît déjà l’existence de la solution faible d’équations diffé-

rentielles stochastiques dont les coefficients sont continus par le théorème de

Skorohod [3]. On connatt aussi l’existence de la solution stricte dans le cas où il

y a unicité trajectorielle (voir par exemple [5]). La construction effectuée dans cet

article ne fournit donc rien de nouveau au problème de l’existence des solutions.

Mais elle peut être intéressante si l’on reconnaît sa simplicité par com-

paraison avec la construction dans le cas général de Skorohod et si l’on remarque

qu’elle est faite sur n’importe quel espace probabilisé donné avec un mouvement

brownien arbitraire défini sur ce dernier.



115

Soit (~,~,P;~t~ un espace probabilisé muni d’une famille croissante de

tribus {3t)t E telle que 3s C ~t si s t , , ~t c 3~ pour chaque t . .

Soient o(t,x) et b(t,x) deux fonctions réelles continues définies sur

. Supposons que a(t,x) et b(t,x) satisfassent aux conditions suivantes.

(A)(1) Il existe une fonction continue p(u) définie sur [0,co) telle que

, V .

On suppose que p(0) =0 que p est croissante et que l’on a

(1) ’’0+ f = m . .

(B) Il existe une constante K1 > 0 telle que

, Y .

C’est-à-dire que b(t,x) satisfait la condition lipschitzienne.

(C) Il existe une constante K2 > 0 telle que

IQ(t, x~ + I s + x2~~ . .

Nous allons considérer l’équation différentielle stochastique du type

d’Ito

(2) x(t) = x(0) + o(s,x(s))dB s + "0 b(s,x(s))ds .
DEFINITION. (Solution de (2)). On appelle solution de l’éguation (2) un couple

(x(t),Bt) tel que

(i) x(t) et Bt sont définis sur (~,~,P;~t~ ;
(ii) x(t) est un processus continu par rapport à t et Jt-adapté ;

(1~ Dans l’article [6], en plus de ces conditions posées sur p, , on suppose aussi

qu’il existe une constante K~ et un nombre N>O tels que
, si u  N .



116

(iii) Bt est un mouvement brownien par rapport à ~t , Bp = 0 , ’ c’est-à-dire

que Bt est une martingale continue par rapport à ~t , E ( (Bt - Bs) 2~s ) = t-s
et B~=0 ; Ù

(iv) (x(t),Bt) satisfait

t t

x(t) = x(0) + o(s,x(s))dB s + ~0 b(s,x(s))ds .

Remarque 1 : Les fonctions p(u) = ua (1 za z 2) ,

p(u) = u2(log 1)2 , peu) = u2(log 1)2(Yog ~) ,...

définies dans un voisinage à droite de 0 , satisfont (1).

Maintenant, nous allons définir une solution approchée de l’équation (2)

par la méthode des différences finies.

Nous fixons T > 0 . Soit Q : 0 = t~  t1 , , .  tn - T , une subdivision de

l’intervalle [0,T] et soit = sup 
S; n 

)t -t J . 
Nous posons où a(w) est J0-mesurable. Pour v , , nous

posons

= 

+ b(t v-1 ,x Q (t v-1 )) (t - v t v-1 ) 
et pour t , t ~t~t +1 , =0,...,n-1 , nous posons

x0394(t)= x0394(t )+03C3(t ,x0394(t ))(Bt-Bt
)

+ b(t ,x0394(t ))(t-t ).

Remarque 2 : : Soit ~0394(t)=t03BD , si tv S t tv-1 , ’ on a alors

= y((t)) + t0 03C3(~0394(s),x0394(~0394(s)))dBs
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t

+ 0 

THEOREME. . Supposons que + m .

(i) Soient , (x , (t),B) deux solutions approchées construi-

tes à partir du même mouvement brownien Bt. Supposons que x0394(0)=x0394,(0)=03B1(03C9) ,

alors, lim 
0 

E[ sup 
T 
jx (t)-x ,(t)|2]=0 , pour T+~ .

(ii) On peut construire la solution (x(t),Bt) de l’équation (2) ,

x(t) = + 0 + 0 b(s,x(s))ds où Bt est le même mouvement brownien

que dans (i), , comme la limite des 
. 

au sens suivant :

lim E[ sup = 0 .
e

Pour démontrer le théorème, nous préparons quelques lemmes.

LEMME 1. Sous la condition (C), on a

P=1,2,...

où K3 > 0 est une constante indépendante de e , , de et de t (sans suppo-

ser satisfaites les conditions (A) et (B)).

On peut voir la démonstration de ce lemme dans [2].

LEMME 2. Soit A la famille des subdivisions de . Tous les ensembles sui-

vants sont uniformément intégrables, sous les conditions C et + ~. .

(i) , 1 P= 1 ~2 ~ 1

(ii) ~b(t~xe~t)) -b(~~(t)~Xe(~e(t)) ~ 1 ’ t E [o,T))

(iii) 

(iv) i , t E [4,T~~

(v) {~Q~~1 e (t)~x e (~ e (t))) -Q(11 e ,(t)~X e ,~11 e ~(t)))~2 ~ ’ ’ t E [~~T~~ ~
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Démonstration : Nous allons donner la démonstration de (iii). D’après la condition

(C) et le lemme 1, on a :

S 4E[Q4(t~x (t))~ + 4E[Q4(~ (t)~x D (~l (t)))~
S 4K42{E[1 + + + E [1 + 2x20394(~0394(t)) + x40394(~0394(t))]}
s 8K2{1 +2K3(1 +~.

Puisque le membre de droite ne dépend que de et de 

est uniformément borné pour pEA et

Alors on peut voir d’après le Théorème de La Vallée Poussin (voir par

exemple Dellacherie-Meyer [4~, p. 38) que l’ensemble des processus

0EA , est uniformément intégrable.

On peut obtenir les résultats (i), (ii), (iv) et (v) par des méthodes

semblables.

LEMME 3. Sous la condition (C), on a

12~ s t~s E 

où K4 >0 est une constante indépendante de et de t,s E [O,T~ (sans

supposer satisfaites les conditions (A) et (B)).

Démonstration : Soit s s t , nous avons

Q(~ (u~~x (~ (u)))dBu)2~
s

+ 

s

s 2(~ s t 
s

+ °

s



119

D’après la condition (C), on a :

 2(j~ EIK)(1 + x5(?~(u))) ldu)

+ 2(t-s)(t E[K22(1+x20394(~0394(u)))]du) .

s

D’après le lemme 1, on sait que +E[03B12(03C9)]) ; alors, on a :

 2K~(t-s) + 2K~(t-s)~  

où

K~ = K)li + (K~(i + 

et

K~ = 2(K~ + . C.Q.F.D.

LEMME 4. Etant donné un e>0 , il existe à>0 tel e

(1) ~ b(%~(S),X~(%~(S)))l~~i ~£

(ii) 0 o {a(s,x/1(s» -a(1I/1(s),x/1(1I/1(s»)}2dS] e où 11/111 6 .

Démonstration: Nous allons donner seulement la démonstration de (11), 0n peut

obtenir (1) par la même méthode.

D’abord, nous allons démontrer par l’absurde pour chaque sE[0,T] qae

(3) lim E{03C3(s,x0394(s)) -03C3(~0394(s),x0394(~0394(s)))}2 = 0 .

Supposons qu’il y ait une suite de subdivisions g , ((g((-0 (n-m) , telle que

(4) ~C(?,(~),X,(?,(S)))l~ " 
Posons
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Posons

si Ixl 2N

= si x ~ 2N

si x S -2N . .

D’après le lemme 3, on sait que : :

alors, on peut choisir ~Q~ ? c ~L~~ tel que : :

P

|x0394n (s)-x0394n .(", (s)) |
P P P

tend vers 0 ~p.s.), lorsque np tend vers l’infini.

Nous avons

~s) ~s)))~2~
P P P P

S ~s)))~2~

+ (s)) : Ix 
P P

+ (s)) : |x0394np (s)| SN , (s))|>2N]

+ (s))) . |x0394n (~0394n (s))|>N]
P P P P P

+ (s))) 
. 

(s))|~N , |x0394np (s) |>2N].

D’après le lemme 3, on a :

P( (x (s)-x0394np(n0394np (s))|> N) 5 .

Alors, d’après la condition ~C~, on peut obtenir que
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(S~~ - Q(~ °n (~l (~)))l~i
p P P P

s (s~?-Q2N(~~ ‘ri (s),x ~ (1l~ ’ri ~~~~~~~~
P P P P

+ + x~ (s)) : : Ix (s~.l > N~

+ 2K22(1+N2) K1 24~0394np~1 2
N

+ E[2K22(1 +x2 (1j (s))) : |x0394n (~0394n (s)) 1 >N]
p P P P

t i

+ 2K2 ( 1 + N2)
N

= E[I1 i + E[I2] + E[I3] + 4K)(1 + N2) K1 24~0394np~1 2 N
.

Donnons-nous un E > 0 . . Nous savons d’après le lemme 2 que x20394(t) , Q E A , ,

t E sont uniformément intégrables, alors, on peut choisir N tel que

E[I2] + E[I3]  3 . .
Pour N fixée, est uniformément continu par rapport à

(s,x) E ~O,T~ X R1 . . Par ailleurs I~ (s) - s ( tend vers 0 (p -~~~ et

|x0394np (s) -xQ 
n 

(~0394np (s)) I tend vers , p.s. (p~~) . Alors , on peut choisir

np1 
tel que E[I1]  3 pour np1  n .

Enfin, on peut choisir n tel que
~ P2 ~

4K2 2 . (, + 2 E ’3 ’ £ pour n  n .

Finalement, on a pour 
p 

,n p2)

(s))-03C3(~0394n (s),x (~0394n (s)))}2]  E ..

P P P P

Cette inégalité est contradictoire à (4). Alors, ~n en déduit

lim E[{03C3(s,x0394(s))-03C3(~0394(s),x0394(~0394(s)))]2] = 0 .

~0394~~0
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Pour finir la démonstration, remarquons que

E~~Q(s~xà(s~~ - Q(~ 0 (s~~x ~ (~ d (s~~~~2~ ~ 
sont uniformémént intégrables par rapport à ds sur ~O,T~ . (Cela résulte de

l’inégalité

C ~E{Q(s~x à (s~~ - Q(~ d (s~~x à (~ à (s~~~~2~2ds
 {4K2 ( 1 + 1 + E  + ~ ~ ~

Alors, on a, d’après (3)

lim {03C3(s,x0394(s))-03C3(~0394(s),x0394(~0394(s)))}2ds) = 0 . °

C.Q.F.D.

Nous allons utiliser la fonction 03C6m(u) que nous avons introduite pour

traiter de l’unicité des solutions d’équations différentielles stochastiques (voir

[5]) c’est-à-dire, soit 1 = a~ > a1 >...> am >0 une suite telle que

a0 p = 1,... p _2 = m , 0 

a1 am

Soit m =1,2,... , une suite de fonctions telle que

(i) est définie sur et appartient à C2(t0,~~~ et =0

0 , 0 ~ u ~ am
(ii) = entre 0 et 1, am  u  am-1

1 , u ~ am-1

0 , 0 ~ u ~ am

(iii) = entre 0 et 2 m 03C1-2(u) , am  u  am-1 1
0 , 

Et puis nous prolongeons sur (-~,~) symétriquement, c’est-à-

dire, Alors, on peut voir que appartient à C2[(-~,~)]
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et t .

On peut obtenir très facilement le lemme suivant.

LEMME 5. |u| - am ~ 03C6m(u) .

Enfin, nous pouvons passer à la démonstration du théorème.

: Démonstration du fait que

lim 

o 
( = 0 pour chaque t E (o,T~ . .

Ilo’ll-’o

D’après le lemme 5 et la formule d’Ito, nous avons

~~~ xy (t)) ~

_ 

+ xQ~ (s)) {Q(~~(s) ~x~(s)) - 

+ E[t0 cp’ (x (s) - x , (s)) {b(~0394(s),x0394(s))- b(~0394’(s),x0394’(s))}ds]

+ E~~ 0 .

Nous savons que c~m(xQ(0),xQ~ (0)) = c~m(a(c~),a(cu)) = 0 et que le deuxième

terme du membre de gauche de (5) est aussi 0 , et nous rappelons que .

Donc, on a d’après (5)

(6) I

 t 16(?~(s),x~(?~(s))) -b(?~,(s),x~,(?~,(s)))ldsi
+ E[1 2 t003C6"m(x0394(s)- x0394’(s)){03C3(~0394(s),x0394(~0394(s)))-03C3(~0394,(s),x0394,(~0394,(s)))]2ds]
= + .
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Pour 

(7) (b(~(s),x~~(s)))-b(s,x~(s))~ds]

+E[j ,.t 
+ E[j pt 

Pour E[J0394,0394’] , on a

(8) E[J~~’] ~ ~ 

+~E[j~ 
0 

~ § ~J’ !~(~.(s),x~.(s))) 
=E[J~’]+E[J~’~]+E[J~~’]

OÙ ~03C6"m~ = .

D’après la condition (A) et la définition de tp" , on a

(9) 

~’...,~.)~.(.),~~"’.’’-~’"~~"-’~""~
~ 3T m .

Alors, on peut voir que

(10) + E[J~’] .
Etant donné un e>0 , on peut choisir m>0 , tel que

~~ °~i. ~~.
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Puis d’après le lemme 4, il existe b> 0 tel que

,  ~ 6 ,  E

(12)

E~ J~~ ~~ ~  f ~ .

Alors, d’après les relations (6) à (12), on a

~  ~+E(I2’~~~ . °

D’après la condition (B), , on a

1 

Donc, , on en déduit pour t E [0, T]

S C.Q.F.D.
’’ " 

n=0 n! t

2me étape : : Nous allons démontrer le fait que

(13) lim E(- sup |x0394(t)-x0394’(t)|2] = 0 .

D’abord, nous préparons le lemme suivant.

LEMME 6. Etant donné un E >0 , , il existe 6>0 tel que

(i)  ~

(ii)  E

où et °

Démonstrat ion : : Nous allons donner suelement la démonstration de (i).

D’abord nous démontrerons par l’absurde que

(14) lim (s)))}2] = 0 ,
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pour chaque s E [0,T] . .

Supposons qu’il y ait deux suites de subdivisions de [0,T] , A ; A*

n=1,2,... telles que et

(15) lim E[{03C3(~0394n(s),x0394n(~0394n(s)))-03C3(~0394’n(s),x0394’n(~0394’n(s)))}2] = c>0 . 

Puisque

E[Ix ~n (~ ~n (s~~ - x ~n ~(~ ~n ~(s~~~~

s E[ Ix ‘h (’~ ‘~ (s~~ - x ’~ (s~ I ~ + E[ Ix ‘h (s~ - xQ, n (s~ ( ~

+ E[|x0394’n(s)-x0394’n(~0394’n(s))|] ,

on a d’après le lemme 3 et le résultat de la 1re étape,

lim = 0 . .

Alors, on peut choisir n , p = 1,2,.., tel que

lim |x0394np (~0394np (s))-x0394’np (~0394’np (s)) | =0 p.s.

Posons

o(s,x) si (xl ~2N

= a(s,2N) si x>2N

a(s,-2N) si x -2N . .

Nous avons

(s),x (Tt (s~~~ ’ Q(~ ~ (~ ~ (s~~~~2~
p p p p p P

s (s~~~ - (s~~x ~ ~ (s~~~~2~
p p p P P P

+ (s),x (s~~~ : : ~x (’~ (s~~ I z N)
P P P P P
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(ï) B (s))) 
: |x0394np(~0394np (s))|N , (~0394’np (s))| > 2N]

+ E[203C32(~0394’n (s),x0394’n (~0394’n (s))) : |x0394’n (~0394’n (s))| ~ N]
P P P P P

+ E[203C32(~0394’n (s),x0394’n (T) (s))) : : jx (~0394’n (s))) N , , )x (s))) > 2N] .
P P P P P P P

D’après la condition (C) et d’après le fait que

(s))-x B (’~ ~ (s~~ I Z N~P P P P

~~!~/B~-~B~~ ’
P P P P

on a

~~ ~s~)) -Q~~i ~ ~s~~x , ~~ ~ ~s)))}2~
P P P P P P

~ ~~"A ~~ ~s~~~ ’ Q2NU ~ {s~~x , ~~ v 
P P P P P P

+ + (~0394np (s))) : Ix (s)) 1 2 Ni

+ 2E[K22(1 + x2, (~0394’np (s))) . |x0394’np (~0394’np (s))| ~ N]

+ 2. 1 + N2 ~ p ~p p (~I~ p 
N

= E[J2] + E[J4].

Fixons un E > 0 . . Nous savons d’après le lemme 2 que x2(t~ , , àEt , ,

sont uniformément intégrables, alors on peut choisir N, , tel que

E[J2] +  3 . .
Pour N fixé, o~ (s,x) est borné et uniformément continu par rapport

à . D’ailleurs, , nous savons que (s) - ~0394’np (s) ( tend vers 0

(p~~) et que |x0394np (~0394np (s))-x (~0394np (s))j tend vers 0 p.s. (p~~) .
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Alors, on peut choisir n tel que E[J ]  3 pour n >n . . Enfin, on peut

choisir n tel que E[J4]  3 pour np >n . Finalement, on a pour

n > max (n , np )

(s),x (s),x0394’np(~0394’np (S)))32)  E . .

Cette inégalité est contradictoire à (15). Alors, on en déduit (14).

Pour finir la démonstration, on peut voir facilement d’après la condition

(C) et le lemme 1 que

1 EA

sont uniformément intégrable par rapport à ds sur [0,T] . Alors, on a d’après

(14) :

lim E[T0 {03C3(~0394(s),x0394(~0394(s))-03C3(~0394,(s),x0394,(~0394,(s)))}2ds] = 0 .~0394~~0

Maintenant, nous allons démontrer (13). On a d’abord

0 {03C3(~0394(s),x0394(~0394(s)))- 03C3(~0394’(s),x0394’(~0394’(s)))}dBs

+t0{b(~0394(s),x0394(~0394(s)))-b(~0394,(s),x0394,(~0394,(s)))}ds

= L1(t) + L2(t) . .

Alors,

(16) ’x D (t) - x Q ~(t)I2 s 2L~(t) + 2L2(t) , °

Pour L1(t) , d’après l’inégalité de Doob, on a

(17) E( 
0 

sup 
K 

L21(t)) ~ 4.E[L21(T)]

= 4E[T0 {03C3(~0394(s),x0394(~0394(s)))-03C3(~0394,(s),x0394,(~0394,(s)))}2ds].
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Pour L2(t) , on a

L22(t) s (I 
t 

e (s),xe (~e (s)))- b(~
e ,(s),xe ’(~e ’(s)))|ds)2 .

D’après l’inégalité de Schwarz, on a

L2(t) t. t0|b(~0394(s),x0394(~0394(s)))-b(~0394’(s),x0394’(~0394’(s)))|2ds .

Alors,

(18) E~ sup L2(t)~ s T 
oStST o 6 e e e e e

Enfin, d’après (16), (1.7), (18) et le lemme 6, on a

(13) lim E[ sup (x (t) - x 0394’(t)|2] =
C.Q.F.D.

Construction de la solution.

Choisissons une suite Ei > 0 , i =1,2,... telle que

( 19) E 41 Ei  + ~ .

i=1 
1

D’après le résultat (13), de la 2me étape, on peut trouver une suite de

subdivisions Qi , i = 1,2,.., telle que

(i) ~0394i~ ~ o (i ~~) et

(i i) E[sup Ix A (t) -x A (t) |2] Ei : i =1,2,....
0 s t s T Di Di+1 1

Puisque

P{ 
o sup S T |x0394i (t) - x0394i+(t) I >1 2i} = P( a sup S T |x0394i (t) - x0394i+ (t) I2 > 1 4i}

s 4i E[ suP Ix (t) _ x . (t)|2]  4i ~i ,OstsT ei D~+1 1

on a d’ après ( 19) ,
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i=1 T 
(t) - x -i+1 (t) I >1 2i}  i=1 E 41 ~i  + ~.

Alors, d’après le lemme de Borel-Cantelli, (t) converge uniformément sur 

p.s. (i-~co) , Posons x(t) = lim x (t) , , . On a d’abord
i -~ ~o i

(20) lim E~ sup jx (t) - x(t)I2~ = 0
OStST ~i

et on peut voir facilement que x(t) est continu par rapport à et que

x(t) est Ft-adapté pour chaque 

Enfin, nous allons démontrer que (x(t),Bt) est la solution.

Pour cela, on a d’abord,

E~ sup ~x(t)-~)-f Q(s,x(s))dBs - OStST ’0 
s 

0

s 3E[ sup (t) I2~
OStST 1

+ 3E[f ~0 T (s),x ~i (1~ ~i (s)) )~2ds]

+ 3É~T 0 (s),x ~i 
= + E[N(2)i] + E[N(3)i].

En utilisant la même discussion que dans le lemme 6, on peut voir que

E[N(2)i] et convergent vers 0 lorsque i~~. Par ailleurs, nous savons

que E[N(1)i] tend vers 0 (i~~).

Alors, on en déduit

E[ sup Ix(t) - a(~~ - Q(s,x(s))dBs - t = 0 .
0~t~T 0 

s 
0

Alors,

t t

x(t) = + 

0 
+ 

0 
b(s,x(s))ds . C.Q.F.D.
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4me étape : : Soit une solution approchée, on a

E[ sup 
OtT

s 2E~ sup (t~ I2j + 2E~ sup Ix ~t~ -x(t~ I2~ ~~i 

où x (t) est la même solution approchée que celle introduite dans la 3me étape.

Alors, d’après (13) et (20), on a

lim E[ sup ~x (t~ - x(t~12) = 0 .
0$t:T 

à

La démonstration du théorème est achevée. L’unicité des solutions de

l’équation de ce type est déjà connue (voir par exemple ~5~~. C.Q.F.D.
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