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SUR UNE CONSTRUCTION DES SOLUTIONS D'EQUATIONS

DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES DANS LE CAS NON-LIPSCHITZIEN
par

Toshio YAMADA

Nous consacrons cet article & 1'étude du type d'équations que nous avons
déja discuté dans l'article [6]. Dans ce dernier, nous avons démontré que la solution
approchée par la méthode des différences finies converge au sens de L1 vers la
solution, sous certaines conditions comprenant la condition h8lderienne d'exposant %.

Dans cet article-ci, nous allons d'abord donner par la méthode des diffé-
rences finies une construction de la solution sur un espace probabilisé donné, avec
un mouvement brownien donné sur ce dernier.

Puis nous allons voir que la solution approchée converge au sens de L2
vers la solution. La méthode essentielle que nous utiliserons dans les démonstrations
est la méme que dans 1l'article [6]. Mais les démonstrations seront simplifiées et
une condition qui a été posée dans ce dernier pour des raisons trés techniques n'ap-
paraftra plus. On connait déja l'existence de la solution faible d'équations diffé-
rentielles stochastiques dont les coefficients sont continus par le théoréme de
Skorohod [3]. On connaft aussi 1l'existence de la solution stricte dans le cas ot il
y a unicité trajectorielle (voir par exemple [5]). La construction effectuée dans cet
article ne fournit donc rien de nouveau au probléme de 1l'existence des solutions.

Mais elle peut &tre intéressante si l'on reconnait sa simplicité par com-
paraison avec la construction dans le cas général de Skorohod et si 1l'on remarque
qu'elle est faite sur n'importe quel espace probabilisé donné avec un mouvement

brownien arbitraire défini sur ce dernier.
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Soit ((),ZF,P;Et) un espace probabilisé muni d'une famille croissante de
. i < F .
tribus {3t}t€[0,m) telle que 3SC3t si s<t, tCZF pour chaque t
Soient o(t,x) et b(t,x) deux fonctions réelles continues définies sur

[0,=) XR' . Supposons que o(t,x) et b(t,x) satisfassent aux conditions suivantes.

(A)(1) I1 existe une fonction continue p(u) définie sur [0,») telle que
1
|°(t|x)‘°(th)| < p(lx'Y|) » VX, yER .

On suppose que p(O) =0, que p est croissante et que 1'on a

(1) [ Pwan - o

O+
(B) I1 existe une constante K, >0 telle que
1
[p(t,x) -b(t,y)| < K |x=y| , ¥V x,y€R" .

C'est-a-dire que b(t,x) satisfait la condition lipschitzienne.

(C) I1 existe une constante K,>0 telle que

lo(t,x)] + [b(t,3)| = Ky(1+32)2

Nous allons considérer 1l'équation différentielle stochastique du type

d'Ito

t t
(2) x(t) = x(0) + ‘[O o(s,x(s))st + ‘[o b(s,x(s))ds .

DEFINITION. (Solution de (2)). On appelle solution de 1'équation (2) un couple

(x(t),Bt) tel que

(i) x(t) et B, sont définis sur ((),3'1:;3t) :

-—

(ii) x(t) est un processus continu par rapport & t et Gt-adagté H

(1) Dans 1'article [6], en plus de ces conditions posées sur p , on suppose aussi
qu'il existe une constante X et un nombre N>O0 tels que
. 0
p(u)SKou , si u=N.
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(iii) Bt est un mouvement brownien par rapport a St . BOEO , C'est-a-dire

que B, est une martingale continue par rapport & 3. E((Bt —Bs)2/3$) = t-s

(t2s20) et By =0 ;

(iv) (x(t) 'Bt) satisfait

t t
x(t) = x(0) + J.o c(s,x(s))st + ‘[0 b(s,x(s))ds .

Remarque 1 : Les fonctions p(u)=u® (12a21),
% 1.3 1 1.1 1
p(u) = u2(log )%, p(u) = uZ(log 3)*(t0g(ry3) +e--
définies dans un voisinage & droite de O , satisfont (1).

Maintenant, nous allons définir une solution approchée de l'équation (2)

par la méthode des différences finies.
Nous fixons T>0 . Soit A: O=t0<t1 <‘"<tn=T , une subdivision de
l'intervalle [0,T] et soit |[al= sup |t -t .]|.
1svs v v-1

Nous posons xA(0)=a(w) od alw) est §,-mesurable. Pour v , nous

posons

x (t,) = x,(t ) +olt,_, %, (t, 1)) (Btv - Bt\)—1)

b(tv-1'xA(tv-1))(t\, - tv—1) (1=sv=n)

+

et pour t , t”St <t|.u-1 y w=0,.e.,n=1 , nous posons

SCREACREECRICRICELR

+

b(tu, xA(tu)) (t- tu) .

Remarque 2 : Soit nA(t)=tv y siot St<t ., onaalors

t
xy(t) = alw) + | o(n,()ux,(n,())am,
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t
. jo b(M,(s)x,(M,(s)))as .

THEOREME. Supposons que E(a4(w)) <t+w,

(i) soient (x,(t),B.) , (x (t),B deux solutions approchées construi-
—_— A t A! t

tes & partir du meme mouvement brownien B, . Supposons que xA(O) =X, (0) = a(w) ,

alors, 1lim E{ sup IxA(t)-x .(t)|2]=0, pour T<4e ,
llaj~0 osts<T 4

lla*]| =0

(ii) On peut construire la solution (x(t),Bt) de 1'équation (2) ,

t t
x(t) = aw) +I c(s,x(s))d.Bs+J b(s,x(s))ds od B, est le méme mouvement brownien
0 (o]

que dans (i), comme la limite des xA(t) au sens suivant :

1lim E[ sup |XA(t)—x(t)|2] =0.
ol >0 osest

Pour démontrer le théor2me, nous préparons quelques lemmes.

LEMME 1. Sous la condition (C), on a

EBGP(6)] = £, (14 E(x7(0))) 4 p=1,2,00

on K3>0 est une constante indépendante de A , de xA(O) et de t (sans suppo-

ser satisfaites les conditions (A) et (B)).
On peut voir la démonstration de ce lemme dans [2].

LEMME 2. Soit A la famille des subdivisions de [0,T] . Tous les ensembles sui-

vants sont uniformément intégrables, sous les conditions (C) et E[a4(w)] <teo,

(i) {xz(t) , A€A, t€[0,T]} ; P=1,2;

(15) (oe,x,(8)) (M (2),x,(1, () 5 B€A , t€[0,7]]

(i11) {fo(t,x,(£)) -a(n, (), x,(1,()))}% 8 €A, te[0,T])

(v) {Do(n,(£),x,(M,(£)) =b{M, (€)%, (1, () 5 8,80 €4, (0,11}
(v) Loty (€)%, (1,(£)) = oMy, (£)0x,, (1, ()3 5 a8t €n , t€ (0,11} .
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Démonstration : Nous allons donner la démonstration de (iii). D'aprés la condition

(C) et le lemme 1, on a :

B[{o(t,x,(t)) -a(M,(t),x,(1,(£))}*]
< a8[o™(t,x,(£)) 1+ 48[a* (1, (), (1, (£)))]
< 45 {B01 + 25() +x3(8) 1+ BL1 + 22(1, (£)) + x3(1, (£)) 1)

< 8Kg{1 + 2K3(1 +E[a2(w)]) + Ké(‘l +E[a4(w)])} <t+w,

Puisque le membre de droite ne dépend que de E[az(w)] et de E[a4(m)] ,

E[{c(t,xA(t)) —c(T\A(t),xA(T]A(t)))}Z] est uniformément borné pour A€A et

t €[0,T] . Alors on peut voir d'aprés le Théoréme de La Vallée Poussin (voir par

exemple Dellacherie-Meyer [4], p. 38) que 1l'ensemble des processus

{{c(t,xA(t)) —c(’ﬂA(t),xA('nA(t))]2 ; A€A, t€[0,T]} est uniformément intégrable,
On peut obtenir les résultats (i), (ii), (iv) et (v) par des méthodes

semblables.

LEMME 3. Sous la condition (C), on a

E[le(t)-xA(s)|2] < K4|t—s| , t,s€[0,T]

ou K4>0 est une constante indépendante de A€A , et de t,s€[0,T] (sans

supposer satisfaites les conditions (A) et (B)).

Démonstration : Soit s<t , nous avons
mw;w-ﬁ@nﬁseﬂd:dmwxﬁmgwnwg%
+ zE[(j: b(M, ()%, (1, (w))) aw)?]
= 2] Bl0%(n, ) (1, e

t o2
+ 2(e=8)([ BIOP (1, (w) %, (M, (2))) Jaw)
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D'aprés la condition (C), on a :

t
< 2([ BIXA(1+x3(n,(w))) Jaw)

t
+ 2(t-s)([ ELKG(1 +x5(M,(w))Jaw)
s
D'aprés le lemme 1, on sait que E(xi(T)A(u)))SK3(1 +E[a2(m)]) ; alors, on a :
< 2K5(t—s) + 2K5(t-s)2SK4(t—s)

ol

K = K§{1 + (x5(1 +E[0®(0)])))
et

K, = 2(K5+K5T) . C.Q.F.D.

LEMME 4. Etant donné un ¢>0 , il existe 6>0 tel que

T
(1) atjo Ib(s,x,()) = b(T,(8), %, (1, (s))) [as] <e

T 2
(i1) Btjo lo(s,x,()) - o(M(s)sx,y(M,(s)))}"as] <e od [lal[ <8 .

Démonstration : Nous allons donner seulement la démonstration de (ii). On peut
obtenir (i) par la méme méthode.
D'abord, nous allons démontrer par l'absurde pour chaque s€[0,T] que

(3) IIz:\lllu-n'O E{o(s.xA(S)) —o('ﬂA(s),xA(nA(s)))lz -o.

Supposons qu'il y ait une suite de subdivisions A, "%"-*0 (n~=) , telle que

(s)) -a(m, (s),x (s)N}2 = c>0.

b, =), (T,

(4) 1im E{o(s,x
n

b

Posons
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Posons

o(s,x) si |x| <aN
czN(s,x)= o(s,2N) si x=2N

o(s,-2N) si xs<-2N,
D'aprés le lemme 3, on sait que :

BLlx, () - (s)>|21s1<4nAnn,

An

alors, on peut choisir {An } c {An} tel que :
P

(s) -x ()]

Iy (=)=
P 1% P

tend vers O (p.s.), lorsque np tend vers 1l'infini,

Nous avons

E[o(s,x ()N

An()cs(TlArl An An

P

< El{ogy(six, (s)) —opy(n, (s)yx, (M, (D))}%]
b B

P

¥ E[eoz(s,x% (s)) = "‘An (s)] >N

P P

+ Bl20°(s,x, () : lxy )l=x, Ix (s))| >2n]

a, M,

P P P P
2 : X S

ol (O, (1 " | ()| >

(
8, M,
P P P
+ E[Zoz(n s

An )xAn An()))=

(s)|=n, |xAn (s)|>2n]
P

[x, (n
& 8y
P P
D'aprés le lemme 3, on a :

P(|x, (s)-x (s))|>m) S}%nau—-

8, 7%, (M
P P P

Alors, d'aprés la condition (C), on peut obtenir que
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E[{o(s,xAnp(s))—c(ﬂArl (s),x % % ()N
s nc{om(s.x%p(s))—oz,,(n%p(s). t An ()N
+ s[zxg(nxz (s)) : |xAn (s)|>N)

P P
5
2200 1) el 4”An Il
N
+ 1;[21<§(1+xAn b, (s))) = |xAnp(1]%p(s))|>N]
E
2201 419) 4IIAn Il
N
2llAn IIZ

E[I ]+E[12]+E[I3]+4K (1+8%) 202
N

Donnons-nous un €>0 ., Nous savons d'aprés le lemme 2 que xi(t) , OEA ,
t € [0,T] sont uniformément intégrables, alors, on peut choisir N tel que
€
<z.
E[12]+E[I3] 3
Pour N fixée, ozN(s,x) est uniformément continu par rapport a
(s,x)G[O,T]XR1 . Par ailleurs |T]An (s)-s| tend vers 0 (p-w) et

(sN| t&nd vers P 0, p.s. (p~=) . Alors, on peut choisir

"‘Anp(s) “xy (.

P
np.] tel que E[I1]<-3€- pour n‘p‘l <np .
Enfin, on peut choisir n tel que
2 "rIIAn Iz
4K2(1 N)——-L-<- , pour np <n .
2
Finalement, on a pour >max(n ,n_ )
2
E[{o(s,x, (s))-o(m, (s),x (sIN¥1<e.
Anp % An %

Cette inégalité est contradictoire a (4). Alors, on en déduit

im  BLlaexy(s) - oMy (s),%,(M,()))1%] =
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Pour finir la démonstration, remarquons que

BL{o(s,x,(5)) = a(n,(s),x, (0, ()% , s€lo,1]

sont uniformémént intégrables par rapport & ds sur [0,T] . (Cela résulte de

1'inégalité

[ et ()% ( 7
| [Blo(1x,()) - oM ()%, (1, (1)) 1 s

T
< Io {41(2(1 +X,(1 +E@?(0))))}Pas <+ w.)

Alors, on a, d'aprés (3)

. T 2
s E(jo lo(s,x,(5)) = a(M,(s),x,(M,()))}%as) = 0 .
C-QQFODO

Nous allons utiliser la fonction cpm(u) que nous avons introduite pour
traiter de 1'unicité des solutions d'équations différentielles stochastiques (voir

[5]) c'est-a-dire, soit T=a;>a,>..>a >0 une suite telle que

a a
0 ) m-1 )
J p “(Wau = 1,... I p “(Wau =m , a =0 (m=w) .

a a
1 m

Soit q)m(u) , m=1,2,... , une suite de fonctions telle que

(i) cpm(u) est définie sur [0,») et appartient a 02([0,00)) et (pm(0)=0

o] , 0sus ay
(ii) cp':l(u) = (entre 0 et 1, a <u<a ,
1 , U2 i
[0} , 0sus am
(iii) cp""l(u) = {entre 0 et % p-z(u) va, <u<a .
0 , U2 a

m-1
Et puis nous prolongeons cpm(u) sur (-o,®) symétriquement, c'est-a-

dire, (pm(u)=<pm(|u|) . Alors, on peut voir que q)m(u) appartient a Cz[(-eo,ao)]
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et @ (u)t|u] .

On peut obtenir trés facilement le lemme suivant,
LEME 5. |u|-a = ¢ (v) .
Enfin, nous pouvons passer a la démonstration du théoréme.

ire étape : Démonstration du fait que

lim Elx (t) - xA,(t)| =0 pour chaque t€[0,T].
llall =0

llatll o
D'aprés le lemme 5 et la formule d'Ito, nous avons

(5) Blxy(t) =%,y (£)] -2, % Blg, (x,(8) - x4 (1))
= E[g,(x,(0),x,,(0))]
o 81]] ap0ry(6) 2y (D a1, (8),5,0) -y (2., (D), )
- 5[ J a1 0ty (8) = x4 (0 {B(1,(8),3,()) - (0 (), () s
+ B[} jo gu(xy(8) = %4 () fo(M,(),%,()) - 0(n,, ()%, (s))}as]

Nous savons que ¢h(xA(O),xA,(O)) =qh(a(w),a(w))==0 et que le deuxiéme
terme du membre de gauche de (5) est aussi O, et nous rappelons que Iq%(u)| <1.

Donc, on a d'aprés (5)
(6) Ex,(t) -x,, (£)]
t
< 2+ B[ 150151, (1,(6)) = BNy (51,0 (1, (1)) )
t
+ E[} Jo g (x,(5) = %, () {o(M,(),%,(1,())) oM, ()%, (M, (5)))}2as]

= am+E[IA'A'] + E[gY 8"y,
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Pour E[IA’A'] , on a
t
A, A'
(7) BLE ] 2 5[ [5(1(8)1x,(1,(6)) = bls.x,(5)) |as]
t
+ E[jo [b(s,x,(s)) = bls,x,,(s)) |as]
t
© BLJ ooy (80) = 5T () (7, (20)) 5]
= E[I,IA'A'] + E[Ig’A'] + E[I?’A'] .
Pour E[JA'A'] , on a
' t
(8) B8] 2 3 8L llgpllo(ny()xy(my(s))) -ole,x, (o)) as]
t
+ 3 B alxy(8) =10 (o)) foloux,(0) = 0(sux (5))Fas]
t
S LR ECHORMCMONELCEMONED
= E[J1A’A'] + E[JQ’A'j + E[J?'A']

o ol = sup|gp(a)| -

D'aprés la condition (A) et la définition de @ ,ona

(9) B[s52"]
3 i u 2 572(x.(s) - x.,(s))p2(x.(s) - x., (s s
<3 (] {a,,,sle<s)-xi.(s)ISa,H 2 072 (x,(8) = x4 ()67 (x,(5) - %, (5)) D]

Alors, on peut voir que
A 1] 1]
(10) Efsd 8’y < 37:—' + B[ 8y E[J?’A ].
Etant donné un €>0 , on peut choisir m>0 , tel que

£ 3T
(11) 0<a <g,=<

Nm
.
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Puis d'aprés le lemme 4, il existe 6>0 tel que

A \ ] ] A T
B8y <€, E[Ié'A 1<§, BuPY) <$

(12)

A, A' £

E[J3 ] <g-

Alors, d'aprés les relations (6) a (12), on a

1]
Elx,(t) - x,,(0)] <e+E[12A) .
D'aprés la condition (B), on a
t
Blx,(t) =%, (1)] <e+K, jo Blx,(s) - x,,(s)|as .

Donc, on en déduit pour t €[0,T]

® K:‘T"
E|x,(t)-x,,(t)] se = . C.Q.F.D.
a A n=0 n!
2me étape : Nous allons démontrer le fait que
(13) lim E[- sup IxA(t)-xA,(t)|2] =0.
llal-0 ostsT
llav]| =0

D'abord, nous préparons le lemme suivant,

LEMME 6. Etant donné un ¢>0 , il existe 8>0 tel que
T
. 2
(1) 5] {o(ny(e)y(ny(0)) - oy, ()uxys (M (s))1as] < &

T
. »
(ii) E[‘f0 {b(nA(S),XA(T]A(s)))—b('l]A'(s),xA'('nA.(s)))] as] < ¢
ou |lall<6 et [la']l<s .

Démonstration : Nous allons donner suelement la démonstration de (i).
D'abord nous démontrerons par l'absurde que

(19) ol EL{o(M,(s)sx, (1,())) = 0(My (8)ax, (N ())3%1 = 0,

[la*]] -0
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pour chaque s€[0,T] .
Supposons qu'il y ait deux suites de subdivisions de [0,T] , ] A;l

n=1,2,... telles que "%”-00 , "A;l"-‘o (n-‘cn) et

(15) im E[{°(“An(s)'xAn(“An(s)))'°(“A5(S)’XAQ("AQ(S)))}z] =c>0.

Puisque

(n, (s))-x

El:lxAn A, A,',(nb;l(s))l]

< E[|x

Aﬂ(TlAn(S)) -xAn(S)IJ + E[IxAn(S) - XA;I(S)I]

8Ly, () =y (M (D17

on a d'aprés le lemme 3 et le résultat de la 1re étape,

lim E[Ix%(n%(s))-x%(n%(s))ll =0.

Alors, on peut choisir np , P=1,2,... tel que

lim |x s))-x,, (0, (s))] =0 p.s.

g by, (M () =xy (g
P P P P
Posons

o(s,x) si |x|=<2N
°2N(s'x) = o(s,2N) si x>2N

o(s,-2N) si x<-2N .,
Nous avons

) -o(n (=IN¥*

Bl{o(n, (s),xAn (11An ( ()% (nA!.1
P P p P P P

< B[{o, (N, (s).x, (0 y (8)x,, (0, ()32
N, b SRR

P

NEQUELNC
P

+ E[zoe(n% (s),x

P

A, (n% (s)) : | 1, ()] =n
P P

P

xAn(
P
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+ r:[zc:r‘?(nAh (s),xAh (‘nAn (s)) : |x An An (sN]<n, IxA;l (TIA;l ()| > an]
P P P P P

. s[zﬁ(n% (2)ixp (N (D) : |*A;, (nA‘.l (s))| =)
P P P

. E[2oa(n% ()ixgy (M (1)) = Ixge (Mo (DI, gy (1 ()] > 20
P P P P P P P

D'aprés la condition (C) et d'aprés le fait que

P(|x (s)) =%y, (M (s))] 2 W)

An% %%

S%E[|x

A (ﬂAn (S))-xqq (HAA (NI,
P P P P

on a

2
E[{U(TIAn (s)’xAnp(n%p(s)))_C(n% ) xAn Aﬂ ()N

P

=< E[{°2n(n

2
An (S),x% (TlAn (5)))-02N(TIA;X (S)’x% (nA‘v‘ (5)))} ]
P P P P P P

v B (ny, () : |x, (1, ()] 2w
SRR B

+ 2E[K§(‘l +xAn An (s))) : Ix’% (T\A;l

E[lenp “Anp(s))'xa;lp("a;lp(s))”

()| =N

2
+ 41(2(1 + N2)
N

= E[J.I] + E[J2] + E[J3] + E[J4] .

. - 2
Fixons un €>0 . Nous savons d'aprés le lemme 2 que xA(t) , AEL ,
t € [0,T] sont uniformément intégrables, alors on peut choisir N , tel que
€
E[Jz] + E[J3] <3
Pour N fixé, °2N(s’x) est borné et uniformément continu par rapport
a (s,x) G[O,T]XR1 « D'ailleurs, nous savons que |'[]A'1 (s)—nA, (s)| tend vers O

- e e X S -X S en p vers nP eSe o) o
(p~=) et qu lA“p(n%p( )) Anp(n%p( ))| tend oPp (p~=)
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Alors, on peut choisir n tel que E[J.] <£ pour n_>n
P1 1 3 P P1
choisir n tel que E[J,] <£ pour n_>n . Finalement, on a pour
Py 4 3 P Py
n_>max(n n
P ( p,’ p2)

. Enfin, on peut

1

2
E[{TlAn ( ),xAn (TlAn (S)))"’(T‘AA (S),xA;} (TIL\!.l (INF] <e.

P P P p P P

Cette inégalité est contradictoire & (15). Alors, on en déduit (14).

Pour finir la démonstration, on peut voir facilement d'aprés la condition

(C) et le lemme 1 que

BLo(M,(5),2,(M,(8)) = 0(M0 ()0 (0, (D))FP 5 4, €4

sont uniformément intégrable par rapport & ds sur [0,T] . Alors, on a d'aprés

(14) :
. T 2
s L[ {o(,()x,(M,(6)) =0 (M, ()%, (1, (D)) Fas] = 0 .
llat]|-o
Maintenant, nous allons démontrer (13). On a d'abord
t
x,(t) =x,,-t) = jo {o(n,(s),x,(n,(s))) - o(m,, (s),%,, (7, (s))) }aBs
t
o [ () (2)) =By () (yy ())as
= L1(t) + L2(t) .
Alors,
(16) [x,(t) -xA,(t)|2 < sz(t) v 2u3(t) .

Pour L1(t) , d'aprés 1'inégalité de Doob, on a

(17) E( sup Lf(t)) < 4.E[L$(T)]
0sts<sT

T
R RCURO B RONELUMORMCMONE SO



129

Pour L2(t) , Oon a

t
HORNRUOENCIONELUMORMCRONILOES

D'aprés 1'inégalité de Schwarz, on a

2 t 2
HORRAEOR ORI MO MCRONIIEER

Alors,

2 T 2
(18) BL sup 17(9)] < T.E(IO [p(m,(),x,(y(sD)) - B(M,4 (s x4 (M, (5))) [ 7as]

<ts<
Enfin, d'aprés (16), (17), (18) et le lemme 6, on a

. 2 - i
(13) IIAﬁl—]-no E[OSS\tAPST [x,() =%, (€)]7] = o

[la*]|-o0 C.Q.F.D.

3me étape : Construction de la solution.

Choisissons une suite eil>0 y 1=1,2,... telle que

23
(19) T4l <+,
i=1

D'aprés le résultat (13), de la 2me étape, on peut trouver une suite de
subdivisions Ai » 1=1,2,.0s telle que
(1) Il =0 (i-e) et

(1) B[ swp  [x, (£) -x, (]2 <e; £ i=1,2,..0 .
0<tsT i 141

Puisque

P{ sup IXA.(t).’xA

()| >Li} =Pl swp |x, (t)-x,
0stsT 1 141 2 i

0o<ts<T

(0> 1)
i+1 4

(©)]%1 <4® ¢

i ?

< 4t E[ sup |xAi(t)-x

OSts<T 4

i+1

on a d'aprés (19),
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; P{ sup |xAi(t)—x

1 e |
()] >=t< Z 4" ¢, <+w,
i=1 0stsT 841 27 1

i=1
Alors, d'aprés le lemme de Borel-Cantelli, x Al(t) converge uniformément sur [0,T]

Pese (i-=w) . Posons x(t) = 1lim Xy (t) , t€fo0,T] . On a d'abord

i-w 1

(20) lm E[ suwp |x, (t)-x(t)|?] =0
i-w 0stsT Al

et on peut voir facilement que x(t) est continu par rapport & t €[0,T] et que
x(t) est & -adapté pour chaque t€[0,T] .

Enfin, nous allons démontrer que (x(t),Bt) est la solution.

Pour cela, on a d'abord,

t t
Bl sw [x(t)-alw) - | ols,x(s))as, - | b(s,x(s))]?]
0<tsT 0 0

s 3E[ swp [x(t)-x, 1%
0<ts<T i

+

T
3,Erj0 lo(s,x(s)) = a(n (s),x, (1, (5)))}%as]

_(nAl

A

T
- 3801 | [osx(s) = (1 ()%, (7 (1)) %]

= E[N§1)] + E[Ngz)] + E[N§3)] .

En utilisant la m&me discussion que dans le lemme 6, on peut voir que
E[Ngz)] et E[N§3)] convergent vers O lorsque i-w , Par ailleurs, nous savons
que E[N§1)] tend vers 0 (i-w) .

Alors, on en déduit

t t 2
E[ sup [x(t) - alw) - J a(s,x(s))st - I b(s,x(s))as|“] =0 .
o0<ts<T 0] 0

Alors,

t t
x(t) = alw) + JO c(s,x(s))st + ‘[0 b(s,x(s))ds . C.Q.F.D.
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4me étape : Soit xA(t) une solution approchée, on a

Bl swp  |x,(t)-x(1)|*]
0<ts<T

2 2
< 2E[ sup Ix»A(t)--xA (t)]°] + B[ suwp |xA (t) -x()]|°] ,
0<stsT i 0<stsT i

ou xAi(t) est la m2me solution approchée que celle introduite dans la 3me étape,

Alors, d'aprés (13) et (20), on a

lim E[ sup |xA(t)-x(t)|2] =0.
llal-0 ostsT

La démonstration du théoréme est achevée, L'unicité des solutions de

1'équation de ce type est déja connue (voir par exemple [5]). C.Q.F.D.
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