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Université de Strasbourg
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UNE CARACTERISATION DES QUASIMARTINGALES

par C. STRICKER

Titchmarsh a montré dans [1] qu'une fonction £ nulle en dehors de

[a,b] est & variation bornée si et seulement si
b
| leGee m) - 2(x)]ax = on) .
a

Orey s'est alors posé la question suivante dans [2] : que peut-on dire des pro-

cessus (Xt) continus A droite tels que

t2 0

(-]

Jo E|E[xX,,, - X [¥J]at = o(n) .

Nous allons répondre & cette question dans l'exposé qui suit.

1. Définition d'une quasimartingale.

Soit (Q,%,P) un espace probabilisé muni d'une suite croissante de ‘

tribus (St) continues & droite. Un processus stochastique (Xt)tz o adapté a
n-1
la famille ¥ est une quasimartingale si Var X = sup & EIXt - E[X, |&t 11
t i=0 i iv1 i

est fini, le sup étant pris sur l'ensemble des suites finies :
= < ces .
0 tO t1 <eee<l tn < @
Nous allons maintenant préciser dans le théoréme suivant les analogies
entre les quasimartingales et les fonctions & variation bornée.

2. THEOREME. Soit (X un processus stochastique adapté & la famille

t)tZ 0
. . N . 1
(3,‘:)tz o &t continu & droite dans L . Alors

i) la fonction s t - EIE[Xt+h - thstﬂ est continue a droite ;
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ii) (Xt)tz o st une quasimartingale si et seulement si

00

jo ElE[Xt+h - thlit]'dt = o(n) ;
iii) (Xt)t2 o est une martingale si et seulement si

'[o ElE[Xt+h - th?’ft]ldt = o(h) .

» E|E[X, ., - X |5 ]]
lim I téh TR L
h=0"0 h

De plus, dans les cas ii) et iii) Var X =

Démonstration : i) résulte immédiatement de la continuité & droite dans L1 de

(xt) .

ii) si X est une quasimartingale, montrons que

Jm BlELX,,p, - X,|%,]]

0 h

dt € Var X .

Pour calculer l'intégrale du membre de gauche utilisons une somme de Riemann as-

. . h
sociée aux intervalles de longueur ;

~

<«

- 1

z - EIE[ - l& ]l
=0 ™ xkh+ h Xﬁr h

5|

(-
< ;io E‘E[X(k+1)h - thlgkhq‘ < Var X .
m m m

En faisant tendre m vers 1l'infini on obtient le sens direct de ii). Récipro-

quement : soit (Xt) un processus continu a droite dans L1 vérifiant

t20

(-]
Jo E|E[Xt+h - Xt‘3t]ldt = 0(h) . Etant domnés tp=0<t <<t <o et

zk € 3t , définissons f et g de la maniére suivante :
k

£(t)

E[zk.xt] si t€ [tk,tk+2[ , k pair

g(t)

E[Zk.Xt] si t€ [tk,tk+2[ , k impair .

Pour € assez petit, on a l'inégalité suivante :
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t, . ,+2e t, . ,+2¢

k+1 k+1
lim ing[E J' |f§ t+h2—£§t”dt ‘T ‘l' |g§t+h2-g§t)| 1t]

h=0 Xk pair tk h k impair 1:k h

» E|E[X

2¢e
- x|31| Yt E|E(x,_. - x |5 ]|
< lim inf[ j th Y el th €t
h=0 0 h k t h
k
Cette limite inférieure est finie par hypothése. Appelons-la Me . Posons :
1

P jp £(x+t)dt
0

i

x+;
5,(x) = p jx £(t)dat

1

‘i’P(x) P Ig g(x+t)dt .

1]
i

x+-I;
p| Pg(t)a
X

Soit (xk,xlz) un couple de points de 1'intervalle [tk’t.k+1 +¢e[ . On a les

inégalités suivantes :

SN YNCY R imirI“lp(xk)—wp(x;c)|

k pair
g X%
=z ] erad 4z [ " erxax|
k pair X P k impair X P
) %
<z I 2 (x)|ax + £ J [¥r(x)]ax
k pair % P k impair X P
Yep*e 8_(x+h)-2 (x)] Y te [¥_(x+h)-¥ (x)|
< lim inf[Z —P P 4x+¥ bl P ax]
h=0 X pair tk h k impair tk h

1
< - < .
Me dés que p ¢

Mais 1lim & (x) = £(x) et 1lim ¥ (x) = g(x) presque partout pour
pre P prw P
la mesure de Lebesgue.

1

Gr8ce a la continuité & droite dans L' de (Xt) , i1 en résulte que

z - .
x IE[Zk(thn xtk)]‘ =

D'oll, en prenant :
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= 1 si E[x, -x |3 1=20
A e %

= -1 si E[X -x, |8 1<o0
x 1 % %

nous obtenons :

€D £ E|E[X -x 13 3] sm .
X Y1 % €

Par conséquent, (Xt) est une quasimartingale. Nous allons améliorer ce résul-

tat et démontrer iii) grice aux deux lemmes suivants :

LEMME. Si (Xt) est une quasimartingale continue & droite dams L1 alors

1im v:*s(x) =0 oh v:“e(x) = sup T E|E[X, - X, |%, 1| le sup étant pris sur
g= 0 X k+1 x k

1l'ensemble des subdivisions to =a< t1 <oee< tn = ate .

Démonstration : En vertu de la continuité & droite dans L1 , pour tout N> 0,
il existe o > O tel que EIX,c - Xal <12] si 0<t-a<g.

Il existe aussi une subdivision : t, = a < 'c1 <eoo< tn = a+1 telle que

-1 2.,.1
t,-a<aq et I Elelx, - X, lzt 1l = v, (%) -121 . Comme
k=0 k+1 k 'k
ElXt1—Xa| <2 sy On a:
-1 a+1
T ElElx, - x Ist lJzv (x)-1.
k=1 k+1 k 'k
atl _ F1 . ae
Puisque Va+ = Va + Vt , nous obtenons pour tout t < t1 1'inégalité

1
vi <1 . Donc 1imv™*x =0 .
a a

£ 0

LEMME 2. Si (Xt) est une quasimartingale continue 3 droite damns ! R

ave E|E[X_, - X |%.]|
lim ( sup j tih t ot dt) =
e~ 0 h>0 "a h

Pour démontrer ce lemme, il suffit d'utiliser le lemme 1 et la majoration dé-

montrée au début de ii) :
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J.a+e E]E[Xt-o-h X, |3, ]]

a h

t < Va+€ (X)

Le lemme 2 entrafne que :

Y*2% plg(x. . - X |31
lim ( sup Z‘. I L ) =0.
€= 0 h>0 k=1 h

k
n
Par conséquent, 1l'inégalité (1) : T EIE[X,c - X |3t J] = ¥ peut &tre rem-
=1 1 % % €
placée par
n o E|E[X, ., - % |3]
© EBlelx, - x| ]| < lin 1nfj |20 = %13 ldt .
k=1 k+1 k k h=0 0 h

Il en résulte que :

» E|E[X, , - X _|% ]|
Var X = 1lim 1nfj t+h L dt
h=-0 h

et d'aprés la majoration démontrée au début de ii) &

= BlE(x,,, - X [3]|
VaerllmsupI th O g
h-0 h
D'ou
= E|B[X,,, - X |¥]|
Var X = lim th € E ar .
h-0 "0 h
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