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Séminaire de Probabilités

UNE CONDITION SUFFISANTE POUR LA CONTINUITE PRESQUE SURE
DES TRAJECTOIRES DE CERTAINS PROCESSUS GAUSSIENS

Bernard HEINKEL

Depuis quelques années, le probléme consistant A rechercher des
conditions suffisantes pour assurer la continuité presque sfire des trajec-
toires d'un processus gaussien a regu des solutions relativement satisfai-

santes, pour des ensembles d'indices de plus en plus généraux.

Le premier de ces résultats est di & Fernique (1964) ; il

considére le cas d'un processus gaussien {xt,te'r}, avec T= [0,1]k .
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THEOREME 1 (Fernique [3]).- S'il existe une fonction ¢ définie sur R’ &

valeurs réelles positives, telle que :

(1) (B(x - %)% ol |st)  vs,refo0,1¥

(ii) I1 existe o>0, tel que ¢ soit croissante sur Jo,of

(iii) I1 existe M<o , tel que :

@ ( —x2
e dx <o
fM 9 )

Alors le processus {Xt,té[o,ﬂk} est 3 trajectoires presque sirement

continues,

Dudley (1967) généralisa ce résultat en donnant une condition
suffisante pour la continuité presque sfire des trajectoires de certains pro-
cessus gaussiens [Xt,t €X} ol X est un sous-ensemble compact "bien
choisi" d'un espace de Hilbert réel séparable. Plus précisément, on a

1'énoncé suivant :

THEOREME 2 (Dudley [2]).- Soient H un espace de Hilbert réel séparable,

<, > 1le produit scalaire sur H et X un sous-ensemble compact de H .

Posons
ro(K) = lim sup{ Log H(e) }
€e~0  Log(1/¢)
avec

H(e) = Log N(e) ve>0

ol 1'on a désigné par N(e) le nombre minimal de boules ouvertes de rayon ¢
nécessaires pour recouvrir KX .

Si ro(K)<2, il existe un processus gaussien [Xt,tGK} de
covariance R , avec @

R(s,t) = < s,t > Vs,t €X

qui soit & trajectoires presque slirement continues.
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En 1970, Garsia trouva une condition équivalente & celle de
Fernique (cf. § 3 ci-dessous), mais par des méthodes radicalement diffé-

rentes :

THEOREME 3 (Garsia [4]).- Soit un processus gaussien {Xt,t€[0,1]n}.

Posons

w [E(x - x)°F

p(w) = s
ls—t| < lu vn

Supposons que la condition suivante soit remplie :

[} (tos wi ap(w) <o

Alors le processus {Xt,t6[0,1]n} est A trajectoires presque sfirement

continues.

Enfin, Preston (1972) a généralisé les méthodes de Garsia en
les étendant de [0,1]n 4 un espace métrique compact quelconque, Il a obtenu

1'énoncé suivant :

THEOREME 4 (Preston [6]).- Soit X un espace métrique compact. Considérons

un processus gaussien {Xt,t €x} dont la covariance vérifie la condition

suivante :
f1 [-Log r H(261) ]%dG (r)<e
0

ou
— 1
v(u) = sup (B(XS- Xt)a)z Yuz20
d(s,t) <u
et

v(u) = v(2u) .

et ol & désigne le diamétre de K , H ayant la méme signification que

dans 1'énoncé de Dudley.

Alors {Xt,tEK} est & trajectoires presque slirement continues.
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Preston a montré que le Théoréme 2 peut &tre établi comme corol-
laire du Théoréme 4 . Nous montrerons que le Théoréme 4 est un corollaire du
Théoréme 3.1 (cf. Théoréme 6 ci-dessous) que Dudley a démontré dans le méme
article [2] que le Théoréme 2.

Plagons-nous dans les mémes conditions que Preston, i.e. consi-
dérons un processus gaussien {Xt,t:EK} , X étant un espace métrique compact.
Deux questions importantes se posent :

i) Quels sont les résultats maximaux qu'on peut atteindre en
employant les méthodes de Garsia et Preston ?

ii) Les résultats maximaux sont-ils plus fins que ceux de Fernique
et Dudley ?

Nous allons établir ces résultats maximaux en généralisant le
Lemme 2 de 1l'article de Preston [6] et montrer qu'en fait ils ne sont pas

plus fins que les résultats précédents.

§ 1 . NOTATIONS ET ENONCE DU RESULTAT

Soient (Q,3,P) un espace de probabilité, (Kd) un espace mé-
trique compact et [thzék] un processus gaussien sur Q , a valeurs
réelles, centré, de covariance R continue.

Avant d'énoncer le résultat fondamental, je vais introduire
quelques notations.

Posons

viu) = su - 2%
= om (601D

et

v(u) = v(2u).

Pour tout €>0, on notera N(¢) le nombre minimal de boules ouvertes de

rayon e nécessaires pour recouvrir K .
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On appellera & 1le diamétre de K .
On notera Y la fonction définie sur ]0,1], 2 valeurs réelles

positives, telle que :

vr €10,1] ¥(r) = [ - 1221

N

ot [ ] désigne la fonction "partie entiére".

Au § 2, j'établirai le Théorédme suivant, qui est le résultat

maximal annoncé :

THEOREME 5.- Soit le processus gaussien {Xt,tEK}.

Supposons que les deux conditions suivantes soient réalisées :

(i) I1 existe une fonction G définie sur R, & valeurs réelles

. cs . . . +
strictement positives, continue, paire, convexe croissante sur R , telle

2
que : .

J"m G(x) Lég G(x) e 2 ix<ew
0 ,

Gy J] M n(s27Y (92 Y6 450 < o

Alors le processus {xt,tEK} admet une version séparable et mesurable &
trajectoires presque slirement continues.
De plus, il existe une version pour laquelle on ait presque sii-

rement

%, (0) =X (w)| <10 j‘od(s’t) G‘1{N(52"Y(’)"3))2Y(r)+613(w)}dx7(r)

ot B est une v.a. définie sur Q A& valeurs réelles positives, d'espérance

finie.
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§ 2 . DEMONSTRATION DU THEOREME 5

La démonstration du théoréme nécessite 1'établissement de 3 Pro-
positions, Deux d'entre elles figurent déja dans 1l'article de Preston ; je me
contenterai donc de les énoncer sans démonstration. La troisiéme étant diffé-
rente de 1'énoncé correspondant de Garsia [4] et Preston, je 1'établirai en
détails.

Introduisons d'abord quelques notations supplémentaires.

On notera B 1la tribu borélienne sur X .

Soit Y wune fonction définie sur R, A valeurs réelles posi-
tives, continue, paire, convexe croissante sur mf.

Soit d'autre part p une fonction définie sur IR+, a valeurs
réelles, nulle en O et strictement positive ailleurs, continue, croissante,

comme plus haut, on notera :

p(u) = p(2u) Yuz0

On désignera par m 1la fonction définie sur J0,1], & valeurs réelles po-

sitives, telle que :

vr€]0,1] m(r) = inf p,{Br(x)}
x €K

ol u est une mesure de probabilité sur (X,B) qui sera précisée dans la
Proposition 1, et ou Br(x) désigne la boule ouverte de centre x et de
rayon r .

J'aurai besoin des résultats suivants :

PROPOSITION 1 [6].- Il existe une mesure de probabilité p sur (K,8),

telle que @

y(r)+2 ko=l
vr>0, vx€X (B (x)>[ k111 N(2778)]
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]
PROPOSITION 2 [6].- Soit £ une fonction appartenant & L'(K,B,u) telle

que :
[ Y et oy 1 aw=)an() = e o

Supposons de plus ¢
1 -1 o -
f Y {—E——_ } dp(u) <=
u
0 m-("/,)
Alors il existe une fonction g définie sur K , & valeurs réelles, conti-

nue, égale & f presque sfirement, avec de plus :

lg(x)-g(y) | <10 fod(x»Y)Y-1{ 2(3;) ) a5
"2

Introduisons maintenant une suite de v.a.r. gaussiennes qui in-

terviendra dans la Proposition 3.

Considérons le développement de Mercer de la covariance R :
@
R(s,t) = = A ¢ (s)q,(t)
n=1

o {g} est une suite de fonctions continues orthonormales et
nneEN

03

est une suite de nombres réels positifs.
neN

Soit {en} une suite de v.a.r. gaussiennes, définies

né€EN

sur () , indépendantes, centrées, réduites.

Pour tout t€K et tout entier n , on pose :

£ 3V (6
€t 5 x % %

Enongons maintenant le résultat nouveau par rapport aux arguments

de démonstration employés par Preston.

PROPOSITION 3.- Soit une fonction G définie sur R A valeurs réelles

. s . . . + .
strictement positives, continue, paire, convexe croissante sur R, qui
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satisfasse aux conditions suivantes :

2
(1) f: G(x)fog G(x) e 2 dx < ®

(ii) I(; G—1{ ;2—(% } av(u) <o
2

Alors :
(a) Sil'on note B 1la v.a.r. définie par

(n)(w) x(n)(
B(w) = sup f j‘ G{W} du(s)du(t)

B est d'espérance finie

(b) L'inégalité suivante est réalisée presque sfirement pour tout entier n :

[Xgn)(w)—)(£n)(m)|s10 f;(s't) G_1{—-—£—-)—-2B(:’/ Jav(u)
2

(c) I1 existe un ensemble Q€ &, avec :

P(Q) =

tel que pour tout w€Q , la suite [XE )(w) } nen  Sonverge uniformément

sur K.

Démonstration de la Proposition 3. (a) Soient s et t deux éléments de X

fixés, Posons (n) ( n)

vidis tH vnEN

On notera

= 6y } VnEN
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Les {Yn}neN formant une martingale et G étant convexe, {zn}nEN est une
sous-martingale.
Les vV.ae. {Yn}nGN sont gaussiennes centrées ; pour tout n , on a @ ans 1,

ol o, désigne 1l'écart-type de Yn « J'en déduis :

2
+ +
sup E{Zn Log Zn} = sup J'“’G(x)Log G(x) e 7 ax
n n m o -
n
X X2
= sup - j‘FQG(cnx)L"ég G(cnx)e 21 f+ “G(x)LEg G(x)e 2 dx<w
n V21 ‘- VBT Y-

D'aprés un Théoréme de Doob (cf [5] page 122), on a donc :

D = E{sup zn} <o
n

Appliquons le Théoréme de Fubini :

E fx J“K s;zlp z, dp(s)du(t) <D

Posons
B(.) = su Z (. d
(2 up fx fx (s )dn(s)du(t)
On aura
. sup Z_(.) du(s)d
B( )SijK up o() du(s)du(t)
D'ou

E(B) <D

(b) Par définition de B , on a, pour tout n€N :

foK z (w)dp(s)du(t) <B(w) Yw € Q

Nous venons d'établir que, presque slirement :

B(w) < @
D'aprés la Proposition 2, on a donc, pour tout entier n et pour presque

tout @ @
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) 1 (@)= x ()| <10 [ A0 o"-Rlo) g5y
0 " (%/,)

(c) D'aprés le Théoréme de Mercer, on a

s 2

R(t,t) = T xncpn(t)
n=1

De ce fait, la série de v.a. indépendantes S(t,.), ou

©

$(t,.) == VA g (t)0 (.)
n=1

converge en loi pour tout t€K, fixé ; elle converge donc également pres-
que sflirement pour tout t€XK, fixé.

Soit A(t) 1'ensemble suivant :
(n)
Alt) = {wl{xt (w) }nGI\I ne converge pas}

Soit T une partie dénombrable dense de X , Posons

A=U A(Y)
teT

I1 est clair que A est négligeable.
Soit @ n'appartenant pas & A et tel que la relation (1) soit
vérifiée. Alors la suite {Xgn) (w) }nGIN converge pour tout t€T .

(

La suite [X(.n))(w) }nEI\l est équicontinue d'aprés (1). De plus,

(n)

les fonctions {X( )(w) }nell sont bornées.

Donc, {Xgr‘l; (w) }nGZN converge sur K vers une fonction
Y(.)(m) continue sur X .

X étant un espace métrique compact, cette convergence est uni-
forme.

Cette convergence étant réalisée pour presque tout wé€Q, la
Proposition 3 est donc entidrement établie.

Utilisons maintenant les résultats des Propositions 1 et 3

pour démontrer le Théoréme 5.
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D'aprés la Proposition 1 et la définition de la fonction m , on

m(r) 2[N(82 “(Y(I‘)+2)) ]—(Y(r)+2)

vr>0
D'ol
e 5 13 < G-1{[N(62—(Y(u)+3))]2y(u)+6}

mA /g

Appliquons maintenant le résultat de la Proposition 3. Supposons que :

fo‘ ot (o2~ (Y(F)#3)y 2Y(2)+61451y c

Alors il existe un ensemble 0063, avec 3
p(oo) =1

tel que pour tout weﬂo, la suite {Xgng(m) }nGN converge uniformément
sur K .

Pour tout entier n , on a de plus, presque sfirement :
ngn)(w) -X£n)(w) | <10 f0d<s't)G-1 (B(w). In(e2= (V)30 V()5

En faisant tendre n vers + o, on obtient le résultat annoncé,

§ 3 . COMPARAISON AVEC LES RESULTATS CLASSIQUES

Je vais d'abord démontrer qu'en fait, le Théoréme 5 est équiva-
lent au Théoréme 4.

Montrons d'abord que si les hypothéses (i) et (ii) du Théoréme 5
sont réalisées, celle du Théoréme 4 1l'est aussi.

Soit G une fonction satisfaisant aux hypothéses (i) et (ii) du
Théoréme 5.

On a donc
oM
C = f‘”G(u)ng G e 2 du<w
0
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[
D'ol uz

vx >0 f2x G(u)ng G(u)e 2 w<c
x

G étant convexe croissante, on a ¢

lim G(x) = +»
X =4+

I1 existe donc D>0, tel que :

x>D = G(x) > e

Pour un tel x , on a
2

ul
-— 2
f2x G(u)Log G(u)e 2 ausx G(x)e-2x
x
D'ol
c 2x?
vx>D = G(x) < —Ex-—-—
Supposons

x > sup (C,D)
Alors on aura :

G(x) < ezxz

et de ce fait :

ve>sup(e® 62 27 (x)> (L (2)

D'aprés la relation (2) et 1'hypothése (ii) du Théoréme 5, la condition in-

tégrale de Preston, qui n'est autre que la condition (ii) o 1l'on a pris :

¢(x) = (Log 0¥

est remplie.
Supposons maintenant que le processus {Xt,tEK} satisfasse a
1'hypoth&se de Preston, Posons :
X
8
Y(X) = e wx ER
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Dans la démonstration de Preston et Garsia (cf [4]), ¥ joue le méme rdle

que G dans la mienne.

Les hypothéses (i) et (ii) sont donc remplies pour la fonction Y .

Donc, contrairement aux apparences, le résultat établi plus haut
n'est pas plus général que celui de Preston.

Pour retrouver le résultat de Garsia [4] dans le cas ou K=[0,1]"
on remplace la mesure | par la mesure de Lebesgue dans le raisonnement
précédent ; il est évident qu'on peut simplifier grandement dans ce cas par-
ticulier la démonstration de la Proposition 2 en employant des propriétés de
dérivation de mesures.

Montrons maintenant que les Théorémes 1 et 3 sont équivalents.
Nous allons établir cette équivalence dans le cas le plus simple, celui ou
XK = [0,1].

Nous allons montrer d'abord que s'il existe une fonction ¢ vé-
rifiant les conditions (i), (ii) et (iii) du Théorémel, alors la condition

intégrale du Théoréme 3 est remplie. On aura donc :

2 -2
[7ale™ax = po7 —ua,
M 0 2u(Log v,

Posons
2
A = ine{e™ ,a}

A u)du
J 13 <
0 2u(Log ;)

R étant uniformément continue, pour tout u>0 il existe 51 et t1 tels

On aura :

que
2
V(0 = (B(%, - %, ) 2 < olls,- ¢, )
¢ étant croissante sur 10,A[, on en déduit :

v(u) s¢(u) vu€ Jo,Al
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et @
4
5 _m.x.}_%_ du <
0 2u(Log ;)

Calculons cette intégrale par parties :

J = [-v(u) (-Log u)%]3+ IOA (~Log u)%dv(u)
Or on a

0sv(A)(~Log A)J“ <

v(x)(-Log x)'lt 20 wx € ]0,1]
Du fait que J est finie, on aura donc :
OSIA (~Log u)% av(u) < »
0
La condition de Garsia est donc réalisée lorsque celle de
Fernique 1'est,
Démontrons maintenant la réciproque.

On suppose donc :

f1 (~Log x)%dv(x) <o
0
On aura donc pour tout €€ ]0,1] :

A()(-tog F < [ (tog x)Fav(x) <a

et par suite :

1im (-Log e)%v(s) =0
e—0

1 v(x)dx
| e .
0 2x(-Log x)

I1 existe donc M<o , tel que @

D'ou

® -3
[ v e <
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Or v vérifie également les hypothéses (i) et (ii) du Théoréme de

Fernique.

Donc, lorsque la condition de Garsia est remplie, il en est de méme de celle
de Fernique.

Les théorémes 1 et 3 sont donc équivalents,

Démontrons enfin que si X est un sous-ensemble compact d'un
espace de Hilbert réel séparable, le Théoréme 4 est un corollaire du Théo-
réme 6 suivant, dans le cas particulier d'un processus gaussien dont la

covariance est donnée par 3
E(XS,Xt) =<s,t> vs,t €X

THEOREME 6 [2].- Soit X un sous—ensemble compact d'un espace de Hilbert

réel séparable. Considérons un processus gaussien {Xt,téK}, dont la cova-

riance est donnée par :

E(xS xt) =<s,t> Vs,t €K

Supposons que :

Alors le processus {)(t,t €X} est 3 trajectoires presque sfirement continues.

Supposons que la condition intégrale de Preston soit satisfaite
on a donc :

1 - “
f%(-Logr H(26r) )Zav(r) <=
0]
D'aprés 1'expression de la covariance, on a :
F(u) = 2u vu€ [0,1]

D'ou
° I= f%(Log %6 H(u))’:S du < = (3)
0
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Minorons 1'intégrale I :

© -k ©
I=7% f (Log % H(u))%duzz % (Log 2]‘*15}{(2']‘))%
k=1 ", =(kt1) k=12

D'aprés la relation (3), on aura donc :

R WA
I Tx <
k=1 2

(-]

Le processus {Xt,tEI(} est donc & trajectoires p.s. continues d'aprés le

Théoréme 6.

On a ainsi établi le Théoréme 4 dans le cas particulier considéré.
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Dans un certain sens, le Théoréme 5 est le meilleur
possible, En effet, il n'est pas possible d'améliorer davantage la Proposi-
tion 3 , Blackwell et Dubins [1] ayant montré qu'étant donnée une sous-mar-

tingale positive il n'existe pas de condition plus large portant

& hew

uniquement sur X = 1lim Xn que 3
n-ow

+
s:? E{Xn Log xn} <o

et suffisante pour assurer 1'intégrabilité de sup Xn .
n

B. HEINKEL
Strasbourg, le 7.11.1972
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