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Université de Strasbourg

Séminaire de Probabilités 1969-70

ENSEMBLES REGENERATIFS, TEMPS LOCAUX ET SUBORDINATEURS

par B. MAISONNEUVE

Nous associons & tout fermé droit aléatoire M sans point isolé
un processus croissant prévisible, croissant exactement sur son adhérence M ’
appelé son temps local. Dans le cas ol M est un cnscmble régénératif parfait
d'intérieur vide, cec temps local est identique & ceclui-que nous avions déja dé-
fini dans [5] ; il est alors contimu et posséde unc propriété d'additivité,
Nous définissons ainsi directement lc temps local d'un ensemble régénératif,
sans utiliser le résultat principal de Hoffmann—{dfgensen suivant lequel tout
cnscmble régénératif peut-@tre considéré comme 1'ensemble des instants de pas-
sage cn 0 d'un processus de Markov,

Un cnsemble régénératif est alors caractérisé par l'ensemble des
valcurs priscs par un subordinatcur. Nous utilisons ce résultat pour reprendre
1'¢tude des ensembles régénératifs de Hoffmann-Jgrgensen et ¢tablir le caractére
markovien du processus de 1'8ge. Nous donnons également les relations entre la
représentation de Lévy du subordinateur, le noyau fondamental H introduit
par Hoffmann-qﬁigensen ct les caractéristiques de Krylov-Yuskevich d'un ensem-
ble régénératif [3] .

En appendice nous montrons que pour un processus de Markov conve-
nable admettant x, comme point régulier et pour lequel on a pu définir un
temps local, ce temps local est identique 2 celui de l'ensemble régémératif
%x des temps de passage en xo .

° Les paragraphes I ct II constituent une rédaction détaillée

de la note [4] .
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I. TEMPS LOCAL D'UN FERME DROIT ALEATOIRE

Soit (Q, ¥ , P) un cspace probabilisé complet muni d'une famille
(St)t’zo croissante et continuc a droite de sous-tribus de & , chaque 31: con~-
tenant tous les cnscmbles négligeables de &

Soit M un fermé droit aléatoirc mesurable que pour simplificr les

considérations qui suivent, nous supposerons sans point isolé et minimal : pour

tout ® de Q les extrémités gauches d'intervalles contigus & M(w) n'appar-
ticnnent pas & M(W) ; les intervalles contigus & M(w) sont donc de 1la forme
[a ] b[ .

Posons pour tout t = 0

Dt(a)) inf{u >t : u € Mw)}

= 4+ ® , si cet cnscmble est vide.

Le processus (Dt) ainsi défini est croissant ct continu a droitec.
La fonction D(W) est constante sur tout intervalle [a , bl contigu & M) ,
avec Da_(w) =a , Da(w) =b . Les points de M(w) sont caractérisés par la
propriété Dt(a)) = t , Noter que lec processus (Dt) n'ecst pas nécessaircment
adapté a la famille (Et) , mémc si M 1l'est, et n'est pas nécessairement nul
pour t=0.

Nous désignons par @ = unc version continue a droite de

e @)
. t)

la surmartingalc (E[c | "*tl)tzo . 5
Cc proccssus cst bicn uhemartingale,car(e t) cst un processus

décroissant, et elle admet unec version continue & droite, car l'application
-D
t - Ee t] est continue a droite, ainsi que la famille de tribus (Et) o

Noter que pour tout temps d'arrét T de la famille (3t)

-D
&, = Ele ¥ IZFT] PeSe
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DéFINITION. - On appellc temps local du fermé droit aléatoire M le processus

croissant naturcl (ou prévisible) L = (Lt)tzo tel que

Qt = E[It s dLs l $t] .

Pour construirc L on considérec le processus croissant naturcl inté-

grable (B engendrant le potentiel & et on posc

t)t'ZO

Avant d'énoncer lc théoréme 1, nous allons donner quclques notations

et établir un lemme que nous utiliserons par la suite.

Désignons par D l'enscemble des points de M qui sont isolés a
gauche, par M' 1'censemblce M\D ; pour tout € > 0 désignons encorc par
[U; , Viﬁ lec n-iéme intervallc contigu & M dont la longucur dépassc stricte-
ment € ct posons Ti = U; + € . Rappclons que si M est progressivement

mesurable les cnsembles M ct D sont bien mesurables ot que T; ct Vi sont

des tamps d'arrét (voir par exemple la thésc de Dellacheric).

LEMME 1. - Si 1'ensemble M cst progressivement mesurable, l'cnsemble M' cest
prévisible,
En cffet on pcut écrire @
€
w=rR \{u (UIT, ¥} ,
+ e>0 n n
¢ rationnel

ct 1l'intervalle aléatoire ]Ti , Vi; est prévisible puisque ses bornes

sont des temps d'arrét (ce qui n'est pas le cas de U; )e

’ N
THEOREME 1. - Si lc fermé droit aléatoire M est progressivement mesurablc

(ou_sculcment si son adhérence M l'cst), l'cnsemble C  des points de croissance
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dc son temps local L est indistinguable de M , ot l'cnscmble Cd des points

de croissance & droitc de¢ L est indistinguable de M .

DEMONSTRATION. - 8i C est perfait , le fermé droit Cy est minimalet Ty= C, domc le
théoréme scra centiérement Gtabli si nous montrons que C 2 M (1c point signific

quc C ct M sont indistinguables). Nous ferons la démonstration cn trois

étapes
a) cc M.,
En cffct
-D c -Dve
BB -8 1=8s_ -5 _]=te Tnee M=o
T T ¥
n n n n
donc Lve =1L ¢ DPese et commc M cst la réunion des intervalles :IT':1 ’ Vfl[
T

pour € Bratiohnel et n entier, ona C é M.
b) 2_{:_3 .
Commec D ct C sont bicn mesurables il suffit de montrer que
tout temps d'arrét passant dans D \ C est p.s. infini;
Posons pour tout t =0 R, = inf{u >t : Lu > Lt} « Le processus

t
(Rt) est continu & droitec ct

c,) = {(t, w) : R () =t} .

Si T cst un temps d'arrét passant dans D \ C ou dans D \ Cd
on a RT > T sur l'ensemble {T < m} . RT ¢tant un temps d'arrét l'intervalle
It , RT[ est bien mesurable, donc il existec un temps d'arrét U tel quc
T<U<R, sur {T <=} . Ona alors Ly = Ly,

implique que sur {T <} T est p.s. origine d'un intervallc contigu., Or T

donc DU = Dy Ppes., ce qui

passant dans D cst point d'accunulation dc points de M sur l'cnscemble

{T <} . I1 cn résulte quc T = ® puSe &
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c) M =M\Dcc .

Les cnsembles M' ct Cg étant prévisibles, il suffit de montrer
quec tout t.a. T prévisiblc passant dans M' passc aussi dans Cg . Or si le
temps d'arr@t prévisible T passc dans M' et est "annoncé" par unc suite (Tn)
de temps d'arrét (c'cst-a-dire que T, T, T <T sur {T >0} ), il cst
également annoncé par la suite (DT ) « Comme DT passc dans D , il est point
de croissance de L sur {T <o} d'aprés b). Ilnen résulte que T cst point

de croissance & _gauche sur ce méme cnscmble.

Le théoréme résulte des points a) b) c).

Remarque. - On peut préciscer que Cg SM , car D= Z[Vij ct Vi cst pes.

point de continuité de L d'aprés la démonstration de  a).
II. CAS D'UN ENSEMBLE REGEMNERATIF

Nous supposcrons maintenant que M cst un cascmble régénératif sans
point isolé contcnant O ct réalisé canoniquement sur 1l'espace des fonctions

cn dents de scie. Voici d'abord queclques rappels & cc sujet @

Rappels ct notations.- Une fonction continue a droite ® de ’§+ dans R+ cst

appelée fonction cn dents de scic si 1'cnsemble M(w) = {t : w(t) = 0} est

ferm¢ dans R+ , si 1la fonction ® ecst linCaire de pente 1 dans tout intervalle
contigu & Mw) ct si w(+ ®) =+,

Nous désignons par (2 1l'cnsemble des fonctions en dents de scic,
par (At)tzo les applications coordomnées de Q , par (et)tzo les opérateurs
dc translation habitucls, par M 1le fermé droit minimal admettant pour adhérence

1l'cnsemble {t : A, = 0} , par 3° 1la tribu B{A t = 0} . Etant donnéc unc

t ?
loi de probabilité P sur (Q, 3°), nous lui associons la plus petite famillc

continuc a droite , telle que pour tout t 1la tribu St conticnne

B0
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‘E{As , S <t} ct tous les ensembles P-négligcables. Les temps d'arr&t envisa-
gés par la suite scront reclatifs & la famille (Et) .

Le fermé aléatoire M est progressivement mesurable (donc bien mesu-
rablc) par rapport a la famille (gt) puisque M = {t : A, = 0} ct que (At)
est un processus continu & droite. Si M est p.s. sans point isolé le théoréme 1

permet donc de lui associer un temps local L .

DEFINITION. - On dit quc le fermé droit aléatoirc M est un cnscmble régéné-

ratif (contcnant 0) pour la loi P si A =0 p.s. et s'il satisfait la

propriété de régénération

pour tout temps d*arrét T passant dans M, tout A € 3T contenu

dans {T <w} , tout BEF, on a :

P(a) P(B) .

P(a N 07'())

Si N ecst un fermé droit aléatoirc contcnant O d¢éfini sur un cspace
(w, G, Q , on désigne par ¥ 1'application de W dans Q qui & w associc
4

la trajectoire en dents de scic admettant ,N(w) commec cnsemble de zéros.

7/
DEFINITION. - On dit que lc fermé droit aléatoire N est un cnsemble régénératif

si_sa forme canoniquec M, Qo $-1) est un censemble régénératif.

Doux cnscmbles régénératifs sont dits ¢quivalents s'ils admettent la

méme forme canoniquc.

Rappelons qu'un cnsamble régénératif est ou bien p.s. discret ou

bich p.s. sans point isolé, a cause de la propriété de régénération. Clest surtout

lc deuxiéme type qui nous intéresscra par la suitc.

THEOREME 2. - Si lc formé droit aléatoirce M est un cnsemble régénératif sans

point isolé, son tomps local L cest continu ct satisfait la propriétl d'additivité

suivante @
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Lpyg=Lo+L o8 PeSe sur {T < w}

T+t T

pour tout temps d'arr€t T passant dans M,

DEMONSTRATION
’ 1) Pour établir la continuité de L commengons par démontrer le

lemme suivant :

LEMME 2. - Si T est un temps d'arrét prévisible passant dans M' = M\ D , On
a DT— = DT PeSe &
Soit en effet T wun temps d'arrét prévisible passant dans M' : T

est point d'accumulation & gauche de points de M, donc si (Tn) est une suite

de t.a. annongant T , la suite (DT ) annonce également T ; quitte & remplacer
n
Tn par DT on peut donc supposer que Tn passe dans M pour tout n .,
n

Pour tout a >0 et tout ¢ > 0 posons

o, = P{T est origine d'un intervalle contigu de longueur > a}

otl;: = P{T est origine'd'un intervalle contigu de longueur > a et
> -
'I'I’1 T - e}
"as = P{un intervalle contigu de longueur > a commence avant

1ltinstant e} .

D'aprés la propriété de régénération & 1l'instant Tn

n
o[ae < P{Tn < m}Trae

d'ou o, < e puisque @, = lim t aze o Cette inégalité, vérifiée pour tout
n
e > 0 , montre que o, = 0, et ceci pour tout a >0 , La conclusion du lemme

résulte alors de ce que

P{D., #D.} =1limag_ =0 .
T- ‘I‘} a"Oa
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Revenons au théoréme 2, - Comme le processus (Dt) est continu sur M'C et que

M' cst prévisible (lecmme 1) 1la conclusion du lemme Dy_=D; P.s. vaut

encore pour tout temps d'arr8t prévisible T ., Par suite E[BT_] = E[BT] pour

tout temps d'arrét prévisible T et le processus prévisible B est donc eonti-
.

nu, I1 en est de méme de L = IO e® dB, .

2) Pour établir la propriété d'additivité de L nous utiliserons le

lemme suivant :

LEMME 3. - Soit t 2 0 fixé. Si Z et 2Z' sont decux variables aléatoires telles

que E(z | st) E(z' | st) pes. et si T est un temps d'arrét passant dans

M, on a aussi :
E[Z o 0, | 3, = E[2' o 6, | Fp) Pese sur {T<e}

rd
DEMONSTRATION, - Pour tout A € ET contenu dans {T < a} et tout B € Ez ’

on a d'apréds la propriété de régénération appliquée au temps darrét T

)

_ Zo6,dP =P(a) [ zaP
AﬂeT1(B) T B

[

L} - L
g, . 2'°6,dP =p(a) [ z'ap
ANe, (B) B
et les scconds membres sont égaux a cause de l'hypothése faite sur Z et 2'
Comme la classe des AN 9;1(8) cnvisagés est stable par intersection finic et

cngendre 5T+t aux ensembles négligeables prés, le lamme est donc démontré,

La relation DT+t =T+ Dt o 2? vraic si T passc dans M et le
-D -
lemme 3 appliqué & Y=e t et Z= I e dL_ donnent :
t
-D -D
T+t -T t
#p, = ELe | #pd = e Ble " oop | Tyl
T ® s
=e E[J‘t e aL e 0, | Frped -
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Comme par aillcurs
® s T ® s
Pree T E[J'T“ © dLS‘ 3T+t] =€ E[j‘t © d(LT+s - I"1‘) I 3T+t]

1l'unicité du processus croissant prévisible engendrant la surmartingale (§T+t)t20

(adaptée A la famille ( ) impose que

It 20

Tes . . p Pes. sur {T<o} .
III, CARACTERISATION DES ENSEMBLES RéGﬁNéhATIFS A L'AIDE

DES SUBORDINATEURS

Rappelons qu'un processus croissant (Zt)tzo (continu & droite ct
tel que Zo = 0) est appelé subordinateur s'il est A accroissements indépen-
dants et stationnaircs, a cela prés qu'il peut avoir un saut égal & + o ,

Meyer a montré dans [6] que tout subordinateur ne prenant que des
valeurs finies admet pour image un cnsemble régénératif minimal., Sa démonstration
repose sur les propriétés de mesurabilité de 1'image IZ = ZR+ et sur la pro-

priété dec Markov forte de Z ; cllec s'étend donc facilement & tout subordinateur.

Voici maintcnant la réciproque de ce résultat

THEOREME 3. - Tout ensemblc régénératif est équivalent a 1'image d'un subordi-

natecur.

On peut supposer 1l'ensemble régénératif M canoniquement défini par
une probabilité P sur (Q, 30) « S1 M est discret, la construction d'un
subordinateur admettant unc image équivalente & M (au sens des cnsembles régé-
nératifs) egt classique.

Si M cst sans point isolé, il admet un tomps local continu L pos-—

sédant la propriété d'additivité du théoréme 2. Posons pour tout t = O :

= i H >
z, inf{u : L, t} .
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Le processus Z © ainsi défini est continu a droite, tel que Zo =0,

et vérific la relation :

Zt+s = Zs + Zt ° ezs PsSe Sur {Zs < w} .

I1 résulte alors de la propriété de régénération appliquée au temps d'arrét Zs
passant dans M que Z est un subordinatcur. L'image de Z cst indistinguable

de 1'cnsemble Cd = M des points dec croissancec & droite de L , et lc théoréme

3 est démontré,

IV. ETUDE DES ENSEMBLES REGENERATIFS A L'AIDE DES

SUBORDINATEURS

Dans cc paragraphc nous supposons cencorc l'cnsemble régénératif cano-
nique ct minimal. Nous lui associons un subordinatecur Z , tel que Iz et H
Soient équivalents. Lorsquc M cst sams point isol€ nous prenons pour Z
l'inverse continu & droite de son tcemps local ; on a alors IZ =M.

Le processus Z admet la décomposition :
Z, = at + x v(t , dx)

Jo,=]

ol a ecst une constante = 0 ct o v(t , B) est lc nombre de sauts de Z
se produisant avant l'instant t ct ayant unc amplitude dans lc borélien B
(o ﬁ'E) . La mesure de Lévy de Z  est la mesure positive A sur 0 , + =)
définie par A(B) = E[v(1 , B)] pour tout borélien B de 10, + o[ et telle
que A({+ «}) soit le paramétre de la loi exponenticlle de la durée de vie de
Z . Ellc vérifie r i (x A 1) AM(dx) <= . Notons aussi que l'instant du premier
saut de Z ayant uge amplitude dans lc boréliecn B esgtunc variable exponcen-

ticlle de paramétre A(B) .
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A. STRUCTURE DES ENSEMBLES REGENERATIFS
THEOREME 4. -

1) M est p.s. born¢ ou p.s. non borné sclon que M+ @} >0 ou =0,

2) La mesure de Lebesgue dc M cost pes. nulle ou pese > 0 sclon

que a=0 ou a>0.

3) M est p.s. d'intéricur vide ou p.s. d'intérieur non vide seclon que

Ao, =]

a

=4+ ou <+ ,

4) M ecst p.s. discrct ou p.s. sans point isolé sclon que (a =0

et MO, ®»] <+ ®) ou que 1'unc de ces conditions n'est pas vérifiée.

DEMONSTRATION, - Le promicer point résulte de ce que la durée de vie de Z cest
unc variable exponenticlle de paramétre A{+ «} , On sait déja que M est ou
bien p.s. discret, ou bicn p.s. sans point isolé, Si M est discret, il a un
intéricur vide ct unc mesurc de Lebesgue nulle ; il en est de méme de IZ , donc
a=0 ct MO, +® <+o (A0, + =] ecst le paramétrc de la loi exponcntielle
du premier instant de saut de Z). Si M cst sans point isolé, M = Iz et
d'aprés un résultat conmu m(M N [0, t]) = m(IZ Nfo, t]) = at pes., o0 m
désigne la mesurc dc Lebesgue de R . Le point 2) de la proposition en résulte.
Si A0, +=] =+ @ , I, ost p.s. d'intéricur vide, puisque Z sautc instan-
tanément et si AJO , + @] < + ® , il faut aussi que a > 0 puisque M n'est pas

discret ; M est alors réunion d'unc suite d'intervalles disjoints. Les points

3) et 4) sont ainsi établis.

7/ — —
THEOREME 5. - Soicnt M_ ct M_ lcs coupcs cn t dos cnsembles M ct M.

t

Alors pour tout t =0

(1) P, \M) =0 .
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4
DEMONSTRATION., - Il n'y a ricn & montrer gi M cest p.s, discrets S1 M est pe.s.
. : s 2 M = = >
sans point isolé, M= I, ct -P(Mt \ Mt) P(ZLE t, ZLt t) . Comme L,
est le temps d'entrée du processus 2 dans lc fermé [t, «] etque Z ecstun

processus de Hunt, cette cxpression est nulle d'aprés un résultat de Veil [7)

généralisé par Dellacheric [1] .

Remarque. - La relation (1) faisait partic des hypothéses dec Hoffmann—{%fgcnscn

[2] .

B. ETUDE DU PROCESSUS DES AGES (At)
Nous supposcrons dans cc paragraphe que 1l'ensemble régénératif

canonique M cst p.s. sans point isoldl.

DEFINITION. - Pour tout x = O posons

T = inf{t >0 : A =x .

PROPOSITION 1. - Supposons AJO , =] # 0 ct soit c = inf{x >0 : \]x , «] = 0} .
On a ™<o PeSe pour x<c,

ct Tx = ®© DP.Se. pOUr X = C

DéMDNSTRATION. - L'instant L du promicr saut de Z ayant une amplitude dans
1tintervalle Jx , ®] ost une variable exponenticlle de paramétre Mx , @] .

Si x<c¢ , Ax,® >0 donc L <o p.,s, et ™ <o p.s.
8i x2¢ , AMx, ] =0 donc L =& p.s. et T = © peSe &

DEFINITIONS. - Pour tout borélicn B de R_ gt tout t = 0 posons

1) F(t , B) = P(A,c € B)
2)Pt(x,B) P(a €B) si 0sx<c
+t

Pt(x » B) = IB(x + t) si x=z ¢

3) R(x , B) =P(D - T €B) si x20.
T
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On notera quec Pt ct R sont des noyaux sur R+ , que
Pt(O ,B)=rF(t,B) ct r(O, B) = IB(O) =F0, B) . Pour x>0 1la mesure
R(x , o) cst portée par R' \ {0} ct pour x = O cllc cst concentrée en O .

Le noyau R est 1li¢ au noyau H de Hoffmann~;ﬁrgcnscn par la reclation
R(x , B) = H(x , x+ B) .

PROPOSITION 2., - Lec noyau R ecst 1ié & la mesurc de Lévy A par la relation

R(x , B) = Aif—i—gl- pour x € ]J0, o
Ax , =)

ct_pour tout porélicn B dec ﬁ; \ {o} .
<

DEMONSTRATION. - Soit x € JO, [ ct B borélicn de '§+ \ {0} . Posons
C=1x, o \ (x+B).Lc temps Spe du promicr saut de 2 d'amplitude appartenant
a B' » x + B cst unc variablc cxponenticlle de paramétre A(B® ) ct dc méme

pour S, avec A(C) . Ona R(x, B) = P(SB'< SC) puisque x +D _ - ™ st

Cc
T
la longucur du premier intcrvalle contigu & M dont l'amplitude dépassc x
Comme les variables SB' et SC sont indépendantes, un calcul classique donnc
alors lc résultat cherché.

Rappeclons les deux propositions suivantes, démontrées dans l'article

de Hoffmann—{dfgenscn a 1'aide de la propriété riégénérative :
PROPOSITION 3, -

Ph(x , B) = IB(xi-h)R(x, Jh, «]) + I F(h-u , B)R(x, du) .
(o,n)

PROPOSITION 4, -

P(a,, € Blsbt) = I,(A +h) I{Dt—t>h} + F(h-D_+ t, B) I{Dt—tSh) .
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La propriété 4 ainsi que la suivante pcuvent &tre énoncées indiffé-
remment avec la variable D = inf(uz t : u € M) ou la variable
St=inf(u2t,u6}—4),car {Dt;vést}=ﬁt\1\at et A causc du
théoréme 5 . Nous donnons chaque fois 1'¢noncé qui est vrai sans utiliscer ce théo-
réme.

Voici rapidement la démonstration de la proposition 4 :

' -t > = o1 3
Sur 1'cnscmble {Dt t>h} ona A=A +h , donlc premier

terme du sccond membre. Posons cnsuite

G, 0') = IB(At+h—st(m)("")) (b ~t=1) U

La fonction G est JDt<8 F¥ mesurable ct Dt cst un temps d'arrét passant
dans M , donc d'aprés unc généralisation de la propriété de régénération

(lemme 3 de 1'exposé de Meyer [6])

P(A

C:
=
p—
n

el , ODt(w)) | 7,1
t

EL IB(At+h—Dt(u))) ] I{Dt~t$h} @)

F(t + h - D_(w)., B) I{Dt-tsh} (w) .

Avant d'¢noncer la proposition cruciale qui suit rappclons qu'un

subordinatcur cst un processus de Hunt et qu'il admet un systéme de Lévy cons-

titué de la mesurc de Lebesgue et du noyau de convolution N 1ié & la mesurc

de Lévy A par la rclation

H(x , B) = A(B - x) .

Ccci nous permettra d'appliquer la formule dc Weil de conditionnement par rapport

au passé strict (voir [7] ou 1'cxposé qui figurc dans lc préscnt volume).
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PROPOSITION 5. - Pour tout borélicn de §+
P(st—tenl.:«t)=R(At,B) oSe o

DéMONSTRATION. - Sur 1l'cnscmble {At ==0} les deux membres sont p.s, égaux A

v = = >
IB(O) . Sur 1'cnsecmble {At >0} ona S, =D, ZLt t pes. et L. ostlc
temps d'entrée de Z dans 1l'intervalle Jt , «] . La formule de Weil appliquée

a cc temps d'arr@t donnc pour tout borélien de ﬁ; \ {0} :

AMt + B - ZL;)

P(St €Et+B | QLE)= PeS. SUr {At >0} ,

)\]t_ZL_ 1] ‘”]
t
ol (Qt) est la famille de tribus relative au subordinatcur. En remarquant que

y il vient alors :

t - zLE = At P.s. ct quc QLE(: Et
X(At + B)
P(s, -t €B | F) = ———-= R(A, » B) P.s. sur {a, >0} .
)\]At ’ °°]

Comme sur {At >0} 1la mesurc R(A .) nc charge pas O ct que

t ?

St >t , la formulc reste vraic pour tout boréliecn de ﬁ; .

Remarquec. -~ On pcut utiliser de fagon analoguc la formulc de Weil de conditionne—

ment par rapport a QL— pour démontrcr la proposition 3,

™

THEOREME 6. - Pour tout borélicn B de R+

P(a_.. €B | F) = P (A, , B) PeSe

t+h

/
DEMONSTRATION. - D'aprés la proposition 4

> = ~G‘t g -
P(At+h €B| ”t) =E [IB(At M h)I{Dt—t>h} + F(n Dy+t, B)I{Dt—-tsh}] .



162

D'aprés le théoréme 5 , Dt = St P.S. , donc lc sccond membre peut s'éerire

(proposition 5) :

1(A, + B)R(A, , Jb, &)) + [ F(n-u, B)R(A, , du) = P, (A, , B) .
o,n]

Nous rcnvoyons a 1l'exposé¢ de Meyer pour la démonstration de ce que

les noyaux Pt forment un scmi-groupce de Markov sur R+ ct que, si

A0, @] = + o, le semi-groupe (Pt) est fGélldrien pour la topologic droite

de R+ ; dans cc dernier cas le processus des 8ges cst donc fortement markovien,

RETOUR SUR LE TEMPS LOCAL.

N
THﬁOREME 7. - Lc temps local L d'un cnsemblc régénératif canonique sans point

isolé peut 8tre choisi adapté a la famille (3:) , continu, additif ct parfait :

L =Lt+Lsoe

v . .
tes s,t P p.se

t

DEMONSTRATION, - I1 résulte du théoréme 5 que
-S
t
[} = [ -
¢, = Efec | T R

En utilisant la proposition 5 il vient :

5 =t E[c—(st-t)] 5.

“t

L}

©

-t -u

e et p(s, -tsul| 3 )
) a0, :

©
= c't'f e R(a, , [0, ul)au
0
= C—t <] o At
od 1'on a pos¢ 3(x) = e R(x, [0, ul)au = [ e R(x,du) .
vo o

On utilisc alors la fonction & et les processus additifs

t
e Sy
0 h

commc dans 1'cxposé [5] .
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V. RELATION ENTRE LES CARACTERISTIQUES DE KRYLOV-YUSHKEVICH ET LE
SUBORDINATEUR ASSOCIES A UN ENSEMBLE REGENERATIF SANS

POINT ISOLE D'INTERIEUR VIDE

RAPPELS, - LES CARACTE'RISTIQUES DE KRYLOV-YUSHKEVICH

Pour un cnscmble régénératif canonique (M , P) tel que le processus
de 1'4ge (At) soit fortement markovien de semi-groupe (Pt) ct admectte
1'intervalle [0, ¢[ comme cnsemble des états accessibles, Krylov et Yushke-

vich définissent deux caractéristiques de la fagon suivante @

1) soit x, € Jo, [ fix¢. Posons

g(x) =0 si x=c
g(x) =k, (x,, () si x sx<c
g(x) =1/p  (x, {x}) si o<x< X,

X
(o]

(ce dénominateur cst > 0 car tous les points de JO , c[ sont accessibles).
La fonction ¢ ainsi dé¢finic sur JO , + ©] ecst positive, décroissante,
continuc & droite et tclle que g(xo) =1.

2) Pour tout x de J]0 , + o[ , posons o, = m({t : Dpg= 0}) oun
x

m désigne la mesurc de Lebesgue sur R et Tx lc temps d'entrée du processus
(At) dans 1'état x ; T, est un temps d'arrét de la famille (3t).

L'application (t , w) = A cst B(R+) X &, -mesurable &

tA T (w) T
X X

cause de la continuité A droitc de (At) , donc d'aprés lc théoréme de Fubini

(¢ est &, -mesurablce
x de ¢

Par un usage répété de la formule de "régénération" généralisée

P (a) P(B) ,

P(an o7'(8))

vraic pour tous x , y de [0, c[ , tout temps d'arrét T de %, tcl que

t
AT =Y PeSe sur {T < w] , tout A€ ET contenu dans {T < w& ct tout
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B de 3T, on démontrc successivement que pour x € J0 , o

E(T) <+

- ©
E(Tx - ax) = -213 I g(y)dy (g est intégrable & 1l'originc)
g(x) O

g(x) E(cx) = ¢ constantc .

Inverscment Krylov ct Yushkevich montrent que le couple (o , g) ,
défini a unc constante multiplicative prés, d'unc constante o =2 C ct d'unc
fonction g définic sur ]0 , + ©] , positive, décroissante, continuc & droite
ct intégrable a l'originc détermine de maniére unique un cnsemble régénératif
canonique ct permet de le construirc.

Nous supposons que (M , P) cst un cnsomble régénératif canonique
parfait d'intéricur vide. L'inverse continu & droite (Zt) du fcmps local (Lt)
de (M, P) ecst un subordinatcur ; soit a sa constante de tramslation ct A
sa mesure de Lévy, Enfin nous désignons par (o , g) 1les caractéristiques de

Krylov - Yushkevich telles que g(xo) =1,

PROPOSITION 6. - On a les relations suivantes entre (a , A) et (¢ » g) :

i =AJ. , =]
i) g=1( )/)\(]xo L&)
i) ¢ = —2 .
AM(1x, , =])
DEMONSTRATION, -

i) si x = x g(x) =P __ (x, , {x)

=P(x, +D_ - Txo > x)
T (o]

= R(xo ’ ]X - xO ’ °°])

donc d'aprés la proposition 2

(X) = )\(]X 9 m])
T T A D)



165

On démontrcrait de méme la formule pour 0 < x < X, .

ii) Nous avons vu que
m(MN[o, t]) =a L, Pes. ;

par suite o = m(MN [0, T&]) =alp P.s. . Comme L, ecstl'instant du
X x
premicr saut de Z d'amplitude > x , la rclation de définition de

a ¢ g(x) E(c*) = s'écrit donc :

)\(]xo ’ °°]) )\(]x ’ c’]) h(]xo ’ °°])

oo 2x, =) a a

Remarque. - La construction d'un cnsemble régénératif & partir de ses caracté-
ristiques (o , g) est alors équivalente & celle d'un subordinatcur de para-
métres (a, A) ot a=XKa ct A(J., «]) = Kg , la constante X étant telle

@
que 1 =a+ I (1 - ™) A(au) .
0]

VI. LE PROCESSUS DE POISSON PONCTUEL ASSOCIE A UN ENSEMBLE

4 7 4 7/
REGENERATIF (SANS POINT ISOLE D'INTERIEUR VIDE)

C'est lc processus des cxcursions associé a l'é%at 0 du processus
de 1'Age (nous renvoyons lc lecteur a 1'exposé de Meyer pour les différentes
définitions intervenant dans cc paragraphe). Nous allons expliciter dans ce cas
simple les différentes caractéristiques du processus des excursions a 1'aide de
la mesure de Lévy du subordinateur Z .

Supposons que () comprennc, cn plus des applications cn dents de

. . . a L o
scie, les applications wo définics par
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Soient alors (U , %) wune copic de (Q, 3°) et (xt) les appli-

cations coordonnées dec U ,

La mesurce caractéristique H du P,P,P, cst l'application qui & V €
associc 1l'espérance du nombre de sauts de Z dans l'intervallc dec temps 1 ek
tels quc 1l'amplitude a vérific w? €EvVv.

Soit (Qt) lc scmi-groupe obtenu en tuant lc semi-groupe (Pt) du
procecssus de 1'&ge (At) au temps d'entrée S dans 1'¢tat O ; nous avons pour

tout borélien B

AMIx+ t, +2])
AMx , + «])

Qu.(x , B) = I(x + t)

PROPOSITION 7., - Pour tout borélicn A de R+ posons

La famille de mesures (ﬂt) est alors unc loi d'entrée pour lc
semi-groupe (Qt) ; sur 1'espace (U, Y , H) , lc processus (xt) est un
processus de Markov admettant (Qt) pour scmi-groupc de transition ct (nt)

pour loi d'entrée.
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APPENDICE

Identité du temps local cn un point régulicr d'un processus de Markov

ct du temps local de 1l'ensemble régénératif correspondant,

Soit (W, G, Ge v X o Q*, nt) une réalisation continue A droite
canonique & opératcurs de translation d'un semi-groupe fortcment markovicn (Q;)
sur un cspace d'états E ct soit x, un point régulicer pour (Xt) pour lecqucl
on sait d¢finir un temps local par les procédés classiques, c'est-a-dire comme
l'unigue fonctionnelle additivé continue dont lc 1-potcnticl est la fonction
Ele 9.

| Nous désigncrons par Mx 1l'cnsemble {t : xt = xo} ct par ¥ 1l'appli-

cation de W dans Q qui A unc trgjectoire w de W associe la trajectoirc
en dents dec scic admettant M (w) comme ensemble de zéros et prenant la valcur
-o sur [0, T, (w)C (%) . RZmarquons qu'avec cette définition ¢ o M =0, ° V.

Nous stons que M)c cst un ensemble régénératif sur 1'espace
(w, G, on) . Sa forme canongquc on ° ¢_1 admet un temps local Lt parfait

ct adapté a (32) ct permet dc définir sur W 1lc temps local de 1l'cnsemble ré-

génératif M& par la formulc
o .

A=Ltof} R

/
THEOREME. - La fonctionnclle At est identique au tomps local du processus

(Xt) en x_ .
4
DEMONSTRATION, - Il s'agit d'établir que (At) cst unce fonctionnelle additive
-T.
parfaite continuc et dont lc 1-potenticl est E°*fe  ©] .
Tout d'abord (At) cst adapté a (Qt) car { cst unc application

mesurable de (w , Qt) dans (Q N 3: ) ct Lt cst Ez—mcsurablc.

(%)

Ce typc de trajectoires nc figurait pas dans (, mais nous lc supposons

maintcnant,
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L'¢égalité d'additivité parfaite

X

L =Lt+Lsoe VS,t, Qooﬂi—‘l_p's'

t+s t

s'écrit, compte tenu de la reclation et oY =1 o ﬂt :

X

Moy =M +h en Vst , @°%-pus.

t+s t

. P . X .
Cette ¢égalité cst cncore vraic Q - p.s. pour tout x , puisque

x
. o X -1
AL =0 si t< Tx° ctque Q° =Q o ﬂTx sur {TXO <40},

°
La continuité¢ de (At) résulte de celle de (Lt) . Calculons cnfin

lc 1-potenticl de (At) :

B ° s an] B[ - s dAd .
0 T

X
o

—Txo xO @ -S
Efe °1ELf <Fanl.
0

-T
X

Efe °] .

X © =]
Car E OEI ¢ ® dAs} = E[I ¢ ® dLs] =1 , ou E désigne 1l'cs-
0 x 0

, s e} =1
pérancc par rapport a Q oV .
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