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- Séminaire de Probabilités -

MARTINGALES ET INTEGRABILITE DE X log'X

d'aprés R.F. GUNDY
(exposé par F. CHERSI (*) )

INTRODUCTION.

Ce qui suit expose la premiére partie du travail de R.,F. GUNDY
""On the Class L log L , Martingales, and Singular Integrals" (& paraitfe)g**)
avec des modifications formelles sculement, I1 faut cependant remarquer
que le théoréme 3 ci-dessous est une modification (duc & G. LETTA) un peu
Plus forte que le résultat original,

La clé de toute la question est fournic par 1'inégalité (1) ,
valable dans certains cas, qui donne la réciproque d'unc inégalité classi-
que de Doob. Cela permet d'établir que 1'intégrabilité de X log'X est
aussi nécessaire dans des cas, ol sa suffisance était déja connue (voir les
exemples I et IT ci-dessous). Il s'agit ici de variables aléatoires posi-
tives seulement, tandis que les cas généraux correspondants sont traités
dans les travaux de BURKHOLDER ([1], Theorem 1) et STEIN ([6], & paraftrc
3 ce moment), respectivement.

Dans la dcuxiéme partie, GUNDY applique ces méthodes & la théoric

des intégrales singuliéres.

¥
(") De 1'Université de Pisa, h8te & Strasbourg, subventionné par le

Consiglio Nazionale delle Ricerche d'Italie,
**) ‘Studia Mathematica, XXXIII, 1969, p.109-118.
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Dans la suite, l'espace probabilisé (Q,%P) scra souvent

sous-entendu,

LEME 1,

Pour toute variable aléatoire positive X on a 1l'égalité

[ x1og+XdP=de’=l{de
Q 1 \

DEMONSTRATION,

Sur A

{Xx <1} ona log'x =0, ct AN B, est vide pour
tout A =1 ; il suffit donc de vérifier 1'égalité des intégrales faites

*
sur {X 21}, cc qui est immédiat, gr8ce au théoréme de Fubini () .

LEMME 2,
Soient X,Y deux v.a. positives et telles que l'on ait
X <Y p.s. ; soient a,b deux nombres strictcment positifs, Supposons

que l'on ait, pour tout A > a , l'inégalité

(1) -}\-IXdP < b P{Yy >}
{y>)}

Si Y est intégrable, il en cst de méme de X log+X .

(Cela est, particllement, le réciproque d'un théoréme de Doob : [3], page 317).

DEMONSTRATION,

Posons o = max(1,a) ; puisque {X > A} cst contenu dans {Y > 1},

*
(") Le lemme est valable sur tout espacc de mesure (Q,F,u) , p 20 .
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1'inégalité (1) donne

+c ¢ +02
[ 9% JxaP < b [ P{Yy >a}ar = b E[Y]
¢ {x>1] 0
Le lemme 1 entrafne
o +
E[X log'X] = ’{9}% Jxap + | ‘i—l [ xap
LS SN B b o

et la premiére intégrale a droite est finie, parce que X est intégrable.

THEOREME 1.
Soit (xn)nGZ une martingalc positive, uniformément intégrable ().

Supposons qu'il existe a >0 et b =1 tecls que 1'on ait p.s.

(2) X sa , X s bX

4 Ppour tout n €2 .

L'intégrabilité de sup Xn entrafne alors celle de Xc}og+xm .
n€2
(L'implication inverse est vraic méme sans (2) : Doob [3] , page 317).
7/

DEMONSTRATION,

Posons sup X =Y et, pour A 2a , A= {Y > A} ; puisque X

nez B A n

converge vers X_ P.S.., On @ X <Y ., Prouvons 1l'inégalité (1) pour
ces variables aléatoires ; puisquc Ak tend vers Aa en croissant lorsque
A a, il suffit de la démontrer pour tout A > a .

Définissons le temps d'arrét

ire n €2 : Xn(w) >l
TA(aO =

+ s'il n'y a pas de tels n

(°) Oon sait qu'on peut alors achever la martingale avec X = lim X et

X = lim Xn ; voir p.e, Meyer [5], pages 117-20,

-0 nNe=
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Remarquons que, p.S. , T)\ ne prend pas la valeur - , parce
que nZ_Lérg Xn =X < a <), Par conséquent, la deuxiéme des conditions (2)
= +9),
=)
On a d'ailleurs A,= {TA< ©} et alors, d'aprés le théoréme d'arrét,

entrafne X, <DL Pese (et cela est vrai aussi dans le cas ol T
A

,{xap = deP < bKP{T<m}_b)\P(A)
fr, <}t

REMARQUE 1,
Si l'on a affaire & unc martingale (Xn)n<D (qui est toujours

uniformément intégrable), ou bicn & (X ) uniformément intégrable, on

m=1
se raméne a la situation envisagée ci-dessus cn posant Xn= X q Ppour

n 2 0 dans le premicr cas, Xm = X1 pour m < 0 dans l'autre,

EXEMPLE I.

Soit (Yn)n> une suite de v.a. intégrables, indépendantes et

de méme loi. Posons § = Z Y et X = 1 S pour n =1 (donc
n 1k k -n n n
X, = Y1) ; le processus (x—n)n>1 est une martingale (uniformément

intégrable) par rapport aux tribus ...3_n c .( _1) C...C 3 , ot

S, = Z{SP : p=2n} (on démontrc en effet que les espérances E[Yi l&_n] '
. ) R PR

1 <i<n, sont égales, d'ol B, = E[; Snlﬁ_n] = E[Y1 IJ’_n] ; Doob [3] ,

pages 341-42), Si les v.a. Yn sont aussi positives, il s'agit d'unc

martingale (xn)nEZ (remarque 1) uniformément intégrable, positive, qui

vérifie les conditions (2) , avec

N _
=iim -8 =E[Y,] et D=2,

D'aprés le théoréme 1 on conclut alors : l'intégrabilité de sgp r—x(Y1+"'+ Yn)

entrafne ccllc de Y1 log+Y

7"
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Le deuxiéme exemple sera fourni par des martingales "La-régu—

liéres" au sens de Chow [2] et Gundy [4] .

DEF INITION.
. . . - .
Unc martingale (Xn)n21 » Telative aux tribus FC g C... IS,

o«
est dite "L -réguliére" si l'on a :

n
Xn=X1 +§kkak , Ou 2

a) X, est constante ;
b) chaque v, est we v.a, q(_,‘ mesurable, intégrable ;
c) chaque D, est X-mesurable, intégrable, et E[Dk'sk—1] =0,
2
ED & ;] =1 pes.;

d) il existe un nombre fini d tel que pour tout k 1lton ait ”Dk!LJ <d.

Un espace (Q, & ,(3n)n21,P) est appelé "Lm—régulier" si toutes

(=]
les martingales sur cet espace sont L -réguliéres, avec la m@me borne d.

THEOREME, 2.
(Gundy [4], pages 727-728). Soit (Q,%,P) un espace probabilisé,
et soit (311)n21 une suite croissante de sous-tribus telle que
i) ® = {8,0} ;

ii) pour tout =n , 3‘n est cngendrée par une partition Gn de Q, et

t i H 3 f
G’n+1 est plus fine que Gn 3 bour tout atome An de Gn et tout An+1 de
c
Gn+1 y avec An+1 ’kn y On a
P(A )
n+1
<
0<§ < 5 An <1

ot & est fixe (en particulier, chaque partition est finie).

L'espace (0, "(an)nﬂ ,P) est alors L -régulier.
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DEMONSTRATION,

Soit (xn)n21 une martingale par rapport a (En) 3 il s'agit

n=1

de v.a. étagées, ct E[X2 b'f1] = X1 est constante. En posant Y, =X, - X,

comme produit

> = e 1 A c
(k22), na X=X+ %( Y, ; il nous faut représenter Y,

V,D, » avec les propriétés b), ¢), d). Posons alors
1
v, = (E[leclgk—”)ﬁ ; b) est vérifiée ,

Soit A un atome de G, ., , divisé en atomes Bs€
-1 Z.Q?Pfa ()ik

, - 2 2 '
(1sismse’); ¥, = 5,1, et E[Y 5 )], = -b—b ; donc

P(A)
VklA =€)\ 0 , nulle si et seulement si YkIA = 0 , Définissons D, en
posant
Yy
D! = — sur {v. >0}
k X k
D, =

Dy (a déterminer) sur {Vk- o} ;

D]'< vérific ¢) . En outre, si Vk> 0O sur A , sur chaquec atome B, on

a D1'<2=-—2‘L- s OU p,,=PPBA 26 >0 3 il cn résulte ma_x-—--]—sﬁ-1 :
Zp%Py, i izey

donc IDl'cl < 6§ 2 p,s., , et cela pour tout k 22 ,
Sur {Vk= o} = {Yk= 0} , n'importe quel Dy vérifie 1'égalité

Yk= V.D" : définissons-le dec fagon qutil ait les propriétés c), d).

k'
m
. - .. W3y . ‘s
Si Vk 0 sur A , posons ici Dk %JYJIBJ. ; les conditions
c) stécrivent alors E Y.p. =0
13 JJ
m
2
Z.¥.p. =1
JYJPJ

Dans Rm = {(Y'l""Ym)} la deuxiéme équation représente une ellipse conte-

nuc dans la boule |Y|25 5! (parce que pjz 8) : il y a des solutions

'

1— -
du systéme, avec |y| =6 2 , Donc Dy aussi vérifie c) et d), avec 4 = & 2,
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THEOREME 3.
Pour toute martingale (xn)n21 Lm-réguliére et positive, il

existe b 21 tel que Xn <b Xn__ P.S. pour tout n >1 ,

1

*
LEME 3 ().

Suwr (Q,%,P) soient G unc sous-tribu, et X uwne v.a, posi-
tive telle que E[X|G] 2 ¢ >0 p.s. Soit e wn nombre tel que 0 <¢ < & ,

et posons A = {X 2 e} ., On a alors P[AJG] >0 p.s.

DEMONSTRATION du lemme.

On a :
o s E[X|e] = E[XI, 6] + E[XI,¢ 6] < E[XI, 6] + e, don E[XI, 6] 2a-¢>o0.
Soient J = E[IA [6] pes. et W= {J =0} : prouvons que P(N) =0 .

Puisque N €G , on a

PANN) =[JaP=0 , d'o
N
0=(L‘ XdP=j'x1AdP 2 (a-¢) P(N)
ANN N

donc P(N) =0,

DEMONSTRATION du théoraéme.

tna X =X +VD (n>1); nous allons voir que
n n-1 nn

anI S2dX . P.s. (o d est la borne des le!) , et par conséquent

2 2
X, sX g +28°% = (1 +20)x .

'

Il suffit de prouver que l'on a VnS c Xn_1 P.S. pour tout c >24 ,

*
( ) C'est we forme faible d'un lemme de Paley et Zygmund ; on trouve celui-ci
dans Gundy [4], page 728.
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car on passe puis a la limite le long d'unc suite cm l2d , et 1'on
n
obtient 1lt'inégalité po = é i = = -
g é pour -V de la représentation X =X+ g.k( Vk)( Dk).
P = > ) 1 q
osons donc B {Vn c Xn_.]] » qui appartient & & ,

A={—D2-1-}={D_21}.Sur ANB on aurait -V.D >X
n c n c¢ nn n-

y Cct

1 i.e.
<_ . . . - - .
VnDn Xn_.1 s Ce qui est impossible parce que vnDn Xn Xn_1 ; donc
. - 1 2 1
BNA = . ' C 5 9 =1 M1 e ™ = —
A=¢.0nadaillews E[D |5 ,1=3E[[p [ _,]=57ED;[5, ,]=53
y 2 . 1 1
% = LI
(parce que E[DI1 Ln_1] 0 et D < danl)- Puisque 0 < <37, on peut

appliquer le lemme & D;l et 1'on trouve P[A Ign 1:l >0 p.s. Il en résulte

I

que l'égalité

0=Pp(BNA) = [E[L |5 . laP
B

entrafne P(B) =0 .,

COROLLAIRE,
La martingale (Xn)néz s Que l'on obtient sclon la remarque 1 ,

vérifie alors les conditions (2) , avec a = X1 .

EXEMPLE II.

Soit X ume v.a, positive, intégrable (avec espérance non nulle),
définie sur lc cube unitaire de R . Soit (L’?n)n21 la famille croissante
de tribus, dans laquelle 31 = {¢,Q} ct lesautrcs sont engendrées par des
partitions dyadiques de plus en plus fines, de sorte que (Q,&,(Sn)n21,P)
(o P est la mesurc de Lebesgue) est un espace La—régulicr s X est

<

la tribu boréliennc du cube. Posons
X = E[XIEn] pour n =1 ,ect X=X-= E[X]

pour n <0 3 (xn)nEZ est alors we martingale uniformément intégrable,
positive, qui vérifie les conditions (2) (d'aprés le théoréme 3 et son

corollairc). En outre X =X D.s.
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*
Appelons X la fonction maximale relative & X (en tout point
*
w du cube, X (w) est le sup des moyennes de X sur tous les rectangles
qui contiemment w j voir p.c. Zygmund [7] , page 306). Sur chaque atome
e - 1 . *
AET LX) = 0] {x dP : donc rslxé;xnsx .
&

*
Le théoréme 1 entraine alors le résultat suivant : si X est

intégrable, il en est de mémec de X 1ogfx .

Dans le cas m =1 et pour des v.a, positives, cela fournit la

réciproque d'une proposition classique (Zygmund, page 306).

FHRHK RN
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