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- Séminaire Jde Probabilités -

QUASI-PROCESSUS

par

Michel WEIL

La notion de quasi-processus a été introduite par HUNT [3] en
théorie des chalnes de Markov, ol elle permet de représenter certaines mesures
excessives qui ne sont pas des potentiels. La construction de HUNT présente un
certain caractére arbitraire (elle dépend du ;hoix d'une suite croissante
d'ouverts relativement compacts recouvrant 1'espace d'états) et ne s'étend
pas aisément au cas continu, par suite de difficultés de theorie de la mesure.
Nous avons montré dans la Note [6] comment on peut lever ces difficultés au

(%)

moyen d'un théoréme général sur les limites projectives « Nous reprenons
ici 1'ensemble de la question, en nous efforgant tout au long de donner des
résultats et des constructions qui aient une signification intrinséque, indé-
pendamment des suites d'ouverts utilisées.,

Nous laissons de cOté les questions relatives au retournement du

temps, et tout ce qui touche & la frontiére de Martin. En revanche, dans un

(%)

Nous nous sommes apercus depuis lors qu'un théoréme trés voisin figure
dans le livre de PARTHASARATY : Probability Measures on Metric Spaces. A.P.

1967.
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prochain article, nous donnerons quelques résultats simples sur 1l'extension
des fonctionnelles additives au quasi-processus, et l'interprétation probabi-
liste de la notion d'énergie d'une fonction excessive.

Ce sujet m'a été proposé par P.A. MEYER et je le remercie beaucoup

pour les précieux conseils qu'il m'a donnés durant la réalisation de ce travail.

1. LES ESPACES FONDAMENTAUX.

L'espace des états E des processus sera un espace localement com-—
pact & base dénombrable, muni de sa tribu borélienne € , On adjoint d'habi-
tude divers points & E :

- le point & 1'infini d'Alexandrov, noté o ci-dessous,
- deux points isolés, distincts entre eux et distincts de o ; nous les
noterons 3 (delta) et 6 (atled) .

Nous nous donnerons sur E un semi-groupe sous-markovien standard
(Pt)tzo » que nous rendrons markovien au moyen du point J de la fagon
usuelle, et nous supposerons que le noyau potentiel U de (Pt) applique

Cc (les fonctions continues sur E A support compact) dans C (1es fonc-

b

tions continues bornées). Nous désignerons par (1 1l'ensemble des applications
*

w de Jo,of (%) dans E U P} , admettant une durée de vie ¢(w) , continues

4 droite et pourvues de limite & gauche sur ]O,c[ s Nous utiliserons sur Q

(%)

Le fait de prendre ]O,m[ et non [0,@{ est utile pour des raisons

techniques.
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les notations usuelles : Xt ’ 30 ’ 3: ’ et (voir MEYER [4] p. 31) . Toutes
les trajectoires w € Q prennent naissance a l'instant O , Nous allons défi-
nir un systéme de nouvelles notations, permettant aux trajectoires de prendre

naissance A un instant aléatoire.

L'ESPACE W .

Considérons 1'ensemble C de tous les couples (a,b) d'éléments
de R telsque asb, distincts de (o, =) etde (+o, + o) o Pour
(a,b) € C , désignons par W, 1'ensemble suivant d'applications de R dans
{6 UEU R} :

1) si a<b , wab est formé de toutes les applications w telles
que

w(t) =6 pour t<a , w(t)=3 pour t2b ; sur Ja,bfl , w

prend des valeurs dans E , est continue & droite, et a des limites & gauche

dans E o De plus si a==-» , ona 1limw(t)=o
- .
2) si a=b (auquel cas a est fini), W, est formé de 1'unique

application w qui vaut 6 sur J]-o,a et 3 sur [a,+ o[ .

Nous posons maintenant W = U Wa
c
pour t€R , w€ W ; nous munirons W des tribus Qt = qz(Ys , s<t), ct

p et mous écrirons Yt(w) = w(t)

G = 15(Ys s S € R) . Les fonctions a et b sont alors des variables aléa-
toires (instant de naissance, instant de mort), et on pose { = b - a (durée de
vie)s L'ensemble W est muni des opérateurs de translation et , tER ¢ si

w € W alors @,w est la trajectoire s~ Y (w) « Ce sont des automorphismes

‘s+t
de (W ’ (}) .
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I1 faut signaler l'importance technique de la derniére condition de
1) elle exprime que les trajectoires qui existent depuis toute éternité
"viennent de 1'infini", C'est une condition de "non récurrence" du cdté de - o,
Les données probabilistes ne nous permettront pas de déterminer de
maniére naturelle la loi du temps de naissance a , et nous devrons donc tra-

vailler "a une translation prés" , d'ou les définitions suivantes.

DEFINITION 1.1.

On désigne par (TR) la relation d'équivalence sur W

(w= w" mod(TR)) ® (il existe t € R tel que w = etw') .

Nous désignerons par W' 1'ensemble quotient W/(TR) , par qsat la tribu

sur W formée des ensembles de § saturés pour (TR) , par G' 1la tribu

quotient sur W' (formée des images canoniques d'éléments de Qsat)

Les w€ W tels que a(w) = b(w) forment une classe d'équivalence,

que nous noterons [3] .

DEFINITION 1.2.

Nous dirons qu'une fonction S sur W, & valeurs dans R , est

intrinséque si 1'on a S(etw) = 8(w) - t pour tout w€ W et tout t € R ,

Nous considérerons en particulier les temps d'arrét intrinséques

(resp. les temps d'arrét intrinsdques stricts), c'est-a-dire les temps d'arrét

de la famille (Qt+) (resp. (Qt)) qui sont en méme temps des fonctions in-

trinséques. Par exemple, si H est un ouvert de E , la fonction

TH(w) =inf {t €R: Y (v) € H]
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est un temps d'arrét intrinséque (temps d'entrée dans H). Si S,T sont des
temps d'arrét intrinséques, il en est deméme de SV T , SAT , S+t
(ter) .

Si S est une variable aléatoire numérique, nous pouvons définir

de la maniére usuelle une variable aléatoire Y,

S par la formule :

Ys(w) = YS(w)(w) , avec les conventions Ys(w) =6 (respad) si S(w) =-o

(respe + ©), On vérifie immédiatement que si S est intrinséque, la relation

(w = w' mod(TR)) entratne (Ys(w) = Ys(w')). Autrement dit, Y, est G -

mesurable, et définit par passage au quotient une variable aléatoire Yé sur

(w , Q'). Si nous restreignons la tribu § a Qsat , hous ne pouvons donc

Plus parler des variables aléatoires Yt , Mmais nous pouvons encore consi-

dérer, par exemple, les variables aléatoires Y, . (t €R) « I1 y a de nom-
H

breux autres exemples de variables aléatoires intrinséques : ainsi a,b , et

les instants de dernier passage :
DH(w) =sup ft € R: Yt(w) €H}

sont des variables aléatoires intrinséques. Noter aussi que la différence

. . . . . sat
de deux variables aléatoires intrinséques est mesurable pour la tribu § .

. P . , s sat
Soit S wun temps d'arrét intrinséque ; nous désignerons par Qs

Psat

la tribu intersection Gs ng o Nous désuisons en particulier une famille

croissante de tribus naturellement associée & S , la famille (in:)tzo .
Voici quelques remarques plus techniques. Désignons par (Hn)ﬁ21
une suite croissante d'ouverts relativement compacts recouvrant E , et par

T, le temps d'entrée dans H . On ne peut avoir Tn(w) = + © pour tout n
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que si w ne rencontre pas E (i.e. si a(w) = b(w)) ; si w rencontre E ,
soit n(w) 1le plus petit i tel que Ii(w) <4+, et soit R(w) = Tn(w)(w) .
D'aprés la premiére condition imposée sur les trajectoires w € W , on ne peut
avoir R(w) = = ,

Nous pouvons construire une section q pour (TR) [ieee une appli-
cation mesurable q de W dans W , constante sur les classes mod(TR) ’
telle que q(w) = w mod(TR)] de la maniére suivante :

- si a(w) = b(w) , q(w) est l'unique w, €W tel que a(wo) = b(wo) =0
- si a(w) < b(w) , q(w) est 1l'application tw YR(w)+t(w) .
Grice a l'application q , on peut donner explicitement des générateurs

des tribus (}:at .

LEMME 1.1,

Soit S un temps d'arrét intrinséque strict, Alors la tribu (}:at

est engendrée par les variables aléatoires Y(T +E)AS ou m€E€IN et t>0.,
m
On a le méme résultat en remplagant "m € IN" par "m €N et m > n"

pour tout n fixé .

DEMONSTRATION.

Nous allons diviser la démonstration en deux parties,

1ére partie. — Désignons par C la tribu ‘ﬁ(YT yg?MEN, t> 0) , alors

m
. sat , .
on va montrer que les deux tribus C t G sont égales. Il est clair que

sat _ | . . . .
Ccg ; 11 suffit donc de montrer que la section g est une application
sat . . -
(C, G°%")-mesurable, ou encore que si £ est une fonction numérique sur

EU {3} U {6] et &'-mesurable alors la fonction f£ o Yt o q est C-mesurable.
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Nous avons la décomposition suivante

£oY ogq="Ffo Yt(wo) I[a] +i I{w:n(w):k} £o Y,],k+t .

Or d'une part 1l'ensemble [d] appartient & C car il est égal A

u n {YT =3} , et d'autre part la fonction w+ n(w) est C-mesurable
+u

n k>n k

u€QN Jo,=f

puisque n(w) = inf(k : kx €N ,J u€ QN Jo,of et (w) #3) « I1 reste

Y
Tk+u

donc A montrer que la fonction wr £ o Y, (w) cofncide sur {w : n(w) = k}

Tk+ t

avec une fonction C-mesurable : si t >0 c'est trivial, si t< 0 en

posant t = - s on peut écrire

foY = £(6)1 + U £oY I + £03) T .
T, s {Tk—ssa} ok T, =S {Tm<'1‘k—sSTm_1} 3]

Mais

{T, sa+s} =N {T, T +s}
k ok k m

et

{Tk ST+ s} = {w:Vve € Q+ﬂ]0,w[,3t €eaqn Jo,o[,t < s+e,YTm+t(w)€Hk].

Par conséquent {Tk < Tm+ s} et donc {Tk < a + s} appartiemnment & C .

De maniére analogue on montre que {Tm <T -s<T 1} €C . Enfin

m—
£ oY, I vaut £ o Y, I avec
Tk—s {quk-ssTmﬂ} Tm+TI]r<1—s {Tm<Tk_§Tm—1}
‘1‘;:=1nf(u tu>0, Y, € Hk) ; et comme, sur {Tm<Tk—SSTm-1} ,

m
T;: - s est une fonction positive et cC'J(Y,I,n{'.u’u>o)--mesurab1e, on déduit,
puisque le processus (YT +u)u>0 est progressivement mesurable pour la
m

famille (%(YT +u))u>0 , donc mesurable, que £ o Y, om I{T <T —s<T_ )
m m 'k m 'k m-1

est une fonction ‘6(YT w4 > 0)-mesurable, donc C-mesurable, Ceci.termine
m

la 1ére partie du lemme.
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2&me partie, ~ A partir de ce qui précéde prouvons le lemme. Soit S un temps
d'arrét intrinséque strict. Il est d'abord évident que les Vea. Y(T +uAS sont
n
. t t
(};at-mesurables puisque an =g N as

. ] . t
Inversement soit £ une fonction ’_}ga -mesurable., Elle est donc
Qsat-mesurable, donc d'aprés la 1ére partie de la démonstration il existe une

fonction h borélienne sur ({6} U E U {a})’" telle que

£ = n((¥. heew) (W €Q) .

D'autre part la fonction f est aussi (}S-mesurable. Désignons
alors par ag 1'opérateur d'arr@t relatif au temps S : Yt(ors(w)) =Y S(w)

et montrons que f = £ o . . Pour cela notons ‘?;(ols) la tribu a's'1 (G) ; on

S

voit facilement que 'é(as) = By y t €R) : en effet si g est une

tAS
fonction (i-mesurable , g o og est %(as)—mesurable, par conséquent en rempla-
¢cant g par Yt on constate que cé(Yt/\S , t €R) C‘G(as) ; réciproque-~
ment 1'ensemble de fonctions H=f{h: h€§ et ho og € @(Yt/\ gt € R)}

est un espace vectoriel contenant les Yt y t€ER , on en déduit que

%(ozs) c %(Yt/\ g1 tE R) . Mais BLUMENTHAL et GETOOR ont montré que les tribus
'_‘;S et %(Yt/\s , t € R) sont les mémes, par suite les tribus .’;S et ‘E(as)
sont égales, donc il existe une fonction borélienne g telle que f =g ° ag
et il est clair que 1'on peut choisir g =f car f o dg=goagoag=go ag -
I1 résulte de tout cela qu'il existe une fonction h borélienne sur

(f6}) UE U {a})’N telle que

£=n((Yy L. o)) w €@
kauk S

Or

1, v "% e (g, (@5

" (1, (gl ) slag () )



- 224 -

et
S(ag(w)) = 5()

ka(as(w)) = ka(w) si ka(w) < s(w)

s(w) sinon

donc

Yka+uk(aSw) = Y(ka(as(w) + uk) A S(W)(w)

Y(ka-fu.k) A s¥)

et ceci termine la démonstration du lemme.

Désignons maintenant par (Qn)nenl une série de copies de Q , et

pour n2 1 soit P, 1'application suivante de Qn dans Qn—1

-1
X (pyle ) = )C;n@n)+t(wn) (t>0) (w, €Q)
ou XZ ’ X2-1 sont des applications coordonnées sur Qn ’ Qn—1 respecti-

vement, et Tn désigne comme plus haut le temps d'entrée dans Hn « Autrement

dit, P, est l'opérateur de translation OT , mais considéré comme une appli-
n
cation non pas de Q dans Q , mais de Qn dans Qn—1 . Il est immédiat de

.o o . .

vérifier que les espaces (Qn ’ En) et les applications P, forment un systéme
projectif ; nous en désignerons par (ﬁ , §) la limite projective (si q; est
la projection canonique de Q dans Qn , alors F est la tribu sur Q engen—

drée par les applications q, 3 pour plus de détails voir le § 3). Considérons

maintenant 1l'application ¢n de W dans Qn définie par

X (,(0) = YTn+1(w)+t(w) (t>0) (wew
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(¢n(w) appartient bien a Q, , du fait que Tn+1(w) > - o, et que

L (w) 2 a(w) , ce qui entratne YTn(w)+t #6 pour t >0 ; on peut avoir
Tpet (w) = a(w) , donc Yo 1(w) = 6 et c'est pourquoi Q doit &tre défini
comme ensemble d'applicat?:ns de Jo, +< ouvert dans E U {3}) . Ces
applications (¢n) sont mesurables, satisfont a ¢n—1 =P, ¢n y €t on en

déduit une application ¢ de W dans Q . Il est alors immédiat que ¢ passe

au quotient suivant (TR) » Ce qui nous donne une application ¢' ,

THEOREME 1.1.

L'application ¢' de (W', 3') dans (0, ¥) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION.
. . sat o]
Comme chaque application qbn y n €N, est ('.} , g«n)—mesurable,

(Qsat , ¥)-mesurable,

on en déduit que ¢ est
D'autre part si ¢(w) = ¢(w') , cela signifie que q)n(w) = ¢n(w')
pour tout n € N et par conséquent w = w'(TR), donc @' est injectif,

I1 reste & montrer que ¢ , donc @' , est surjectif : en effet soit

w = (wn)nEIN un €lément de Q et posons

n,@) = inf(i : w # (3] )

( n

- (. si n>n (w
o @er 1) 7 o)
an(a) = J =0 si n-= no(a)
+ © si n < no(E)
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Xt(wo) si t = 0 et si pour tout i €N Ti(wi) < g(wi)

d si t= 0 et s'il existe 1 2 1 tel que Ti(wi) = g(wi)

xt(w)_ < X (w ) sia (a)st< a (5) et si pour tout 1i>n: T.(w.)<;(w.)
n n-1 ivi i
o) si anGB)S t< an_1(6) et s'il existe i > n tel que

: T, (0;) = Clw;)

-
L'application w : t*™ RtGB) , t € R, appartient bien & W et il est clair

qie ¢ (w) =w, et donc p(w) =w .

L'importance de ce résultat tient A ce qu'il permet, en appliquant
des théorémes sur les limites projectives (voir le § 3) , de construire des
. . . sat
mesures sur (W' , A') ou de maniére équivalente sur (W, G ") « Ces espaces
sont par ailleurs plus intéressants que Q , qui est compliqué, et dont la

définition dépend du choix de la suite d'ouverts relativement compacts (Hn) .

Nous définissons maintenant les quasi-processus et leurs mesures po-
tentiels. La derniére condition est probablement trop restrictive, mais elle

sera vérifiée par les quasi-processus que nous rencontrerons.

DEFINITION 1.3.

]

. . at
Un quasi-processus est un triplet (w,q T ou | est une

mesure o-finie, qui ne charge pas la classe [3] , et telle que pour tout

temps d'arrét intrinséque S et tout t > 0 la mesure image de W par Ys+t
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soit finie sur les compacts de E (elle peut attribuer la masse + © aux

points 6 et 3d) .

Naturellement on peut transporter cette définition sur W' .

DEFINITION 1.4.

at . .
Un quasi-processus (W , G-°° , p) est dit markovien (admettant

(Pt) comme semi-groupe de transition) si pour tout temps d'arrét intrinséque

S le processus (Ys+t)t>0 y considéré sur {a < S < b} y €st un processus de

s *
Markov admettant (Pt) comme semi-groupe de transition. ( )

Nous verrons qu*alors (Y

S+t)t>0 est markovien par support & la

nsat

famille de tribus (*S+t)t>0 .

Nous écrirons les intégrales par rapport a B au moyen du signe ﬁ ,
comme s'il s'agissait de processus ordinaires. Dans ces conditions, soit £ une
fonction borélienne positive sur E » que nous prolongerons par O aux points

) + sat
6 et 3 ., La fonction wr I f(YS(w))ds est mesurable par rapport A G ’
-2

et nous pouvons poser la définition suivante :

DEFINITION 1.5.

On appelle mesure potentiel du quasi-processus W la mesure positive

(%)

Rappelons que les temps d'arrét intrinséques sont les fonctions intrinséques
qui sont des temps d'arrdt de la famille (qt+) non complétée , mais la propriété
s'étend aussitdt A toute variable aléatoire S égale W—PeSe a un temps

d'arrét intrinséque,
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(non nécessairement o-finic) T sur E , définic par

40
n(f)=%[j £o¥ ds]

Cette intégrale est étendue en fait de a a +o (oud b ).
Avec les notations utilisées plus haut, T est donc l'enveloppe supérieure

des mesures ﬂn définies par

40
nn(f)=g[jo fov, das] .
n

2. CONSTRUCTION DE QUASI-PROCESSUS MARKOVIENS.

Nous allons commencer par rappeler quelques points de la théoric
des mesures excessives. Ces résultats sont établis dans HUNT [2] .

Soit 1T une mesure (de Radon) excessive sur E . Alors

1) I1 existe une suite de mesures positives Xn dont les potentiels
XnU tendent en croissant vers 1) .

2) Soient A un ensemble borélien ct T, un temps d'entrée (&

A

partir de 1l'espace () . Les mesures kn PA U (o0 nous écrivons PA pour

PT ) tendent en croissant vers une mesure excessive majorée par 1T , qui ne

A
dépend que de T et de A , et non de la suite ('ﬂn)ne'N utilisée. On
désigne cette mesure par nLA (bien que L, ne soit pas un noyau)e. Si T est

un potentiel AU , ona ML, = A P,U . Si des mesures excessives ('nn)nElN
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tendent vers T en croissant, ﬂn LA tend en croissant vers ﬂLA .

3) Si A est finement ouvert, ﬂLA est la plus petite mesure
excessive majorant 1 sur A .

4) 8i A et B sont deux ensembles tels que P, Py = P (en
particulier si B est finement ouvert et A contient B) ; alors ﬂLA LB = ﬂLB .

5) Si A est un ensemble borélien rclativement compact, alors ﬂLA

est le potentiel d'une mesure positive bornée portée par A .

Au moyen de ces résultats, et du fait que le semi-groupe applique

Cc dans Cb Al est facile de démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1,

Soit (Hn)nEN une suite d'ouverts relativement compacts, telle que

H CH et que g Hn =E , Alors il existe des mesures positives bornées

n n+1

Xn sur E telles que

1 PHn = hn pour tout n€MN
Xn Uu t 1 lorsque n tend vers + ©

La suite (Xn) est uniquement caractérisée par ces propriétés, et on a

)\nU=nLH .
n

Nous pouvons maintenant démontrer, dans le cas continu, le théoréme

de HUNT :

THEOREME 2.1.

Soit T unc mesure de Radon excessive sur E ., Alors T est la

]

mesure potentiel d'un quasi-processus markovien (W , G at y B) unigue.
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DEMONSTRATION.
Commengons par construire la mesure g « Au paragraphe 3 nous prou-

verons le théoréme suivant ol 9, est la projection canonique de Q sur

Qn :

PROPOSITION 2.2,

I1 existe sur la limite projective (0 une mesure o-finie v , telle
A
que pour tout n la mesure qn(v) et la mesure F % cofncident sur

N

Q - {[3]} (1a_mesure qn(v) peut attribuer la masse + o & la trajectoire

(a3l ).

Ceci nous permet de définir sur (W' , §') la mesure suivante :
W' E Pty ol @' est l'inverse de la bijection ¢ du théoréme 1.1 «Si k
est 1'application quotient de W' sur W' = W/(TR) nous noterons alors u
la fonction d'ensemble sur Qsat : A p(A) = w'(x(a)) . C'est une mesure car
les éléments de qsat sont saturés pour la relation d'équivalence.

La suite de la démonstration consiste a vérifier que cette mesure W
a les propriétés voulues,

I1 est d'abord immédiat que 1T est la mesure potentiel de W :
WE) = E L f * £, Y ds ] of £ est une fonction borélienne positive ;
ceci en vertl-;m de la proposition 2.1. et de la remarque suivant la définition

1050 [

Montrons ensuite la propriété de Markov, c'est-a-dire que, pour tout

temps dfarrét intrinséque S , le processus (Ys+t)t>0 est markovien pour la
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famille (nsat) et la mesure p » D'aprés la construction de l'espace
‘s+t’/t>0
Q et de la mesure W , et du théoréme 1.1., il résulte que, pour tout n €M,
. . . . asat
le processus (YT +t)t>0 est markovien pour la famille de tribus (*T +t)t>0 .

Soicnt alors S un temps d'arrét intrinséque ct Sn le temps suivant :

S si §=2T
n
s =
n .
+ @ sinon
_ ' a . sat . .
Sn Tn est un temps d'arrdt de la famille (“T +t 00 7 par conséquent

. o sat
en appliquant la propriété forte de Markov au processus (YT st ! QT +t)t>0

on trouve que le processus (YS +t)t>0 est markovien pour 1a famllle de tribus

. D'autre part les trlbus GS :t et qzat coincident sur 1lfen—
n

sat
(qsnft)t>0

semble {T < §< Tn-1} et par suite, pour toute fenction borélienne

borélienne £ on a :

sat sat
5 [fo¥g tra Lp <S<T_ } | G ~S+t - E«E“Ys +tes N1 ss<r ) ‘ Gs L ]
n n n n-1
= Ps(f ° Ys +t) I{T £8<T } PoSe
n n n-1
= PS(f o YS+t) I{T < §<T } PeSe
n n-1

On éduit iété de 3 .
en déduit la propriété de Markov du processus (YS+t , °S+t)t>0

sat .
, W) est un quasi~

Prouvons maintenant que le triplet (W ' G
processus, c'est-a-dire que pour tout t > 0 et pour tout temps d'arrét
intrinséque S 1la mesure image de & par YS+t est finie sur les compacts

de E . C'est une conséquence du lemme suivant :
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LEMME 2.1.

Soient (Pt) un semi-groupe standard dont 1'opérateur potenticl U

applique C, dans C, ( Gt)t>0 une loi d'entrée sur E telle que pour

t>0 oUs<T ok T est une mesure de Radon., Désignons par (xt)t>0 un

processus markovien continu & droite, admettant (Pt) pour semi-groupe et

(ot)t>0 pour loi d'entrée. Enfin soit K un compact de E et supposons que

son temps d'entrée Tk soit nul Dpe.Se

Alors la loi d'entrée (Gt)t>0 admet unc loi initiale o portée

par K.

DEMONSTRATION DU LEMME.

1ére partie. - Supposons tout d'abord que (ct)t>0 soit une loi d'entrée
bornée et suivant MEYER [5] compactifions 1l'espace E par rapport aux Uf ,
f e CC(E) ; nous obtenons un espace compact F et une injection continue i de
E dans F ; comme le semi-groupe (Pt) est standard, de cette maniére nous
n'identifions pas ainsi de point de E entre eux et X cst un compact de F .
Alors d'aprés un théoréme T 49 p. 45 de MEYER [5] 1la limite X = 1lim X et

(¢} t

o, ti0,t>0

donc la mesure O existe et i1 y a g ~peS. continuité a droite

A 1l'instant O . Par conséquent la mesure O, est portée par le compact X .

2&me partie. - Supposons maintenant que la loi d'entrée (ct)t>0 vérifie
1'hypothése du lemme : ctU < 7 pour tout t >0, ou TN est une mesure de
Radon. Choisissons alors une fonction h continue, bornée, strictement positive
partout, telle que Uh = u soit bornée et <M , h > <o ., I1 existe donc une

constante M telle que < otU , h>< M et par suite <0_, U >< M,
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La fonction u est excessive pour le semi-~groupe standard (Pt)

et par suite le semi-groupe (Piu)) transformée surharmonique de (Pt) par u

Piu)(x , £) = — P (x , uf) o £ fonction universellement mesu-
u(x
rable sur E ,

est encore standard, et les uakt constituent une loi d'entrée, bornée, pour
le semi-groupe (Pﬁu)) o« On utilise alors les résultats de la 1ére partie et

on en déduit le lemme.

Revenons maintenant au théoréme et montrons que la mesure p est

unique, Soit donc W une mesure sur W de potentiel 1 et désignons par

Moo= pn(u) » n €N, la mesure sur Q image de W par @, et par v

H
n

n n

la mesure =~ débarassée de la masse en (3] .
D'aprés le lemmec précédent il existe, pour tout n € IN , une mesure

A
Xn bornée, portée par Hn telle que Vo = g 1 et ces mesures vérifient,

sur E ,

A =A_P
n

n-1 H

n-1

lim hnU =M .
n

Par conséquent elles satisfont a

Y (lpU)LH P>n

n

[}

nLH .
n

Or cette derniére équation caractérise la mesure kn , et par suite les images

pn(u) = Wby, sont connues si 1l'on connait T , & la masse prés au point [d] .

On connaft donc les lois des variables aléatoires YT st ! t >0 et les
n
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mesures des ensembles {Tn <o } (ce sont les masses des kn) , donc, par le

semi-grouje (Pt) » les mesures des ensembles {YT it = o) } .

n
Ainsi si 1'on a deux mesures W et W' ayant méme mesure potentiel

on vient de montrer que pour tout
n, que p o n , les processus (YTn+t)t>0

mémes lois. Par conséquent les deux mesures coIncident sur qsat et cela

ont

montre l'unicité.

3. UN THEOREME D'EXISTENCE DE LIMITES PROJECTIVES

ET APPLICATIONS AUX PROCESSUS MARKOVIENS. (%)

LIMITES PROJECTIVES.

Rappelons (voir BOURBAKI [1]) qu'un espace topologique I' est
dit lusinien s'il est séparé (non nécessairement métrisable) , et s'il existe
sur T' une topologie d'espace polonais plus fine que la topologie donnée, Les
espaces lusiniens jouissent de propriétés trés satisfaisantes du point de vue
de la théorie de la mesure : par exemple, toutes les mesures bornéés sur la
tribu borélienne de I' sont intérieurement réguliéres. Nous dirons qu'un
espace mesurable (I , B8) est lusinien s'il existe une topologie lusinienne
sur ' dont 8 soit la tribu borélienne.

Le théoréme suivant permet de montrer dans certains cas l'existence

de limites projectives sans considérations topologiques,

THEOREME 3.1.

Soient ( r .,e une suitc d'espaces probabilisés, et

n '’ "n)nGIN

. ' . . . .
(en)ﬁ21 une suite d'applications mesurables Qn : Fn Fn_1 « On_suppose

(%)

Nous reprenons, ici, la Note [6] .
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que les ﬂn forment un systéme projectif de mesures (en(nn) = nn_1 pour

n=z 1), que tous les espaces mesurables (Fn , Qn) sont lusiniens. Soit

I' la limite projective des Tn ; pour tout n , soit q, la projection

canonique de I dans Fn o Alors :

1) 1'espace mesurable (f ’ 5)_9& Q. est engendrée par les fcnctions

qn,,est lusinien .

2) Il existe sur cet espace une loi T et une seule telle que

qn(n) =T  pour tout n ,

DEMONSTRATION.

Supposons d'abord que nous ayons muni les espaces Fn de topologies
lusiniennes compatibles avec les tribus Qn » et rendant continues les appli-
cations boréliennes en ¢ alors le théoreéme est bien connu :sachant que toutes
les mesures bornées sur un espace lusinien sont intérieurement réguliéres, la
démonstration classique de PROKHOROV pour le cas des espaces polonais s'appli-
que sans modification essentielle. La tribu 8 est la tribu borélienne de
1'espace topologique (lusinien) T , limite projective topologique des Fn .

Nous allons ramener le cas général au cas particulier précédent.
Munissons les Fn » de facon arbitraire, de topologies lusiniennes compatibles
avec les tribus ﬁn s et montrons qu'on peut alors munir chaque Fn d'une
topologie lusinienne plus fine que la topologie initiale (et donc encore
compatible avec ﬁn) y de telle sorte que toutes les applications en
soient continues pour les nouvelles topologies., Nous ne modifions pas la
topologie de Fo ; traitons le cas o n = 1 (on procéde ensuite de maniére
récurrente) . Tout revient évidemment 2 montrer que la topologie q; la moins

fine sur F1 » qui soit plus fine que la topologie initiale de F1 et rende 91
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continue, est encore lusinienne, Or, soit G 1le graphe de 61 dans F1 X Fo 3
F1 muni de ?3 est homéomorphe & G muni de la topoclogie induite par
F1 X To o I1 suffit alors de remarquer que F1 X Fo est lusinien, que G est

borélien dans F1 X Fo , €t qu'un sous-espace borélien d'un espace lusinien

est lusinien.

EXEMPLE,

Revenons aux notations du paragraphe 1 et prenons maintenant tous les
(Fn ’ ﬁn) égaux & (Q , Z°) . On peut alors montrer que (Q , 3°) est un
espace mesurable lusinien (%) . Pour les applications (en)nz1 nous choisirons
la suite (pn)n21 (définie au paragraphe 1) . Rappelons sa construction : don-
nongnous une suite croissante (Hn)n.21 d'ouverts relativement compacts recou-
vrant E , et pour tout w € Q notons Tn(w) le temps d'entrée dans H ,
et p 1'application te XTnQn)+tGu) , avec la convention usuelle

&&QD) =9 si TnQn) = 4+ © 3 on vérifie aussitdt que P, est une application

mesurable (borélienne) du fait que les H ~ont été choisis ouverts.

APPLICATION AU PROCESSUS DE MARKOV.

Considérons maintenant le semi-groupe (Pt) utilisé dans les para-
graphes précédents et soit T une mesure de Radon excessive sur E . Par la
proposition 2,1. il existe une suite (kn) de mesures positives bornées sur E

satisfaisant, avec les notations précédentes, aux conditions

(%) Remarque due a P.A. MEYER, La démonstration est publiée dans un exposé de

DELLACHERIE du volume III du Séminaire de Probabilités de Strasbourg.
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n n+1 I-In pour tout n € IN
(1)
n = 1]:1_]:: )\n U 3

Désignons alors par gn la mesure J\)\n(dx)"fl:x(.) sur Q et
rappelons que [J] est 1'¢lément de Q défini par Xt(w) =9d pour tout t >0,

La relation (1) et la propriété de Markov forte entratnent que l'on a

A A
p. P2 = P -1 + k °[3] ol k est la mesure (pour P 1) de 1'ensemble des
I »

n o

éléments de Q qui ne rencontrent pas 3 . Les mesures !I:A)\n ne forment donc pas
un systéme projectif mais un systéme "sur-projectif", et en particulier la

masse totale de ”P;)\n peut tendre vers l'infini avec n . On a cependant le
résultat suivant (od (Q, ¥) est la limite projective du théoréme 3.1.)qui

nous a permis, au paragraphe 2, de résoudre le probléme de représentation

de T‘o

THEOREME 3.2.

I1 existe sur la limite projective Q une mesure o-finie v telle
A

que, pour tout n € N , la mesure qn(v) et la mesure ﬁn ccincident sur

Q- {[3]} (12 mesure qn(\)) peut attribuer la masse + @ A la trajectoire

(al).

DEMONSTRATION.

Pour tout m € N désignons par Im 1l'indicatrice de 1l'ensemble
b
des w € Q qui rencontrent Hm « Les mesures Im . P pour n2m forment
o

alors un systéme projectif de mesures bornées ; en effet on a

A
n n+1 . PN . .
pn(Im . P ) = .+ P si nzma+ 1 ; donc par le théoréme 3.1. il existe
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une mesure sur () , notée Vi qui est la limite projective des mesures

A
n . .
I P Mais les mesures Vv croissent avec m car I est
(m'm )an * m ? (m)mEIN
une suite croissante de fonctions. On prendra alors v = lim Voo Les propriétés
me

de 1'énoncé sont des conséquences du théoréme 3.1.
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