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TEMPS LOCAUX POUR LES ENSEMBLES RéGﬁNﬁRATIFS.

par

Be. MAISONNEUVE et Ph., MORANDO

Cet exposé constitue une rédaction détaillée de la note [2] et

fait suite & 1'exposé de P,A. MEYER intitulé : Ensembles régénératifs, d'aprés

HoffmannrJﬁ}gensen. Aprés avoir repris briévement les résultats de cet exposé,

nous établissons l'existence d'un "temps local" pour un ensemble régénératif
parfait d'intérieur vide., Il en résulte alors que 1'ensemble régénératif
coIncide (A peu prés) avec l'image d'un subordinateur tué & un temps expo-
nentiel.

I. NOTATIONS — RAPPELS.

Nous dirons d'une fonction continue a droite ® de §+ dans ﬁ;

est une fonction en dents de scie, si 1'ensemble M(w) = {t : w(t) = 0} est

un fermé de R+ y si de plus la fonction W est linéaire de pente 1 dans

tout intervalle contigu & M(w) et si w(+ ») = + » , La fonction constante

égale & + » sera également appelée fonction en dents de scie et notée w, .
Désignons par (Q 1l'ensemble de toutes les fonctions en dents de

scie. Posons At(w) =w(t) pour tout t de §+ et tout w de Q . Soit

o]

3t la tribu engendrée sur () par les fonctions As sy s <t (nous noterons
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(o]

F 1la tribu 3: ) .« L'ensemble () est encore muni d'opérateurs de transla-

tion 0, de la maniére habituelle : As(et w) =A . (w) pour tous s et t

s+t
de §+ et tout w de Q o

Notons que si O € M(w) nous avons la relation :
At(w)=t-—sup {s:s=st,sc€Mw)l .

Remarquons que l'on peut associer de maniére unique & tout fermé
F de ‘R+ contenant O une fonction en dents de scie £ telle que

F={f= 0} . Nous définirons donc un fermé aléatoire canonique (contenant 0)

par la donnée d'une loi P sur (a, 30) telle que Ao = 0 DpeSe ¢ Nous
dirons que le fermé aléatoire est régénératif si, pour tout temps d'arrét
T de la famille 3‘; tel que T(w) € M(w) pes. sur l'ensemble {T <=} ,

tout A € 3;+ contenu dans {T < ®} et-tout BE€ 3F ona :
p(an 6;1 B) = P(a) P(B) .

Nous nous limiterons ici aux seuls ensembles régénératifs domnant
lieu A une notion de temps local intéressante : ceux pour lesquels Mw)

est pesSe un ensemble parfait d'intérieur vide. Voici alors un sommaire des

résultats obtenus par Hoffmann-Jgrgensen :

:- = i > H = °
a) Posons pour tout x € R T, = inf {t>0:a4a, x} T, est

un temps d'arrét de la famille (3t+) (:}t est la tribu engendrée par 3?:
et les ensembles P-négligeables de 340) . I1 existe c € ]0, =] tel que
x < ¢ entraine Tx < pes. et x 2= c entraine Tx = © DeSe .

b) Pour tout borélien B de R _, posons

P{ATx+t €B} si xe€l[o,d

Pt(x,B)

IB(x +t) si x ﬁ [o,cl .
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Alors (Pt) _ est un semi-groupe de Markov fellérien pour la topolo-
t€R
gie droite de R+ « En pgrticulier le semi-groupe (Pt) transforme les fonctions

boréliennes en fonctions boréliennes et posséde des versions fortement markoviennes
a trajectoires continues a droite.

c) Le processus (At) = est pour la loi P un processus de Markov
en dents de scie, issu de O ezegamettant (Pt) comme semi-groupe de transi-

tion, Il satisfait de plus la propriété de Markov forte par rapport a la famille
@)

II, CONSTRUCTION DU TEMPS LOCAL.

lous allons commencer par construire une réalisation de semi-groupe

(Pt) : posons pour tout F € F° :

P(F) = Plo]' ()}  si O<x<ec

IF(wx) si x=z¢

ou W désigne la fonction t~— x + t .
Soit f wune fonction borélienne bornée de §+ . La relation

Ex(f oA ] 3: ) = Pt(As ’ £) P* PeSe résulte, pour x < c , de ce que

s+t
(AT +t) est un processus de Markov adapté & la famille de tribus (3 +t) ,

et :our X 2 c , de ce que les deux membres sont égaux Px PeSe A f(: +5+t)
Par suite, (At) est pour toute loi P* un processus de Markov admettant (Pt)
comme semi-groupe de transition et issu du point x , Comme de plus P*(F) est
une fonction boréliemme pour tout F de 3F° , le systéme (Q, 3° , 32 v Ay P¥)
constitue une réalisation continue a droite du semi-groupe (Pt) .

Les notations suivantes seront fondamentales pour la suite : posons

sur () et pour tout x € §+
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(ona R =+ sur {r, = ®}) .

On a alors E(e %) Ex(e-s) et nous noterons ¢(x) cette fonction

1]

1

Remarquons que $(0)
0 <¢(x) <1 si 0<x<c

p(x) =0 si x=2c¢ .

Proposition 1.:

a) ¢ est une fonction continue & droite sur R .

b) ¢ est uniformément 1-excessive pour le semi-groupe (Pt) .

Démonstration :

a) Il suffit de démontrer que 1'application x - Rx est P PpeSe
continue a droite. La continmuité en tout point x > 0 résulte de celle de
1'application x - Tx et de la relation Tx + Rx = Ty + Ry vraie pour

x >0 et tout y > x assez voisin de x .

Passons au cas x = 0 : soit ¢ >0 et 8(e) = sup As . La variable
O<s<e
S(e) est pes. strictement positive, car M(w) est pe.s. un ensemble parfait
d'intérieur vide contenant 0 . Or Ry <e¢ deés que y < 8(e) , d'ol la conti-
nuité p.s. de Rx au point O .

b) La démonstration de ce deuxiéme point est classique : la fonction
¢ est 1-surmédiane & cause de 1'inégalité t + S o et 2 S et de la propriété
de Markov ; elle est 1-excessive car on a de plus 1lim (t+8o et) =85 o

0

Enfin, elle est uniformément 1-excessive, car, étant donnés € > 0, et §>0

choisi de fagon que
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Pl #(0) < ¢(0) < Pl #(0) + ¢ pour tout t < §
nous avons aussi pour tout t < 8 :
1 1 1 /51 1
= <
P o<¢ PS¢SPS(Pt¢+e) P g +e
puisque la mesure P;(x , dy) est concentrée en {0} .

Proposition 2 : Zt = e"t ¢ o At est une surmartingale par rapport aux tribus

3: positive continue a droite et réguliére.

Démonstration : Le processus (Zt) est une surmartingale car ¢ est
1-surmédiane, La continuité & droite de (Zt) résulte de ce que ¢ est
continue a droite et de ce que, si tn décroit vers t , At admet pour

n
limite At en finissant par rester supérieur a At .

Etablissons maintenant la régularité de la surmartingale (Zt) :
soit Tn une suite croissante de temps d'arr€t, dont la limite T est pesS.

finie., Nous voulons montrer que 1lim E(ZT ) = E(ZT) .
e n
Pour cela il suffit de montrer que

lim E(¢ o A, ) =E(p o AT)

n

ou encore que
Lim B(Up¢oATn)= E(U, 6 o A1) , pour tout p >0 ,

puisque, ¢ étant uniformément 1-excessive, q U ¢ converge uniformément

q+1
vers @ 1lorsque q = + © ,
@
La fonction UP ¢ = f empt Pt ¢ dt est continue a droite, car le
0
semi-groupe (Pt) transforme les fonctions bornées continues a droite en

fonctions bornées continues & droite. De la méme fagon que pour le processus

(¢ o As) on montre donc que (UP ® o As) est un processus continu a droite.
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On peut donc appliquer le théoréme d'arrét de Doob & la martingale
s
e PSy % o A + J e PU ¢ oA du et au temps d'arrét T
P s 0 u n
-p Tn -] —pu
e UP oA, =E [I e ¢ oA du | Fp ]
n Tn n

dtou

o -p(u-T)

E[Up¢oATn]=E[an e ¢ o A au] .

Lorsque n - » 1le second membre converge alors vers
©
E [I e-p(u—T) ¢ o A, du] , par application du théoréme de Lebesgue, et ce
dernier terme vaut E[UP @ o ATJ .
Nous sommes maintenant en mesure d'établir l'existence du "temps local"

de 1'ensemble régénératif,

Théoréme 1 : Il existe une fonctionneclle additive continue parfaite (Lt)

adaptée a (3:) , unique, telle que :

¢(x) = E"[Iom eSal .

s

Démonstration :

1) D'aprés le théoréme de décomposition de Doob, le potentiel
régulier et borné (Zt) est, pour la loi P , engendré¢ par un processus
croissant continu (B%) adapté a la famille (Et) » La démonstration de
T 37 de Meyer [ 3] ch. VII nous montre de plus que sup | th) - B% \ converge

t

en probabilité wvers O lorsque h~— 0 , ou l'on a posé pour h >0

t
B(h) = r e"S ¢______.h.__ P ¢ o A ds °
t v [}
0 h
I1 existe alors unc suite (hn) tendant vers O telle que

(h)
lim sup ‘Bt no_ B%‘ = 0 en dehors d'un ensemble P-négligeable N .
me t
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(n )

Posons Bt = lim Bt n sur l'ensemble de convergence de cette
e (n)
suite et Bt = 0 ailleurs, La variable Bt est Ez—mesurable, puisque Bt n

l'est pour tout n .

(n,)
2) Soit C = {w : 1lim sup lBt - B
meo t
Montrons que PY(C) = 1 pour tout x :

t|=0} .
«8i x2c , A Z=x pour tout s P* pes. et comme 9(y) = P #(y)=0
pour y = c on a th) =0 vVh>0 , t=20 P* Pe.s. donc Bt =0

partout et PY(C) =1 .

. . (hn) (hn) -t (hn)
e 81 x <c:larelation B =3B, +e B 08, (1)
vraie partout montre que 9;1 (C) 2 C pour tout t <o , et comme eap =W,
cette inclusion vaut pour tout t € ﬁ; « On a donc aussi 6;1 (c)o>c, et

X
par suite P(C) = P(C) =1 . Do PX(C) =1 .

3) Sur l'ensemble C le processus (Bt) s limite uniforme de la suite
de processus croissants continus (Btn) , a toutes ses trajectoires croissantes
et continues. D'autre part sur l'ensemble C , la relation (1) donne par

passage a la limite en n :

et cette relation est encore vraic pour t =+ ® ,
Les points 2) et 3) montrent donc que (Bt) est une fonctionnelle
1-additive continue parfaite.

4) Soit L, = f e® B . (Lt) est évidemment une fonctionnelle

additive continue parfaite. La relation de décomposition

~°

©
-t . -t -s o
e poA =E [Qm - B, ‘ Te ] stécrit alors e ¢ o A =E [It e dle T, ].

En arrétant au temps d'arrét Tx la martingale continue a droite

t
ctooa + I e ® dL_, il vient :
t 0 S



...Tx © s
e “goa, =E[[] e a |z ]
X T b'q
X
d'ou pour x < c
-
¢ (x) =E ([ e CI
0 X
x ® s
soit ¢(x) = E [IO e dLS]

et cette relation reste vraie pour x 2 c (Bt = Lt =0 P* p.s.).

5) Unicité : Soit (L{) une fonctionnelle additive continue parfaite
adaptée a 32 telle que ¢(x) = EX [I ® e ! 1,vx &

Si x =2 c , cette relation igpose L; =0 P* PeSe, donc L; = Ls
Vs Px PeSe o

Le processus (At) étant markovien pour la loi P, on a :

¢oAt=E[(j'0 e al)oe, |3}]

[=<]
-t _ =S o
e qsoA,c_E[j't e aL! | 3.1 .
I1 résulte alors de l'unicité de la décomposition de Doob du potentiel
(Zt) A 1'aide d'un processus croissant continu que (Lt) et (Lé) sont

P-indistinguables. Par suite de la propriété d'additivité parfaite de (Lt)

¥V t P pess , donc ces deux processus sont

TX

Px-indistinguables pour tout x<c .

1) ' =
et (Lt ona Lo GTX =L, o8

III. PROPRIETES DU TEMPS LOCAL.

La fonctionnelle (Lt) sera appelée temps local de l'enéemble régé-
nératif par analogie avec le temps local d'un processus de Markov tel qu'il est
défini par exemple dans Blumenthal et Getoor [1] . Les propriétés classiques
du temps local peuvent &tre transposées a la fonctionnelle (Lt) et nous

renvoyons & ce livre pour leurs démonstrations 2
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1) Pour presque tout W , la fonction L (w) est constante sur
L]
tout intervalle contigu & M(w) et croft strictement en tout point de M(w) »

2) Si 1'on pose S

[}

¢ inf(s : L, > t) (+ ® si cet ensemble est
vide), le processus (St) est équivalent a un subordinateur tué & un temps
exponentiel (rappelons qu'un subordinateur est un processus continu a droite,

A accroissements indépendants, positifs et stationnaires).

Cette derniére propriété peut-€tre établic rapidement & 1l'aide de la

propriété de régénération ; on a en effet la relation ss+t = SS + St o es
s
sur {SS <o} et §, est un temps d'arrdt de la famille (3t+) dont 1le

graphe passe dans M , donc pour tous boréliens A et B de R+

P(SSEA » Sg, -SSEB) =P(SSEA) P(StEB)

t
Cette relation écrite pour A =B = R+ montre que P(Ss <w®) = e—)\s
(0sAr<e)

Les mesures de probabilité sur R+ Vi = e)‘t Po 521 forment un
semi~-groupe de convolution faiblement continu en 0O et permettent de définir
un subordinateur. En le tuant & un temps exponentiel de paramétre A et
indépendant de lui, on obtient le résultat cherché,

Ce résultat constitue une réciproque du résultat, démontré par Meyer
dans son exposé, suivant lequel 1l'image d'un subordinateur est un ensemble
régénératif (non canonique).

On sait qu'un ensemble régénératif est ou bien p.s. borné, ou bien

PeSe non borné . Comme Lm est une variable exponentielle de paramétre

A ({L, >t} = {s, < ®}) , on a alors les équivalences suivantes :
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Proposition 3 :
M peS. borné® A >0 L, <@ Ppese
M peS. non borné ® A =0® L, =® PsSe

& (St) est un subordinateur,

En particulier (St) est un subordinateur si ¢ <o , puisqu'alors

M est pe.s. non borné,
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