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ENSEMBLES RÉGÉNERATIFS, d’après HOFFMANN-JØRGENSEN
exposé de P.A.MEYER

Université de Strasbourg
Séminaire de Probabilités 1968/69

La notion d’ensemble régénératif est l’extension naturelle, pour
un ensemble de temps continu, de la notion de " recurrent event" in-

troduite par FELLER dans le cas discret. Si l’on excepte le cas clas-

sique des renouvellements à temps continu, la première définition de
ces ensembles a été donnée par KINGMAN, mais la définition de KINGMAN
est appropriée aux chaînes de Markov à temps continu, et ne s’applique
pas aux ensembles régénératifs trop " minces", comme l’ensemble des

zéros du mouvement brownien. KRYLOV et YUSHKEVICH ont introduit les

ensembles régénératifs ( sous le nom d’ensembles aléatoires marko-

viens ) dans un article extrêmement intéressant [~], mais en partant
malheureusement d’une définition axiomatique inutilisable en pratique.
Le principal résultat de HOFFMANN-JØRGENSEN consiste à montrer que la
définition naturelle des ensembles régénératifs est en réalité équiva-
lente à celle de KRYLOV et YUSHKEVICH.

L’article de HOFFMANN-JØRGENSEN doit paraître prochainement [l].
L’exposé qui suit n’en diffère que par des détails de rédaction.

§ 1. FERMÉS ALÉATOIRES ET ENSEMBLES RÉGÉNÉRATIFS

Nous appelons fermé droit dans la suite un sous-ensemble de ~. ,
fermé pour la topologie droite . Par exemple, un intervalle I fermé
à gauche et ouvert à droite est un fermé droit ( si des xnel décrois-
sent, on a limn xn el). En revanche, un intervalle fermé à droite
n’est pas nécessairement un fermé droit 1 Il faut donc faire attention.

Soit un espace probabilisé, muni d’une famille croissante
de sous-tribus de F . On appelle ensemble aléatoire un proces-

sus à valeurs dans l’ensemble ~0,1~, progressivement mesu-
rable par rapport à la famille (Ft). Pour tout nous désignerons
par M(w) l’ensemble 1 t : si M(w) est un fermé ( resp. un

fermé droit) pour tout w, nous dirons que M est un fermé aléatoire
( resp, un fermé droit aléatoire). Par exemple, si (Xt) est un proces-
sus réel adapté à la famille (Ft), à trajectoires continues ( resp. con-
tinues à droite) , l’ensemble des zéros de (Xt)’ c’est à dire

= 1 si si 

est un fermé ( resp, un fermé droit) aléatoire.
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Nous ne considérerons dans la suite que des fermés ( ou fermés
droits ) aléatoires contenant le point 0 : OcM((o) p.s. Nous appel-
lerons intervalles contigus à un fermé droit les composantes
connexes du complémentaire Mc : ce sont des intervalles de la forme

[ ] ou [ [ . Nous introduirons les notations fondamentales suivantes
( bien entendu, si M dépend de w, St,Ut,Vt en dépendent aussi )

St= inf { s : s>t , seM ~ { ( +oo si cet ensemble est vide )

Ut= sup J s : s~ , seM ~ }

vt= St-Ut
Si M est un fermé aléatoire, et si la loi P est complète, la théorie
de la mesurabilité des temps d’entrée entraîne aussitôt que St est un
temps d’arrêt, et que Ut est F.-mesurable.

Nous appellerons fonction en dents de scie , dans cet exposé, tou-
te fonction positive f définie sur R+, continue à droite, et possédant
la propriété suivante : soit F l’ensemble fermé ~f=0~ ; alors dans tout
intervalle ]a,b[ contigu. à F , f est affine de pente 1, nulle au point
a. Si O~F, il y a un intervalle [O,b[ contigu à F ; dans ce cas, nous
imposons à f d’être affine de pente 1 dans [O,b[, mais la valeur f(0)
peut être positive quelconque.

Si M est un fermé droit contenant 0, nous associons à M la fonction

en dents de scie At = t-U . L’ensemble { t: } est l’adhérence

de M. La connaissance de la fonction en dents de scie A. ne détermine

donc pas uniquement M : les fermés droits contenant 0 admettant cette

fonction sont compris entre M , et l’ensemble M que l’on obtient en
enlevant à M les extrémités gauches non isolées d’intervalles conti-

gus à M.
Dans toute la suite, nous travaillerons sur un espace canonique

ainsi défini: 0 sera l’ensemble de toutes les fonctions en dents de

scie. Si nous écrirons F° ( sera la tribu

engendrée par toutes les fonctions A ( resp. les fonctions As, s~t).
L’ensemble { t : 1 sera noté M(w), et nous définirons M(w)
comme ci-dessus. Nous appellerons fermé droit aléatoire canonique

*
Cet ensemble est Fermé d’après la definition des fonctions en dents
de scie
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(contenant 0) la donnée d’une loi de probabilité P sur telle

que A0=0 p.s.. Cette définition est assez artificielle, mais elle
sera très commode pour la suite. L’ensemble aléatoire que nous aurons

en vue sera M(w), plutôt que M(w).
Noter que 0 est muni d’un opérateur de translation naturel. Nous

utiliserons comme d’habitude la notation Qt pour la translation par t.
Soit M un fermé droit aléatoire contenant 0, défini sur un espace

probabilisé quelconque (W,G,Q). Pour tout weW, considérons la fonction
en dents de scie ~(w) associée au fermé droit M(w) ; on vérifie aussi-
tôt que § est une application mesurable de W dans 0, et l’on peut donc

considérer la loi image ~(Q)=P. On dit que est la forme canoni-

que du fermé droit aléatoire M. La mise sous forme canonique fait per-
dre une certaine information sur M, car la connaissance de ~(w) ne
permet pas de déterminer si les extrémités gauches d’intervalles conti-

gus à M(w) appartenaient à M(w) ou non.
Nous pouvons maintenant définir les ensembles régénératifs. Noter

que les tribus Et sont aussi engendrées par les variables aléatoires
Us’ s~ .
DÉFINITION.- Soit P une loi sur telle aue OeM(w) P- .s.. On dit

que M(w) est régénératif (pour la loi P) si
pour tout temps d’arrêt T de la famille (Ft+) dont le graphe passe

’P.s. dans M ( pour presque tout CI) tel que T(w)+oo) ; pour
t out AeFT+ contenu dans t out on a

P(An 8_1 (B) ) = P(A)P(B)
Un fermé droit aléatoire M défini sur un espace quelconque (W,G,Q)
est dit régénératif si sa forme canonique 03C6(Q) est régénérative.

Voici deux exemples d’ensembles régénératifs. Nous en donnerons en

appendice un troisième, plus délicat.
a) Soit (Xt) un processus fortement markovien continu à droite à

valeurs dans un espace d’états E, admettant un semi-groupe de tran-
- sition homogène dans le temps (Pt), et issu d’un point xeE. Alors
l’ensemble M={t : est régénératif ( démonstration immédiate à
partir de la propriété de Markov forte).
b) Soit (Zt) un processus à accroissements indépendants et stationnaire

à valeurs réelles, défini sur un espace W, tel que et continu

à droite. Soit M l’ensemble des " ladder points" pour le processus,
c’est à dire (t,w)eM => Zt(w) pour tout s t. Alors M, qui
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est évidemment fermé à droite,est régénératif ; cela résulte de la

propriété de Markov forte comme dans l’exemple précédent.

~ 2 . DESCRIPTION QUALITATIVE SOMMAIRE

Dans ce qui suit, nous munissons 0 d’une loi P pour laquelle M

est régénératif. Nous nous proposons dans ce paragraphe de distinguer,

parmi les divers types d’ensembles régénératifs, ceux dont la structure
est intéressante.

Nous désignerons par F la tribu obtenue en complétant F° par rap-
port à P, et par F. la tribu obtenue en adjoignant à po tous les en-
sembles de mesure nulle. Tout temps d’arrêt de la famille (Ft+) est
égal p.s. à un temps d’arrêt de la famille (!t+) ; la propriété de
régénération s’étend donc immédiatement à ces temps d’arrêt.

PROPOSITION 1.- Soient s> 0, AeF contenu dans la coupe de M par s,
et BeF. Alors = P(A)P(B ) .
DÉMONSTRATION.- On applique la propriété régénérative au temps d’ar-
rêt T suivant, dont le graphe passe dans M : T=s sur A, +~ sur Ac. En
prenant s=0, on obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE.- Si on a P(A)==0 ou P(A)=1.*
PROPOSITION 2.- Ou bien 0 est p. s. un point isolé de l’ensemble M(w),
et alors M(w) est P.s. un ensemble discret, ou bien 0 est P.s. un point
d’accumulation de M(w), et M(w) est alors p.s. un ensemble parfait.

DÉMONSTRATION.- L’ensemble { w : 0 est point isolé de M(w)) 1 est

FO+ -mesurable, en vertu de la théorie de la mesurabilité des temps
d’entrée. Sa probabilité est donc 0 ou 1 d’après le corollaire pré-
cédent. Supposons que cette probabilité soit 1. Soit S~(w)= inf { t:

t>0, teM(w) 1 ; 81 est un temps d’arrêt p.s. > 0, son graphe passe
dans M, et en fait dans M car S~(w) est un point isolé à gauche de
M(w). La propriété de régénération s’applique donc à 31’ et entraine

que 31 est p.s. isolé. Posons ensuite S 2 (w)= inf { t>S i (w) : 
de sorte que p.s.. La propriété de régénération entraîne

que S 2 est p.s. isolé, et que S 2 .=S 1 +v , 2 où V 2 est une variable aléa-
toire indépendante de F +, de même loi que si En itérant, on cons-
truit une suite de temps d’arrêt S , qui constituent un processus de
renouvellement. Il est alors classique que Sn -> +00 ; M coïncide

* 4 E ,M..
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donc p.s. avec la réunion des graphes des Sn, et M est bien p,s.

discret.

Supposons ensuite que 0 soit p.s. un point d’accumulation de

M(w). L’ensemble des extrémités droites d’intervalles contigus à
M ( ensemble contenu dans M ) est réunion d’une suite de graphes de

temps d’arrêt R n (~), Soit H cet ensemble ; en appliquant aux R n la
propriété de régénération, on voit que les points de H (p.s. ) sont
tous des points d’accumulation à droite de M. D’autre part, les points
de M’H par définition sont des points d’accumulation à gauche de M.
Il en résulte que M(w) est p.s. un ensemble parfait.

PROPOSITION 3.- Soit Z(w)= inf {t>0, t~M((D)!. Il existe une constante
telle que e-qt pour tout t. Si q=0, on a P.s. M(w)=

~+ , Si 0qoo, M(w) est p.s. la réunion d’une suite d’intervalles
fermés disjoints. Si q=ao, M(w) a P.s. un intérieur vide.

DÉMONSTRATION.- Z est évidemment un temps d’arrêt dont le graphe
passe dans M, mais non dans M, et on ne peut pas lui appliquer
directement la propriété de ré g énération~~~) .

Tout d’abord, si on a Z=0 p,s. ; cela correspond au cas

où q=+oo, Supposons donc que Z>0 p.s. , et posons c’est

une fonction de s décroissante et continue à droite. Soit 

A est F -mesurable, et contenu dans la coupe de M par s . On peut
donc lui appliquer la proposition 1 en prenant et on en

déduit que 03C6(s+t)=03C6(s)03C6(t), d’où ,(t)=e-qt.
Le cas où q=0 est trivial . Si q=+oo, on montre que l’intérieur M

de M est p.s. vide, de la manière suivante. Tout d’abord, M est un
ensemble bien-mesurable par rapport à la famille (F. ) (*). D’après
le théorème de section des ensembles bien-mesurables, il est équiva-
lent de montrer que 6 est p.s. vide, ou que tout temps d’arrêt dont
le graphe passe dans M est p,s, égal à +~. Or soit T un tel temps
d’arrêt ; comme M~M, la propriété régénérative entraîne que Zo03B8T
=0 p, s, sur { Too } , ce qui est absurde si P { Tao } >0 .

Reste à traiter le cas où Posons S1=0, T.==V.=Z . L’inter-
(*) Pour les démonstrations ( qui sont simples ) voir Invent.Math,l,
1966, page 113.

(~) Lorsque Oqoo, la propriété de régénération est fausse pour Z.



- 138 -

est contenu dans M, et T1 est le début d’un intervalle con-

tigu à M. Posons alors S2= inf {t>T1,teM}, T2=S2+Zo03B8S2 , V2=Zo03B8S2 .

La propriété de régénération s’applique à S2 , et entraîne que
l’intervalle [S2,T2] n’est p.s. pas réduit à 0, qu’il est contenu
dans M, que T2 est le début d’un intervalle contigu à M, que V2 est
une v.a. exponentielle de paramètre q, indépendante de FS +8 En ité-
rant ce procédé, on construit des variables aléatoires S 

n ,Tn ,V n
telles que :

est un intervalle fermé contenu dans M, non réduit à
0. Les longueurs des intervalles Sn,Tn sont des variables aléatoires
V positives, indépendantes et de même loi, exponentielle de paramètre
q.

est un intervalle ouvert non vide ne rencontrant pas

M. Les longueurs des intervalles sont des variables aléa-

toires positives, indépendantes et de même loi ( non exponentielle
en général ; ) , indépendantes des Vn.

Il est classique que dans ces conditions Cette

construction décrit donc entièrement M.

En résumé, nous obtenons la classification sommaire suivante des

coupes de M :

1) q=0

toute la droite, cas trivial exclu par la suite.

2) 0 isolé

c~st le c as des processus de renouvellement à temps continu. La

structure de ce cas est bien connue. En particulier, il est clas-

sique que la fonction en dents de scie A (w) associée à M obéit à
un processus de Markov homogène dans le temps ( processus de l’âge).
3) q=+oo, 0 non isolé

c’est de beaucoup le cas le plus intéressant, celui où M est un par-

fait d’intérieur vide. Il faut distinguer de plus entre les ensembles
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régénératifs dont les coupes sont p.s. des ensembles de mesure nulle
au sens de Lebesgae ( par ex, l’ensemble des zéros du mouvement

brownien), et les ensembles régénératifs à coupes non négligeables
( par ex, l’ensemble des visites d’une chaîne de Markov à un état

instantané). Les ensembles étudiés par KINGMAN sont de ce dernier

type.

4 ) 0q+oo

M est alors une réunion d’intervalles disjoints. La structure de
ce cas est simple ( voir la prop. 3), et nous ne nous y intéresse-
rons pas beaucoup.

Nous pouvons maintenant énoncer, d’une manière un peu imprécise,
le résultat fondamental d’HOFFMANN-JØRGENSEN : dans tous les cas. on
peut construire un semi-groupe de Markov (Pt) sur Il, homogène dans
le temps tel que le processus en dents de scie (At) soit ( pour la
loi P sur n ) un processus de Markov admettant (Pt) comme semi-groupe

de transition . De plus, dans le cas intéressant où q=+oo, ce semi-

groupe est un " bon " semi-groupe de Markov sur fl.

~ 2 . CALCULS DE PROBABILITÉS

Nous allons maintenant décrire la structure probabiliste des ensembles

régénératifs. Voici des notations fondamentales. Soit a>0, fini :

Sa(w) est l’extrémité droite du premier intervalle contigu à M((o)
dont la longueur est > a ( éventuellement +oo, si cet intervalle est
non borné, ou s’il n’en existe pas ).

est l’extrémité gauche du même n’en existe pas)
= Ss’(w)-Ua(w) est la longueur du même (0 s’il n’en existe pas)

Ces fonctions sont définies sur tout 0 ( et non pas seulement sur l’

ensemble des w tels que OeM(t))). Notons les propriétés immédiates
suivantes :

LEMME 1.- Ta et Sa sont des temps d’arrêt de la famille (~’ +). Les
fonctions T’ (w),S’ (w), V’ (w) sont continues à droite sur ]O,oo [,
DEMONSTRATION.- Montrons par exemple la continuité à droite de a~-~>

Sa(w). Il est clair que cette fonction est croissante. D’autre part,
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est par définition l’extrémité droite du premier intervalle

contigu dont la longueur dépasse a strictement, donc 

pour e>0 assez petit.
La petite proposition auxiliaire que voici servira à simplifier la

démonstration de la suivante :

PROPOSITION 4.- Ou bien M(w) est P.s. borné, ou bien il est p,s,non
borné.

DEMONSTRATION.- Supposons que la probabilité pour que M(w) soit borné
soit >0. Nous avons alors pour t assez grand

{ = h  1

Construisons les temps d’arrêt R1=St, R2-St+St03B8St, etc. On a d’après
la propriété 
que M(w) est p.s. borné.

PROPOSITION 5.- Il existe un nombre cc]0,+0153] tel ue
T~((i))  oo p. s. pour tout a fini  c ,

T~((o) = +0153 ’P.s. pour tout 

DEMONSTRATION.- Il n’y a rien à démontrer si M(w) est p. s. borné.

Supposons donc ( prop.4) que M(w) soit P.s. non borné, fixons t.
Nous avons

1 = 1 n =ce 1
t

En effet, le premier membre est inclus dans le second. Inversement,
si il n’y a aucun intervalle de longueur > a contenu dans M~
et situé à gauche de si =00 iln’yenapasnon plus à droite

de S+, et il ne peut pas y en avoir à cheval sur St ; donc 
Appliquons maintenant la propriété de régénération. Le graphe de

S. passe dans! , on a donc

1 = 1

En faisant tendre t vers +~ on voit que }=0 ou 1, d’où l’exis-

tence de la coupure c. La continuité à droite au point c entraîne que

Bien entendu, comme le cas q=0 a été exclu, il y a effec-

tivement des intervalles contigus à M, et on a c>0.

UN NOYAU FONDAMENTAL

Le noyau suivant détermine la structure probabiliste de l’ensemble

régénératif M . Il donne la loi de la longueur du premier intervalle
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contigu de longueur > a .
DEFINITION.- H(a,B) pour tout borélien B de ~+, si a>0 .
Si a=0, H(a,B)=IB(0).

. 

On a pour toute fonction § bornée sur i+ Comme

la fonction ar-~ Va(w) est croissante et continue à droite, H(.,)))
est continue à d roite sur est continue à droite. Si q=oo
il y a des intervalles contigus arbitrairement voisins de 0, et donc
de longueur arbitrairement petite, pour presque tout w , donc Va(w)
- > 0 p.s. lorsque a->0, et H(,,~) est aussi continue à droite en 0.

PROPOSITION 6.- Posons u: = stuaoQs , ( extrémité gauche et
longueur du premier intervalle contigu de longueur > a placé à droite
de s ). Soient s,t deux nombres tels que st, K un élément de F ,
Alors

(1) P{ { K, VasB} { = P{K, 

(On peut évidemment remplacer " t " par " t " dans les deux membres).

DEMONSTRATION.- Pour simplifier les notations, désignons par S ( au
lieu de Sa) le temps d’arrêt infl u>s : ueMJ. L’intervalle ]s,S[ est
contenu dans Mc ; si c’est que et alors Ua est aussi
l’extrémité gauche du premier intervalle contigu de longueur >a à
droite de s. Ainsi, le premier membre s’écrit

P{ K, S-s~a , t-S , VaoB eB 1
et le second membre

P{ K, S-s~a , Ua03B8S~ t-S }. H(a,B)
L’ensemble est et t-S est FS+ -mesurable. En

approchant cette fonction par des fonctions étagées, on se ramène à
vérifier que pour tout et tout HeFS+

P{ H, 
.

Tout d’abord, si c=+ao, cette formule est vraie : elle se déduit de
la propriété régénérative appliquée au temps d’arrêt S. Par diffé-
rence, on est donc ramené à vérifier que

P{H, Uao03B8S~B} = Vao03B8S~B} = P{H,Uao03B8S>c}.H(a,B) .
Soit R= inf 1 t> S+c,teM 1 . Soit L l’événement { il n’y a aucun
intervalle contigu de longueur >a entre S et S+c J. Soit T le dernier
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point de M sur [0,R] ; l’événement s’écrit aussi 

et si cet événement est réalise Notre formule

s’écrit donc

= 

Or l’événement entre [ ] appartient à et cette formule n’est

rien d’autre que la propriété régénérative appliquée à R .

La proposition suivante est cruciale.

PROPOSITION 7.- Pour tout toute fonction )) continue et bornée
sur R~-, on a
(1) B[ 1 ~] = H( t-U~ , () ) ~s~
DEMONSTRATION.- Il suffit de démontrer (1) avec au lieu de ~ .

D’abord, il faut remarquer la signification intuitive de cette

relation : est et le premier

intervalle contigu. situé à droite de U.~ dont la longueur dépasse
La proposition exprime que la loi de la longueur Vt de cet in-

tervalle est donnée par le second membre, tout comme si l’on avait

constante.

La tribu F~ est engendrée par les variables aléatoires s ~t .
Choisissons des points pour chaque j=1...k,

choisissons un intervalle ]a.,b.] , et désignons par K l’événement

{ ]a~b~], ... , 

Comme on ne restreint pas la généralité en supposant que 

pour tout j, ce que nous ferons par la suite.

La formule (1) équivaut à la relation

(2) / dP = / 
K K

pour tout K du type précédent. Or on a trivialement

1 
dP = 

i 
dP = H(O~) dP

Il suffit donc de démontrer (2) en remplaçant K par Grâce à

un passage à la limite immédiat, on se ramène à traiter (2) avec K

remplacé par avec t’t - c’est à dire à un problème de

même forme que le premier, mais avec Nous supposons donc 


