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SUR LES MOMENTS SPECTRAUX

D’ORDRE SUPERIEUR

(José de Sam Lazaro)

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE

STRASBOURG

Séminaire de Probabilité Année 1966-67

1. INTRODUCTION :

Les processus du second ordre (Xt) admettant une représentation spec-
trale Xt = dZ(B) , où Z est une mesure aléatoire sur R , dénombra-

blement additive en moyenne quadratique, ont été étudiés par M. Loève [4].
La condition nécessaire et suffisante pour qu’un processus du second ordre

admette une représentation spectrale est que la fonction de covariance soit
ha rmoni sable : :

EXtX’t = J e t’03BB’) dM(B,X’)
où M est une mesure bornée sur La notion de covariance harmonisable

a été généralisée par A. Blanc - Lapierre et R. Fortet qui ont introduit
les processus de la classe $ " , et ont étudié le comportement spectral de

processus strictement stationnaires appartenant à cette classe. A.N. Shiryaev
~5] a ensuite défini une intégrale stochastique multiple par rapport à la mesu-
re spectrale Z d’un processus de la classe 03A6(p) et Ya. G. Sinaï [6] a étudié

le comportement de la mesure définie par les moments spectraux d’ordre supé-
rieur à 2 dans le cas des processus strictement stationnaires ergodiques.
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Le présent article comprend en grande partie des résultats de

Shiryaev et de Sinaï. Le résultat central des paragraphes 3 et 4 est la défi-

nition de l’intégrale stochastique multiple dans la proposition 4. 1. La pré-
sentation et la démonstration des résultats de Shiryaev seront mis sous une
forme modifiée qui permettra d’étudier de manière plus naturelle les résultats
du paragraphe 5.

Il n’est pas difficile de voir que les méthodes permettant de définir

l’intégrale stochastique multiple peuvent s’étendre au cas de mesures spectra-
les non bornées dans le cas où leurs projections sur les espaces facteurs sont
des mesures a - finies. On vérifie alors qu’elles cofncident avec les intégrales
multiples de Wiener définies par K. It8 [2],(,3 ]dans le cas du mouvement
brownien, réel ou complexe.

2 . PROCESSUS DE LA CLASSE $~

Définition 2. 1. Un processus stochastique (X h .- à valeurs dans C appar-
tient à la classe $ ~ si P + oo pour tout t et si, pour tout

couple (k, m) d’entiers avec k+m ~ p, il existe une mesure bornée complexe

Mk,m sur telle que :

(2. 1, E {xt1 ... xtk Xt’1 ... Xt’m} = k+m e i(t1 1 "" ’ 1 t’m03BB’m)dMk,m(03BB,03BB’)
(où B = (~ ... ° X~), B ’ 

’ = (B~ ... B’~)) pour tout point (t~ - .. t~ , t~ ..., t’ ) e~~.
Il en résulte en particulier, en posant k = m et t- ... =t~ = f =... = t’ = 0
que M~ ~ ({R") ~ ?lr > 0 V ~ k e N . 

1 i~ 1 JK

Définition 2.2. On dit qu’un processus (X ) appartient à la classe $ 
~~ 

si

Xt  03A6(p) ~ p  N .
Dans la suite, on supposera toujours p ~ 2 .

Si (X ) ~ 03A6 , sa covariance est harmonisable, suivant la terminologie
de Loève F~] .
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Exemples :

1) Tout processus réel stationnaire d’ordre 2, de moyenne nulle appar-
tient à la classe $~ .

2) Soit (X ) un processus gaussien complexe, de moyenne nulle et de

covariance F (t~f) . On démontre alors la :

Proposition 2.1. S’il existe une mesure M sur ~R 
2 

telle que:

(2.2) F (t,f) = ~ 
~’~ dM (B,B’)

alors e $~ .

Démonstration : Puisque , par une propriété de familles de variables aléatoires

gaussiennes complexes, on a :

(2.3) E ( X~ ... X~ ~, ... X, ) = 0 si k~ m

il suffit de considérer le cas où k = m .

Posons Xt = Y t + i Zt et notons tout d’abord que:

(2.4) 
}= E t zJ=2014(Re s }= ~ (Re r (s, t)

Zj= Yj= -~- Imr(s,t)
Les variables aléatoires (Y 

t ,.... Y , Y~ ,..., Y , ~ Z. ,..., Z. Z.,~Z., )1 ’k’1 ’k ~1 ’k ~ ’k

forment une famille de variables aléatoires gaussiennes réelles. Calculons :

(2. 5) 03A6(03BB1, ..., 03BBk, 1, ..., k) = E +... +03BBk Xtk + 1 Xt’1, +... + k Xt’k )}

= E{exp[(03BB1 Yt1 +... +03BBk Ytk + 1 Yt’1 +... + kYt’k)+i(03BB1Zt1 +.. + 03BBkZtk - 1Zt1... kZt’k)]}
= E exp20142014 [03C3203B6 - 03C3203BE - 2icov (03BE ,() ]= exp .E._. X. j r (t. ,f)" ~ s i J ~ )

compte tenu de (2.4).
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En calculant, à présent E (X .. X X ,.. X , ) = ~2k03A6 ~03BB1..~03BBk ~ 1..~ k

03BB1=03BB2=.. = 1=.. k=o
il n’est pas difficile de voir que:

E (X ... X. X.,... X , j = E ~Tr ~ ~~ ’’1 "k ’I ’k 03C3 ~k
où @. k désigne le groupe des permutations des k premiers entiers.

On a ainsi montré que X e , avec Mk,m ~ o si k ~ m et

Notations : K désignera l’ensemble des onctions sur R à valeurs dans C qui
sont bornées, mesurables et à support compact.  désignera l’ensemble des fonc-
tions complexes sur R indéfinim.ent dérivables "à décroissance rapide". Si

$ e L (-co, +ot), on désignera par  la transformée de Fourier de $ :

(t) =  eit03BB $(X)dB
- 00

II est bien connu que l’application 03A6  $ est une bijection de  sur 

~~ désignera la tribu des ensembles mesurables de R. y et X 
n 

la
~ n

mesure de Lebesgue sur !R .

3 . REPRESENTATION SPECTRALE DES PROCESSUS DE LA CLASSE ~B

Soit (X ) un processus appartenant à la classe 03A6(2), défini sur un espace
(H , CL , P). Dans ce cas, en vertu de la continuité de sa fonction de covariance,

(X ) admet une version mesurable dont presque toutes les trajectoires sont
2

dans L.((R.,B).
Considérons l’application linéaire suivante de K. dans L (n 

(p(t)dt

où l’intégrale est définie pour presque tout Cette application est continue

lorsqu’on munit K, de la norme I’(R,B). En effet :
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Il C X, p(t) dt Il - 
= (E Lf X. p(t) dt f X,, ’(p «) dt’ ] )~~

f D~ 
= 

= ( (03BB) (03BB’) dM11 (03BB,03BB’))½ ~ ~03C6~L1

K, étant dense dans L1(,03BB), cette application se prolonge en une application,
encore notée cp  Xt 03C6(t) dt, de U(!R,X) dans L 

2 
(03A9, ,P) qui est liné-

aire, continue et qui satisfait à la relation :

f X. " ~(t) dt> 
L (0) dM.. X,X’)

~(p,teL~(!R,B) .

Notation: ~03C6~L1(R,03BB), on pose ’ fx.(p(t)dt=X t cp (t) dt = X03C6 .

Construction de la mesure spectrale associée à (XJ. Pour toute cpe J, on a
~1 

aussi ; nous poserons X = Z~ .
cp (p

L’application cp (p étant une application bijective de  sur Z .
est définie B/~ et on a, compte tenu de la formule (3 . 1)

(3.2) Z ,Z,> Z =ff(p(B)~dM~(B,B’) ~ ~ L"(Q) 
" 

Posons 03C31 
= 1 ère projection de JM..J, 03C32 

= 2ème projection de 

On va définir Z 
M 

pour L 
2 

( R, j). 

L’application (p Z 
cp 
de  dans L P) est une application linéaire

continue lorsqu’on munit ~ de la norme L 
2 

((R,o) . En effet, d’après (3 . 2)

~Z03C6~2 = J(p(B) 03C6(03BB’) dM11(03BB,03BB’) ~  |03C6(03BB) 03C6(03BB’)| 1 (03BB,03BB’)|

=  |03C6(03BB) ~ 1| jl ~ 03C6(03BB’) | d |M11 (B,X’)j 1 .

~ |03C6(03BB)|2 d03C31 (03BB) |03C6(03BB’)|2 d03C32(03BB’) ~ |03C6(03BB) |2 da (B) .
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Par conséquent, cette application se prolonge en une application linéaire

continue, encore notée L tR,o) dans L2(03A9,a,P). Notons que

cr étant une mesure bornée, on a 1. ?.,0) R.

A rB.

Notation : Si 03C6 ~ L2 ((R,a) on pose , et si , on écrit

Z. = Z (A) . Il résulte immédiatement de la construction de Z que si A = E A. , ,
on  Z(A) = S Z (A. ) (série convergente en m . q). On a aussi la : 

Proposition .. 3 . 1 : : Vcp e L~(-~ , ~), X = f ïp (X) dZ (B) (noter que !p ~= L (o)).

Démonstration : Si (p il existe une suite t 03C6n } d’éléments de 

qui converge vers cp dans Par conséquent, n (B) -’ cp(B) VBe!R,

en restant uniformément bornée, par une constante. Il s’ensuit, par le théorème

de Lebesgue, que n ~ q) dans L résultat.

La formule (3. 2) reste donc valable pour cp , ~ e L (o) .

Proposition 3.2. : ~t , Xt = eit03BB dZ(B) . ° (noter que eit. ~ 1/ (03C3 ).

Démonstration ; La fonction X  eit03BB de tR dans (C est limite dans L tR.o),
des fonctions 20142014 t+h e u03BB d u , Par conséquent :

~ t

J e~ = m. q. J (-~- J ’ e~~ du) dZ (B) = ~"~ lim m. q. 
= X~

par la proposition 3.1. et la continuité en moyenne quadratique de X .

Proposition 3 . 3 : Pour toute fonction complexe continue bornée f , J’ f(~.) dZ(B)
corncide avec la définition ordinaire de l’intégrale comme limite en moyenne qua-

dratique de sommes de Riemann.

Démonstration : Si les 03BBj forment une subdivision de (R et x. e [03BBj,03BBj+1]
alors :
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E ) 1 E f(x ) Z [03BBj,03BBj+1) - Jf(B) dZ(03BB) |2

= J(Ef(x ) 1 

r... 
(X)-fa)) (03A3f(xj)1[03BBj,03BB j + .(X’)-f(X’) ) dM11 (03BB,03BB’)

~ 0 lorsque sup (03BBj+1 - 03BBj) -* 0 par le théorème de Lebesgue.
J 
° ~ ~

4 . MOMENTS SPECTRAUX D’ORDRE SUPÉRIEUR :

Supposons à présent que avec p >1. Dans ce cas,

on a X (~, OL.P) .

En effet, l’application (p X 
P 

de (muni de la norme 
dans L - (Q~~L~P) est continue (ceci se montre comme dans le cas L ).
Elle se prolonge donc en une application linéaire continue de L dans

L2 (Q ,ÛL, P) . La topologie de L " étant plus forte que celle de L , cette

application coïncide avec l’application X 
q> 

définie précédemment.
On a aussi, si k+m = 2p :

(4. 1) ...~~=r~i)...~(~~(~i)...~;(~p)dM~~
BÀ~ww~,A.~ /

si (p~,...,~, 
1 
~’~ 

En effet, (4. 1) est vérifié sicp,,... eK, et par

conséquent si les cp sont des combinaisons linéaires finies d’éléments de K.
Le résultat s’ensuit en appliquant le théorème de Lebesgue.

Pour tout k p , considérons la mesure M. , k sur R xR . On

désignera par a 
(1) 

et o. 
(2) 

les projections de |1 M.. ) 1 sur les deux espaces
facteurs et on posera C!. 

= j. + 0.. On a alors le théorème suivant :

Proposition 4.1. Avec les notations précédentes, si (X ) e $ (p) avec p >1 ,
alors quels que soient les entiers non négatifs k, m avec k+m ~ p, il existe une
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application linéaire continue et une seule de L (R , o~, ) dans 0-P),
notée f  Zk,mf, ou de manière plus explicite :

... ~ B~,... , dZ (~~) ... dZ (~) dZ (X? ... dZ (B ’~) (intégrale
stochastique multiple), qui est telle que, si f = f. ~...~ f. k ~ f’l~...~ f , , où
f., ... , f’l,...f’m sont des éléments de K à valeurs réelles, on ait .

(4 . 2) Zk,mf = Zf1 ... Zfk Zf’1 ... Zf’m
On a, en outre, ~f,g L (R , CF ) : 1

(4. ° 3)Z~-,Z~->=~.~~~X~,)ga~...X~~d~~~~~~ Î ° ° ’ k+m’

~l~~~k+m~

Démonstration : Désignons par R (resp. 0 Jp) les éléments de 

à valeurs réelles et, si f1, ... f. , f’1, ... f’m sont des éléments de et

f = f1,~...~ f. ~ f ~...~ f définissons Z’ par la formule (4 . 2) et, pour

tout f k+m~ R de la = 

03A3j 03BBj 03C6l(j) ~. ..0 03C6(j)k 03C6’l(j) ~. ..~ 03C6’m(j), ’ B. e R.
posons : 

Zk,mf = 03A3j 03BBj
Montrons tout d’abord que, Vf e ~~ Z.’ est définie de façon unique.
Supposons que E j X . J cp. ~...0 cp" 0 o)’ ’ 1 ~...8~ 0. 

’~ .~ .....~ ~~....~~~ "’ = ~ ~ ~r ’ ~~ ~(ir ’ ’ ~~
~ %~’"~~’"~ ~

= E X j’~~... 0~ @ p~~ .. @p’~~ ~ ~-~... ~~ @ p~~ .. 0 ~dM~~ ~~~
(en vertu de 4 . 1) .
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= J(~ ~ ~~ ~ .. ~0~~~ ~ ... ~ ) (E ~ ~~... ~~~ ~ ~ .. ~ ~p~ ) dM~~~ ~
= 0

La vérification de (4 . 3) est immédiate si fy g e 0 
L’application f~~Z~ de $~~ ~~ dans L (Q) est continue si on munit

~ "~- de la norme L (R ~ a.. ). Elle se prolonge donc en une application
linéaire continue de L2R ( k+m, 03C3k+m) (sous-ensemble de L à valeurs réelles)
dans L (C) . Finalement si ~f  L2 (k+m , a.. avec f1,f2L2(03C3k+m),
on pose = +iZ.. , on définit ainsi une application de 
dans L~ (Q , ~.~P)~ notée encore f ~ Z’~ , qui satisfait (4 . 2) et (4 . 3),

(Les calculs semblables à ceux du paragraphe précédente sont omis).

Un calcul immédiat nous donne la formule :

(4 . 4) Zk,m03C61~. ..~03C6k ~03C6’1~... ’ 
= 

Z ... Z-,... Z-, , si 03C61...o, 03C6’1, ..03C6’m,

Notation : Dans la suite, on trouvera souvent plue commode de poser :

Z~ ~= Jf(~,... , X~, ~ ... ~~) dZ~ ~ (B~ ... ,B~, X~, ... B~) ou J’f(B ~(X, ~)

ou tout simplement F 

Proposition 4 . . 2 : Vf e L~ (R~’ ~, .

(4.5) 

Démonstration : Il suffit de démontrer la proposition pour f réelle.

En vertu de (4 . 1) , > (4 . . 5) est vérifiée si f = cp. ~...S) ç. , où (p., est

la transformée de Fourier réelle d’un élément de L (-co~co)~ et par conséquent
si f appartient à l’espace vectoriel réel F engendré par de telles fonctions.
F est une algèbre de fonctions continues sur tR qui s’annulent à l’infini
et qui sépare les points de CR. ~ . Il en résulte par le théorème de
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Stone-Weierstrass que (4 . 5) est vérifiée si f est une fonction continue

réelle qui s’annule à l’infini, et par conséquent, par le théorème de Lebesgue,
si f est l’indicatrice d’une somme finie de produits d’intervalles. Soit CL la

classe des ensembles A tels que 1. vérifie (4 . 5) . . Il est clair que a est

une classe monotone qui contient l’algèbre des sommes finies de produits
d’intervalles . Par conséquent a. On a alors, 

n. (A) |2 = |E{Zk, m (A)}  Zk,m(A) ~2L2(03A9) ~ 03C3k+m (A) |2.
ce qui montre quÈ si (f ) est une suite de Cauchy dans L 
est une suite de Cauchy dans L 

2 ( !R , j M, )) et (4.6) est donc vérifiée
’ m

On considère à présent un processus (X ) qui admet la représentation
spectrale :

(4 . ~) ~t " J ~~~

Z étant une mesure aléatoire bornée dénombrablement additive en m. q. et

l’intégrale étant prise comme limite dans L 
Z 

(0 de sommes de Riemann.

Il est clair que cette représentation est unique. En effet, si Z’ est

une autre mesure spectrale satisfaisant (4.6) , , un calcul immédiat montre que

fp(B) = f p (03BB) dZ’(B) ~03C6 y . On vérifie aisément que les fonctions sui-
vantes, définies sur les rectangles de !R :

fz(A) Z(~’) ~= (A, A’)
A x Z(A’) ) = M2,0 (A, A’)

x  E {Z() Z(’) } = M0,2 (,’)
peuvent être prolongées par additivité à l’algèbre  des réunions finies de
rectangles et qu’elles sont définies de façon unique sur Puisqu’elles sont

dénombrablement additives sur e7c en vertu de l’additivité en m. q. de Z, et
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bornées, elles se prolongent en des mesures (complexes) sur 

La proposition suivante nous permet de définir de façon équivalente

un processus de la classe ~" , si p est pair.

Proposition 4 . 3 : Supposons que p soit pair. Un processus stochastique

(X ), tefR, satisfaisant à l’équation (4.6) appartient à la classe $ ~ si

et seulement si B/k, m, 0 ~ k, m k+m ~ B ~ la fonction suivante, définie sur

la classe des pavés de : 

~

xB x A~ x... = E ( Z(A~... Z(/~) Z(/~’)... 

est finie pour tout choix de boréliens A , 2 ,... ’1,...’m ,et peut être pro-

longée en une mesure 

Il en résulte, en particulier, que tout processus satisfaisant (4 . 6)

appartient à la classe $ .

Démonstration : La nécessité de la condition résulte directement de la pro-

position précédente et du fait que Z ~ 
~’ 

(EA.) = lim m. q E Z ~ (A.) .
~ 

1 
~

Réciproquement, supposons la condition vérifiée et désignons par  la somme

des projections de JM ) sur les espaces facteurs. Considérons l’applica-

tion linéaire E 03B11 
i 1 03A303B1i 

1 
Z (i) de l’espace vectoriel  des combinaisons li-

néaires finies d’indicatrices d’éléments de , dans LP (f~ . Cette application
est continue lorsqu’on munit  de la norme L (}j). En effet, soit v ; v peut

Î 1 /~ , (A. i nA. j = ~ ) et 

/(E~)a..a(E~~.-s(~ii~ 
~ /~ "a! 1 ~~.~’ § " 
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Cette application se prolonge donc en une application linéaire continue
de iJ (!R,pJ dans Lp (Q) . On vérifie alors que l’intégrale eit03BB dZ (B)
est une intégrale dans L~ (0) . et par conséquent dans ~p’ p .
Considérons une suite ( x. ~ j e Z, de subdivisions de R devenant arbitrai-

rement fines lorsque n -~ aa .

~ i(t~~... ~~-t’~ ~ .. t~~) 
- it 

~ 
"’ 

E {? ."~’ > ... (~’"~’" 1

= E{Xt1...Xtk Xt ’1...Xt’m}
puisque chaque somme converge dans d’après ce qui précède.

Proposition 4 . 4 : Si (X) e $ ~B p ~1 , si k, m sont des entiers non-négatifs
tels que et si %~... ~ rp, ~ cp’ ~... ~ cp’ m sont des fonctions mesurables

bornées de TR. dans  ~ alors :

(4.7) J (~Q..0~0~~.~~ =~(~ dZ 

(4 . 7) est vérifiée pour les pe J d’après (4 . 4) . On vérifie

que les intégrales figurant au deuxième membre sont des intégrales dans L ~.
(4 . 7) est donc vérifiée pour les fonctions continues s’annulant à l’infini, et

par suite pour les indicatrices d’intervalles, bornées ou non. L’extension

aux indicatrices de boréliens et par suite aux fonctions mesurables bornées se

fait aisément. La généralisation suivante sera utile dans la suite.

Proposition 4.5. . Soient (X ) 03A6(2p), p ~l, k, m des entiers non négatifs tels
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que k+m p , k., m. , J 1i ~ ~ des entiers non négatifs tels que - 

1 1 
" " 

k.+m. 
~

E m. = m et Vi, 1 s i s S , (p. i 
une application de  dans mesu-

rable bornée. Alors :

(4.8.) ~ ~ ~~ kl + ... + ki-1 +1~...~~k 1 +,..+k. ~’ ~m 1 +... +m. i-1+1 " ~ > ~m 1 +, .. +m. ) i

dZk,m(03BB1,.03BBk,03BB’1..03BB’m)
= 03C6i(03BB1,.., 03BBki, 03BB’1,.., 03BB’mi) dZkj,ml (03BBl,..03BBki, 03BB’l,.. 03BB’mi).

Démonstration : D’après (4 . 7), (4 . 8) est vraie si les c~i sont des indica~

trices de produits de boréliens et par suite si les sont des combinaisons

linéaires finies de telles indicatrices. On montre alors, par passage à la li-

mite classique, qu’elle reste valable pour , mesurable bornée et de proche

en proche, pour c~l, ... , t~s mesurables bornées..

5. PROCE SSUS STRIC TE ME NT STATIONNAIRES DANS

Dans ce paragraphe on considère des processus strictement station-

naires tels que :

1) 

2) Le flot V défini par est fortement continu.

Proposition 5. 1 : m, la mesure Mk m est concentrée sur l’hyperplan

03BBl+...+03BBk - 03BB’l...03BB’m = 0 .

Démonstration : On a, Vu e , par la stationnarité stricte de X :

E {Xtl...Xtk Xt’l...Xt’k} = ei(tl03BBl+...+tk03BBk-t’l03BB’l...t’m03BB’m) dM , m(03BB,03BB’)

e 
ih(03BBl+... +03BBk - 03BB’l..03BB’m) 

dMk m ’
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ce qui, par l’unicité de la transformée de Fourier montre que Mk ,m est

bien concentrée sur l’hyperplan B.+... " ~ 
m 

" ~ ’

Désignons par T le groupe de transformations unitaires de 

correspondant au flot 8 On a, par le théorème de Stone :

(5 .1) T~ = dE(x)
2014co

E étant la décomposition de l’identité associée à T .

Si f~ f~,... L~ (Q , Q. , P) sont telles que f /f ... f e CL P) ,
alors :

(5. 2) T~.. 

Proposition 5.2: on a :

(5.3) T~h(~..X~~..~)dZ~~(~~)=~e ’ " ~ ~h(B~’)
dZ~~(B~’) .

Démonstration : La proposition se vérifie immédiatement, compte tenu de
(5 . 1) , (5 . 2) et de la proposition (4 . 8 4) pour les fonctions h de la forme

I. (BJx...X 1 If ~’rn~ et s’étend par conséquent à l’espace G des combinai-
sons linéaires complexes de telles fonctions.

h L il existe une suite h d’éléments de  telle que h +h

dans (03C3k+m) et par conséquent telle que eit(03BBl+...03BBk-03BB’l...03BB’m)(hn -h)~ 0
en norme dans L2(03C3k+m) B/ t  G. Puisque  h dZk,m
le résultat s’ensuit d’après la continuité forte de T .

Proposition 5. 3 : Si (X ) est un processus ergodique, alors quel que soit

B , ensemble mesurable de l’hyperplan X.+...+~-~...rB’ = 0 , on a :
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(B) = 
m 

(B )

Démonstration : En appliquant la proposition précédente, on obtient :

T t Zk’ m (B) = (B) = E ( (B) - ~ M k, m (B)

en vertu de l’ergodicité du processus et de la proposition 4.1.

Proposition 5 . 4 : Soient ki , mi , 1 s i ~  des entiers non négatifs tels

que Ék. =k 03A3 m. = m .
1 

1 ’ 

1 
~

Soit ÛR.’ le sous espace vectoriel de (Rk+m défini par les relations

suivantes :

03BBl+...+03BBkl = / i 1 T*... 

03BBk1+1+... +03BBk1+k2 = 03BB’m1+1 +... + 03BB’m1+m2

~’k 1 +... ~-k s -1 +1+... +~, k = ~’ m 1 +, +m s-1 ,+1~’ * ’ 
Alors si (Xt) est ergodique, la restriction de M k, m à 

1 est le produit des

Plus précisément, si A., 1 1 ~ i ___ s est un sous ensemble mesurable

+1+... +~m +, , , +m.
de la forme : 

~ 1-1 1 ~ 1 1 1 i

{(03BBk1+...+ki-1+1;..03BBkl+...+ki’03BB’ml+...+mi-1+1;..03BBml+...+mi)  Bi } où
alors Mk,m(1 ~...~s) = 03C0 Mki, mi (Bi).

Démonstration : D’après la proposition (5 . 3), appliquée à chacun des espaces
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k.+m.

R  il suffit de montrer que :

zk,m(1 n... n A )= ’(B.)

or Z k,m(1 ~...~ s) = 11 ~...~s dZk,m = 11 12...s dZk,m

= {(03BBkl+... +03BBki-1+1...03BBk1+... +ki,03BBml+... +mi-1+1...03BBml+... +mi)Bi}dZk,m
= 03C0Zki,mi (B.) d’après la proposition (4 . 4) .

i

Le résultat suivant est une application de la proposition précédente
aux processus gaussiens.

Soit un processus gaussien complexe stationnaire, continu

en m. q~de moyenne nulle. La proposition (2 . 1) montre que ~ et

on sait que = 0 si k ~ m. Considérons maintenant mesure

sur R , et posons dans la proposition (5. 3) = km= m1... =mk= 1,

c’est à dire considérons le sous espace ~ = B’ ~ B~ = X~ , , X. = B. ~ La
restriction de à ce sous espace est égale au produit de la mesure 
avec elle même k fois. En permutant les X’ , on trouve k ! sous espaces

de ce type, soient H. , H~ ... l-Ik! .

Proposition 5 . 4 : Si X a un spectre continu, alors = somme des

sur les k t sous espaces définis ici dessus. 
’

Démonstration : Le fait que(X ) a un spectre continu montre que l’intersection
de deux de ces sous espaces est de Mk, k-mesure nulle. D’autre part, on
remarque aisément que est une mesure positive. Puisque les valeurs

(H.) , 1 g i  k t sont toutes égales par symétrie, il suffit de montrer

que (Hi).

Posons Z=Z(-c’,o=’), E (z) = s
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on a * (2) }k (d’après la proposition 5 . 3) a s 
2k

= E ( Z ~~

x- o 
~ ~~ k [~ ~ ~ ~ -© dX ~ dX 1 -X ~ ~

S
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