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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUE
STRASBOURG

Séminaire de Probabilité Année 1966-67

SUR LES MOMENTS SPECTRAUX

D'ORDRE SUPERIEUR

(José de Sam Lazaro)

I. INTRODUCTION :

Les processus du second ordre (X ) admettant une représentation spec-
trale X j'elt)‘ dZ(\) , ol Z est une mesure aléatoire sur R , dénombra-
bleme*lt additive en moyenne quadratique, ont été étudiés par M, Loéve [4].
La condition nécessaire et suffisante pour qu'un processus du second ordre
admette une représentation spectrale est que la fonction de covariance soit

harmonisable :

— ; ot t
EX, X = je‘m PTG

oi M est une mesure bornée sur KRZ La notion de covariance harmonisable

a été généralisée par A. Blanc - Lapierre et R. Fortet [1] qui ont introduit

les processus de la classe Q(p), et ont étudié le comportement spectral de
processus strictement stationnaires appartenant a cette classe. A, N, Shiryaev
[5] a ensuite défini une intégrale stochastique multiple par rapport i la mesu-
re spectrale Z d'un processus de la classe %P’ et Ya. G. Sinaf [6] a étudié
le comportement de la mesure définie par les moments spectraux d'ordre supé-

rieur 3 2 dans le cas des processus strictement stationnaires ergodiques.
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Le présent article comprend en grande partie des résultats de
Shiryaev et de Sinai. Le résultat central des paragraphes 3 et 4 est la défi-
nition de l'intégrale stochastique multiple dans la proposition 4. 1. La pré-
sentation et la démonstration des résultats de Shiryaev seront mis sous une
forme modifiée qui permettra d'étudier de maniére plus naturelle les résultats

du paragraphe 5.

Il n'est pas difficile de voir que les méthodes permettant de définir
l'intégrale stochastique multiple peuvent s'étendre au cas de mesures spectra-
les non bornées dans le cas ou leurs projections sur les espaces facteurs sont
des mesures ¢ - finies. On vérifie alors qu'elles coincident avec les intégrales
multiples de Wiener définies par K. 1t3 [2],(3 Jdans le cas du mouvement

brownien, réel ou complexe.

. PROCESSUS DE LA CLASSE &P

Définition 2.1, Un processus stochastique (Xt)ttlﬂ a valeurs dans C appar-
tient 3 la classe & (p) ,(peN) si E'Xt P <+ ® pour tout t et si, pour tout

couple (k, m) d'entiers avec k+m < p, il existe une mesure bornée complexe
M k+m

kmsur(R
i}

telle que :

)

i(t)\,‘*’-co"‘t l ’t')\'
171 kk 171 dM

1 1
oootm)\m

(2.1  E{X km(x,n

.'.Xt Xt'."xt;‘rl}=£k+me

Y k

. +
(0\‘1 A= ()\1 oo xk),k' = ()\i....)\'m))pour tout point (tl,...,tk ’ t'l,...,tr'n)eYRk m

I1 en résulte en particulier, en posant k = m et t) T e Sty = t'1 Teel= t'k =0
2k
que M, , R™) 2 oVkeN.
’

Définition 2 . 2. On dit qu'un processus (Xt) appartient a la classe Q(“) si
xteé(l” VpeN.
Dans la suite, on supposera toujours p 22 .

(2)

Si (Xt) €® "', sa covariance est harmonisable, suivant la terminologie
de Loeve [L4].
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Exemples :
1) Tout processus réel stationnaire d'ordre 2, de moyenne nulle appar-

tient 4 la classe Q(Z) .

2) Soit (Xt) un processus gaussien complexe, de moyenne nulle et de
covariance T (t,t') . On démontre alors la :
Proposition 2 . 1 . S'il existe une mesure M sur ERZ telle que :
ity - t" !
2.2 r(t,t')=[[Kz A=t A
(=)

alors (Xt) e d

Démonstration : Puisque, par une propriété de familles de variables aléatoires

gausszennes complexes, on a :

(2. 3) E{Xt"'xt X, ...X%X, }=0 sik# m

1 k' L

il suffit de considérer le cas ot k=m.

Posons Xt = Yt +1i Zt et notons tout d'abord que :
E{Y, Ys}= Eizt zs}= —21— Re I'(s,t)
2.4
= = L
E{Ys z}= -Eizs Yl}- -5~ ImT (s,1)
Les variables aléatoires (Y, ,..., Y, , Y, 000, Y, ,Z ,e00,2, Z 0Z,, )
Y % 'Y %1 Y

forment une famille de variables aléatoires gaussiennes réelles. Calculons :
(2.5) a(rs... shgorbpreceriy) = E{exp()\lxt1+. ety th+ ™ xt,1 Foou iy xt, )i

=Efexp[0, Y, v oA, Y, +u, Y, +o 4R Y O Z, +..+x -uz.. )}

[2, t, k Ye, P Yo Ve ktk “kztk]

=Eexp{€E+il}= exp-—é— [02 oz-Zicov(g,g)] exp E. =1 % B I"(t ,t'j)

g i,j=
compte tenu de (2 .4).
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- aZkQ
X, X, . X, =
t) te f to AN axkaul. - by

)\lz)\ 2:. . :lJ-l.-.. . ‘J'k:o

En calculant, i présent E {X

il n'est pas difficile de voir que :
E{X aoox ~.i|'-~5z']= E r(t ’t' )000 r(t Ot' )'
t t Tt to oS ce, 17 "o k’ "ok
ol €y désigne le groupe des permutations des k premiers entiers,
On a ainsi montré que Xe@cc),avecM g0 sik#m et
t k,m
1 X ' = 1 '
k

Notations : Ky désignera l'ensemble des fonctions sur (R a valeurs dans € qui
sont bornées, mesurables et i support compact. S désignera l'ensemble des fonc-
tions complexes sur R indéfiniment dérivables "a décroissance rapide'. Si

o
e L] (-, +®), on désignera par ® 1la transformée de Fourier de & :

=T et ) a

Il est bien connu que l'application & v— 3 est une bijection de F sur y
Vn, B R™ désignera la tribu des ensembles mesurables de R", et A" 1a

n
mesure de Lebesgue sur R .

3. REPRESENTATION SPECTRALE DES PROCESSUS DE LA CLASSE 3%,

(2)

Soit (Xt) un processus appartenant a la classe §' ', défini sur un espace
(0, O ,P). Dans ce cas, en vertu de la continuité de sa fonction de covariance,

(Xt) admet une version mesurable dont presqgue toutes les trajectoires sont

dans Iyi( R, ).
Considérons l'application linéaire suivante de K, dans L? Q,Q,P)
@ N I Xt p () dt

oil'intégrale est définie pour presque tout wc(Q. Cette application est continue

lorsqu'on munit Ky de la norme I} (R,\). En effet :



- 127 -

(E Lj'xt wlt) dtf ;{t, o () dt' ] )1/2
(ot 3en at ar [Fei® -2 am o,/

. Y
([T 500 G amy 0w 7 5 lgll 1 vyl

I, ot) dt ||
J‘ t LZ(Q)

Kb étant dense dans I} (R,)), cette application se prolonge en une application,
encore notée ¢ v th o(t) dt, de Ll(LR,U dans L2 (Q, ©,P) qui est liné-

aire, continue et qui saiisfait a la relation :

(3.0 < X olt)at, (X, () at >L2(Q) =0 Tom dM;; (LN

Vo, ¥ LR, .

Notation : Vpe I} ( R,)), on pose f Xt @ (t) dt = Xr.p .

Construction de la mesure spectrale associée a (Xt). Pour toute ¢e P, ona

. el
aussi P€L" ; nous poserons X<P = Z?p .
L'application ¢ ~— @ étant une application bijective de S sur £, Z‘b
est définie Ve g et on a, compte tenu de la formule (3.1)

3.2 <z = [To 00 W0 amy; LA Ve, 4e 3

7z >
°" TV 12(g)
Posons o; = lére projection 2de |M11|’ o, = 2éme projection de |M11" o=a,to, ;
On va définir Zcp pour ¢9eL” (R, o).
L'application ¢ ~~ Z‘cp de & dans L‘2 (©,c, P) est une application linéaire

continue lorsqu'on munit J de la norme p? (R,0) . En effet, d'aprés (3. 2)

"

llz(p 1% = [t o0 amy; (A1 < [ o) g | dlvy (A0

i

Jlew 21| [1®n | a vy ,an]

</[lot) P @ 0 Tl da,0n < flot 12 do .
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Par conséquent, cette application se prolonge en une application linéaire
continue,encore notée ¢ v Z g, de L2 R, o) dans LZ(Q, Q , P). Notons que
¢ étant une mesure bornée, on a 1/\ € L? R,0) ¥YAe BR .
Notation : Si e L2 (R,0) on pose Zg= .,r ) dZ (\), etsi Ae GR , on écrit
z, =2 (A) . I1 résulte immédiatement de la construction de Z que si A = 5 Ai )

onh z(n =% z (Ai‘) (série convergente en m . q). On a aussi la : 1

Proposition 3. 1 : Voe Ll(-cc , @), sz J‘ ® () dZ (\) (noter que H~ L2 (2]

Démonstration : Si ¢ eLl(-w, ®), il ekiste une suite { (pn} d'éléments de
""""""" g ~

qui converge vers ¢ dans Ll(-w, =), Par conséquent, o, o) - cp(k) vreIR,
en restant uniformément bornée. par une constante. Il s'ensuit, par le théoréme

de Lebesgue, que ¢~ © dans L? (R, 0), d'od le résultat,

La formule (3.2) reste donc valable pour o, § € L? (o .

Proposition 3. 2. : YtelR, X, = ‘feit)‘ dZ(\) . (noter que elts € LZ (9).

Démonstration ; La fonction A v~ elth deR dans € est limite dans L2 R, o0,

"""""""" 1 J-t-l-h ei ui

lorsque h - o, des fonctions A v b du, Par conséquent :
t

ity 1 t+h iun
fe™ dzM) = lim m.q. [ ] ™ aw 4z () = lim m.q. X, =X

t
heo t h-o B ![t, t+h]

par la proposition 3. 1. etla continuité en moyenne quadratique de Xt .

" Proposition_3 . 3 : Pour toute fonction complexe continue bornée f, [f(A) dZ(1)

coincide avec la définition ordinaire de l'intégrale comme limite en moyenne qua-

dratique de sommes de Riemann.

]

Démonstration : Si les )‘j forment une subdivision de (R et xj € D‘j'l

jt+l
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2
E | 266 2 D,y - 100 az |

= [zt 1 Doy ()-£00) (£ (x;)1 (AN-£(" ) aM;; (WA

-+ 0 lorsque sup ()\j+1 - kj) - O par le théoréme de Lebesgue.
J

MOMENTS SPECTRAUX D'ORDRE SUPERIEUR :

@(ZP)

Supposons 3 présent que (Xt)e avec p >1., Dans ce cas, cheLl(-@,m)

on a X(pe LZp Q, 0., P).

En effet, 1'application ¢ Xco de K, (muni de la norme Ll(-m, ®))
dans LZp (Q, O, P) est continue (ceci se montre comme dans le cas LZ).
Elle se prolonge donc en une application linéaire continue de L1 (-=,®) dans
LZ/(Q » O, P) . La topologie de L'le étant plus forte que celle de Lz , cette
application coincide avec l'application ¢ ch définie précédemment,

On a aussi, si ktm = 2p :

(4. 1) E {xq)1 ...x<pk _)E‘Pi X“’m} = j'apl(xl)...?pk(xk) ml‘(xkﬂ)...’?&n:(xzp)de,m

(xl,...,x }

2p
si Ppreces B s tpi,...,cp'me L1 (-4 =),

En effet, (4. 1) est vérifié si QO reee @ ,C&',...,:p'm ¢ Kb et par
conséquent si les ¢ sont des combinaisons linéaires finies d'éléments de Kb.

Le résultat s'ensuit en appliquant le théoréme de Lebesgue.

k. k Sur Lka!Rk. On

les projections de | Mk K | sur les deux espaces
’

facteurs et on posera 9 = oku) + 0152)

Pour tout k gp, considérons la mesure M

(D (2)

désignera par % et o

. On a alors le théoréme suivant :

Proposition 4. 1. Avec les notations précédentes, si (Xt) € Q(p) avec p°>1,

alors quels que soient les entiers non négatifs k,m avec k+m < p, il existe une
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application linéaire continue et une seule de L2 0Rk+m, ck+m) dans LZ(Q, ap,

notée fn— Zl;’ M’ ou de maniére plus explicite :

foars Ff()\l, ceesNo M eaes) ) dZ (A oo dZ () dzZ (xi) e dZ (2 ') (intégrale

stochastique multiple)qui est telle que, sif = f1 ®...8 fk ® f'l®. ¢ o® f'm , ol

fl’ . .fk s f‘l, .o .f'm sont des éléments de Kb a valeurs réelles, on ait :

k,m = —
(4.2 z5™=2, ... 2. Z. ... Z,
f fl fk fi fm
On a, en outre, Vi, ge LZ (le+m, o )

k+m

k,m k,m>_
(4.3) <z ,zg = ff(xl,...,xkhn) g()‘l""’)‘l'c+m)de<+m,k+m()‘I")‘k+m’

)\]’: LN .l'k+m)l

- - e - -

a valeurs réelles et, si fl’ - 'fk’ fl, - .fm sont des éléments de J% et

f= ;, Ree e ® fk ® fi ®es.® f'm définissons ZI;’ m par la formule (4. 2) et, pour

tout f ¢ o™ (3

() () (3

3R de la forme f=9% ). (Dl ®...®cpk 9 @...@cp;n , )\je(R,
posons : j
Zk,m =y, Z
Ty ( (i) () (7
f j cgl‘]&..ébcpkj cpi‘]®...®q>'m']

b
Montrons tout d'abord que, Vf ¢ k®m N s Z?’ ™ est définie de fagcon unique.

Supposons que i‘) X, cpl(ﬂ ®...9 cpf(j) ® q)'ij) ®...Q CP;(x:,;L 0. Alors on a :
. 112 =
HZ (J) (J) (3 Gic=cEM2Z ...2Z ;.\ Z oo Z
®es.® ®...%¢ i (i) (1)~ () (1)
Pk q’1 m q;l Xk ! A0
)\. - -i > L .'Z_ k3 Z 3 e oo z . }

_ (i) () _ (1) (D) o (3) (3 () (i
_S My Je ®...®cpk®cpl ®..99' ¢ "D, .. 0 ®:p1 &..0¢°" dM
(en vertude 4. 1).

k+m, ktm
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1}

‘r(E)\ cpl(l) ®...®¢$1?® '(1)® ...q!(l)) (;l (J) ...®m(li) col(‘]) e o® cp( 3 ) de+m,k+m

=0

La vérification de (4. 3) est 1mmed1ate si f,g eksm Do
L'application f - ka m k$m
® ﬂ’ de la norme L (Rkh.’;1 Oktm
11nea1re contlnuedeL ((Rk+m, Oktm ) (sous-ensemble de L% i valeurs réelles)
dans LZ (c) . Finalement si Vfe (Rk+m ),£=fl+if

7 * %+m 2
on pose Zlf ™ Z?’ m oy iZ?’ ™ | on définit ainsi une application de LZ(ERk+mo] )

1 2
dans L (@, Q,P), notée encore f a 21;’ m qui satisfait (4. 2) et (4. 3),

R dans L (Q) est continue si on munit

). Elle se prolonge donc en une application

2
avec fl’ fzeL(R(ck-l-m)’

(Les calculs semblables & ceux du paragraphe précédent, sont omis).

Un calcul immédiat nous donne la formule :

k, m - = = .
¢1®°"®‘h<99"1®"'°?m Z‘Pl‘ub‘pk Z‘—P,l...ZQm, si cpl...tq(,cdl,..(#me&e

Notation : Dans la suite, on trouvera souvent plus commode de poser :

(4. 4 z

k

zy m=jf(x1,... DAy Npr e e X)) gz m

()\1’ e o oy )\k’ )\'1’ LN 4 -Nm) ou \[‘f()\’)\l)dzk’ m()\.))\')

ou tout simplement deZk’ me

Proposition 4 . 2 :\'/’fe:L2 (ERk’ m,cxl(+m),Vk,m O<k,m k+msp .

k,m- _
(4. 5) E {z} }—l‘fde’m

Démonstration : Il suffit de démontrer la proposition pour f réelle.

Envertude (4. 1), (4. 5) est vérifiée si f = o Do Otm , ol 9 iskt+m est
la transformée de Fourier réelle d'un élément de It (-, @), et par conséquent
si f appartient a l'espace vectoriel réel F engendré par de telles fonctions.
F est une algébre de fonctions continues sur R tm qui s'annulent a 1'infini

et qui sépare les points de IRk+m . Il en résulte par le théoréme de
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Stone-Weierstrass que (4. 5) est vérifiée si f est une fonction continue
réelle qui s'annule a l'infini, et par conséquent, par le théoréme de Lebesgue,
si f est l'indicatrice d'une somme finie de produits d'intervalles. Soit(L la
classe dcs ensembles A tels que N vérifie (4. 5) . Il est clair que QLest
une classe monotone qui contient l'algébre des sommes finies de produits
d'intervalles . Par conséquent @Rkﬂ’, c O.. On a alors, VAe 8Rk+m

M, @) 12 = B2 W} 20257 12, fgpr, ) 12

ce qui montre qué si {f_} est une suite de Cauchy dans L2 (ERk+m
n

R ) elle
k+m qdm 4

est une suite de Cauchy dans LZ (R

2 k+m

, | Mk,mh et (4. 6) est donc vérifiée

On considére a présent un processus (Xt) qui admet la représentation

spectrale :

4.6 X, = J ™ azm

Z étant unc mesure aléatoire bornée dénombrablement additive en m. q. et

l'intégrale étant prise comme limite dans L? () dc sommes de Riemann.

I1 est clair que cette représentation est unique. En effet, si Z' est
une autre mesure spectrale satisfaisant (4 .6), un calcul immédiat montre que
I?(X) dz(\) = f o (A) dZ'(\) Ve J . On vérifie ais¢ment que les fonctions sui-

vantes, définies sur les rectangles de |R2

AxfwE {Z(M) z(" 3= M | (4,40
AxKeE {z()zin]} =M, o (M A"
AxKvE {Z(n) 44) }= Mg, p (A, A

peuvent &tre prolongées par additivité a l'algébred"v des réunions finies de
rectangles et qu'elles sont définies de facon unique sur . Puisqu'elles sont

dénombrablement additives sur b en vertu de 1'additivité en m. q. de Z, et
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bornées, elles sc prolongent en des mesures (complexes) sur RZ.

La proposition suivante nous permet de définir de fagon équivalente

un processus de la classe é(p) , si p est pair,

Proposition 4 . 3 : Supposons que p soit pair . Un processus stochastique

(p)

(Xt), te R, satisfaisant a 1'équation (4 .6 ) appartient a la classe & si

et seulement si Vk,m, O<k,m k+m §§ ,la fonction suivante, définie sur

la classe des pavés de £Rk+m:

My m (Alx. oo xhy X A Xee XAl ) = E { Z(Al). .. Z(n) Z(Al') - Z(A;,n) }

est finie pour tout choix de boréliens A s AZ sees Ai, .o .A;n set peut étre pro-

longée en une mesure sur (B Ktm *
R

Il en résulte, en particulier, que tout processus satisfaisant (4. 6)

(2)

appartient a la classe % .

Démonstration : La nécessité de la condition résulte directement de la pro-

............. o
position précédente et du fait que zKom (EAi) =limm.q % Zk’ m(Ai) .
n-co 1

Réciproquement, supposons la condition vérifiée et désignons par y la somme

des projections de IM | sur les espaccs facteurs, Considérons l'applica-

2
T

tion linéaire T @ 1 “""’Zo(i zZ (Ai) de l'espace vedoriel U des combinaisons li-

A
néaires finies d'indicatrices d'éléments de , dans LP (0 . Cette application
est continue lorsqu'on munit V de la norme L (W. En effet, soit v e‘lf; v peut

', . = .
s'écrire %rvilAi,(/\iﬂAj $) etona:

p n 3 s
(Il To52G0D1 LP) =/ ()'_'uilAi) ®.. @ TE;1, i) coe® (TR31y ) O 23

< /1 Tosin, 18 @1 Doyt | alip ol 5 U Tésdy, lpe
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Cette application se prolonge donc en une application linéaire continue
de I} (R,p) dans LP (Q). On vérifie alors que 1'intégrale J ™ az (v
!
est une intégrale dans LP (0) . et par conséquent dans LP (Q) Vp'<p.
(n) }
I

Considérons une suite { xj j e Z, de subdivisions de R devenant arbitrai-

rement fines lorsque n - @,

it A Fo o+t A =ttt ) ) it,x;
171 k*k "1 1 m m s 175

“[‘e de, m -%}_{% I(Ze l[x.’x' ‘(ll) )0 LK Y

1 Tl
it;nxgn)
(12 ¢ l[x ,xj+l)()‘ ’mnde,rr
.. () . (n)
n ityx, ( o -it! x.
s j n) _(n) mj = _(n _(n
_nh_‘ngoE{(Z e Z[‘_xj ,xj+1))... (i}e Z[,xj ,xj+1))]

=EX ...X, X,...X
{tl tk t'1 t'm}

puisque chaque somme converge dans Lk.'.m d'aprés ce qui précéde.

(2p)

Proposition 4. 4 : Si (Xt) ) » P21, si k,m sont des entiers non-négatifs

tels que ktm<sp et si Poeees B cp'l seens cp'm sont des fonctions mesurables

bornées de R dans €, alors :

' ' k,m _ ] SEPY
(4.7 [q8..0pcq6...0p dz"" =[q dz... f¢, dZ [¢ dz... [o! 4z

Démonstration : (4. 7) est vérifiée pour les e b d'aprés (4. 4) . On vérifie

que les intégrales figurant au deuxiéme membre sont des intégrales dans sz.
(4. 7) est donc vérifiée pour les fonctions continues s'annulant i 1'infini, et
par suite pour les indicatrices d'intervalles, bornées ou non. L'extension

aux indicatrices de boréliens et par suite aux fonctions mesurables bornées se

fait aisément. La généralisation suivante sera utile dans la suite.

\Zp)’ P 21, k,m des entiers non négatifs tels

Proposition 4. 5. Soient (Xt)e &
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que k+m<p , ki,m. , lgig s des entiers non négatifs tels que Zk =k ,

1 k+m
i

Im, =m et Vi, lsi<s ¢, une application de R dans € , mesu-

rable bornée. Alors :
)\. g 000y )\

(4.8.) [me, O ook
v i 1 k1+ooo+ki 1+1 k1+coo+k ml oo.+m -1+1 m1+000+mi

)

dZ ()\lytxk’)\lo .Xl )

ki’mi
= U ! 1 !
{‘I‘Pio‘r s b M ) mi) az (O s N DY mi) .

Démonstration : D'aprés (4. 7), (4. 8) est vraie siles @, sont des indica-
trices de produits de boréliens et par suite si les % sont des combinaisons
linéaires finies de telles indicatrices. On montre alors, par passage a la li-
mite classique, qu'eclle reste valable pour @ mesurable bornée et de proche
en proche, pour Qpreees @ mesurables bornées.

PROCESSUS STRICTEMENT STATIONNAIRES DANS Q(m)

Dans ce paragraphe on considére des processus strictement station-

naires tels que :

D (X)) e 3=

2) Le flot V. défini par (Xt) est fortement continu,

Proposition 5. 1: Vk,m, la mesure Mk m st concentrée sur l'hyperplan

- N = ’
xl+...+xk xl...wm 0.

Démonstration : Ona, Vue IR, par la statmnnante str}cte de X

------------- t ..'+tx tk.‘.t'
E {X,...X, xt,...x.}-r1 e TN AN m’dM (x,m
1 k'
; TR TR
:E{X < i }_(. }= el(tl)\l'l'..'*'tk)\k Tl)\l...tmlm)
t.+h ““t,+h “t! +h**""t' +h’ J
1 k b ¢ m
ih()\, +00' )\ “)\ LI )
e 1 ko1 mdM (WY



- 136 -

ce qui, par l'unicité de la transformée de Fourier montre que M est

k, m
bien concentrée sur l'hyperplan Apteeo g -Aeo A = 3.

Désignons par Tt le groupe de transformations unitaires de LZ(Q,CD., P)

correspondant au flot Vt « On a, par le théoréme de Stone :

- reit
(5.1 T, = [ e dEM

-0

E étant la décomposition de l'identité associée 3 'I’t .

Si f,f ,...fneLZ (Q,Q,P) sont telles que fl.'f...fneLz(Q,O— P,

1’72 2
alors :
(5. 2) Tt(fl‘f2°°' ofn) = Tt fl. Tt f2 . oo Tt fn
... 2 k+m '
Proposition5. 2 : Vk,m 0sk,m VheL® (R ’°k+m) ona :
.t()\+000+>\ -)\' 0.-'.' )
k, m e W kM1 m
(5.3) T, fh(xl...xk,wl...x'k) dz (oA =fe h(x, A"

az® ™Mo, .

(5. 1), (5. 2) etde la proposition (4. 4) pour les fonctions h dc la forme

l/\ ()‘1) XoooX 1/( ( 'm) et s'étend par conséquent a l'espace & des combinai-
. Pl . m .

sons linéaires complexes de telles fonctions.,

Yhe LZ ((Rk+m, Gk+m) il existe une suite h_ d'éléments de G telle que hn-'h
it()\ +.-o+)\. -)\' 000‘;\' )
dans L2 (Gk-l-rn) et par conséquent telle que e 1 k1 ™M (h_-h)=C

. K,m || Ik 2 2K,
k+m) V t ¢ R. Puisque fhndZ »ym | L fgzajhdz m

le résultat s'ensuit d'aprés la continuité forte de T, .

en norme dans L° (o

Proposition 5. 3 : Si (Xt) est un processus ergodique, alors quel que soit

B , ensemble mesurable de 1'hyperplan )\1+. .o +)\k-)\’l. o ;n =0, ona:



- 137 -

k,m _
z (B) = Mk’m ()

Démonstration : En appliquant la proposition précédente, on obtient :

k, m _ k, m _ k, m =
T, Z (B) =z (B)=E{Z (B) }= M, __ (B)

’

en vertu de 1'ergodicité du processus et de la proposition 4. 1.

Proposition 5, 4 : Soient ki » My, 1 £is® des entiers non négatifs tels

s
que ?ki—k , ‘i‘,mi—m.

k+m

Soit R' le sous espace vectoriel de R défini par les relations

suivantes :

>\+ooo+)\ -
1 kl

toudr = Foud X
"k1+1 ! my+m,

® 0 0600 0000000000 " 0r0 00000

)\'k +ooc+k +1+..'+)\k N )\'m1+°-.+m

-". LN +A.’
1 s-1 m

s-1+1

Alors si (Xt) est ergodique, la restriction de M, a R' est le produit des
?
Mk m. Plus précisément , si Ai , 1351i<s est un sous ensemble mesurable
771
ae 1'hyperplan )‘k +... +)\k
1

+1+' ° '+>‘m +,..+m

1 i-1 1 i

otk 4o+ hmpb L 4m

1 1 1

de la forme :

{o Y Al coo )eB, } od
k1+o X +ki-1+1, kl+o .o +ki m1+. X +mi"l+l, m1+¢ oo +mi 1

i A =
Bl e @Rki+mi alors Mk,m (1 n s e 0 n /\s) TiT Mki, mi

(B, .

Démonstration : D'apreés la proposition (5. 3), appliquée i chacun des espaces



or
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k.+m.

R*' 1, il suffit de montrer que :

k., m.

Zk’m(Alﬂ...nAs) =nz ' !

(Bi)

k, m _ k,m _ k,m
22 A ) rl"l”"‘”"sdz j‘lAllAz...lAs dz

= rnl
i 0y +...+xki_1+1...xk

k,m
Z H
1 +1°° ')‘m + +mi)e Bi}d

by
?
+"'+ki m1+...+m. e

1 i-1
ki’ m,
nZ (Bi) d'aprés la proposition (4. 4) .

i

Le résultat suivant est une application de la proposition précédente

aux processus gaussiens.

Soit (Xt) un processus gaussien complexe stationnaire, continu

(=)

en m. q,de moyenne nulle. La proposition (2 . 1) montre que (Xt)e ) , et

on sait que Mk’ ™ =0 si k# m. Considérons main-enant Mk x » mesure
k+k es L - T — —

sur R , et posons dans la proposition (5. 3) kl—kz-: e = km— myTe.. = m =,

c'est a dire considérons le sous espace A s )\'1 ’ )\2 = )\'2 v A T )\'k . La

restriction de Mk K a ce sous espace est égale au produit de la mesure Ml 1
H ?

avec elle méme k fois. En permutant les )\', on trouve k ! sous espaces

H

de ce type, soient H1 s H2 eee Hp oo

Proposition 5., 4 : Si Xt a un spectre continu, alors Mk K = somme des
?

k,k T
M™ " sur les k! sous espaces définis ici dessus.

Démonstration : Le fait que (X,) a un spectre continu montre que l'intersection

de deux de ces sous espaces est de Mk K- mesure nulle . D'autre part, on
2
remarque aisément que Mk k ©st unc mesure positive., Puisque les valeurs
’
Mk k (Hi) , 11 <k! sont toutes égales par symétrie, il suffit de montrer
’

k+k, _ -
que M (R™) =k! Mk,k(di)'

Posons Z = Z (-o,») , E |Z|Z= %



Mk

Or,
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Ona M, (Hi) = {Ml 1 (1'R2) }k (d'aprés la proposition 5., 3) = sZk

(R = £ 212K

k 2 k

1

Elz|% =< [k M2 1., =%+ 1 C ki 2K

d)\ :0 d)\ 1_)\ 2 =0

s
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