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Séminaire Paul KREE 6-01
(Equations aux dérivées partielles

en dimension infinie)

3e année, 1976/77, n® 6, 43 Pe

NOYAUX D'UNE CLASSE D'OPERATEURS P3EUDO-DIFFERENTIELS
SUR L'ESPACE DE FOCK, ET APPLICATIONS

par Bernard LASCAR

Dans [$], nous avons introduit un formalisme qui permettait d'étudier des opéra~
teurs pseudo-différentiels qui op'rent dans des espaces de Sobolev relatifs a la
mesure de Gzuss d'un espace hilbertien. L'étude de ces propriétés, en particulier
1'énoncé d'une condition nécessaire et suffisante dtellipticité pour les opérateurs
différentiels, se faisait dans 1l'espace de Fock, grice & la transformation de Fou-~
rier-Gauss ([1], [6], [9]). Nous introduisons ici une classe d'opérateurs pseudo-
differentiels, plus restreinte que celle de [9], mais pour laquelle nous avons un
calcul symbolique complet, et pour laquelle nous savons, sans transformation de
Fourier-Gauss, étudier le noyau. Ceci nous permet d'étudier des propriétés de régu-

larité h¥8ldérienne.

Le cadre choisi est celui de [9], rappelons-le. Nous avons 3 espuces de Hilbert
EY C——9 Xt =X C——7 E, i1 et i' sont injectives & image dense et de Hilbert-
Schmidt. E' est le dual de E , tandis que X est identifié & son dual. Nous no-
terons |x||' , |x| , ||x|| , les normes respectivement de E' , X , E, et (x]y) 1e
produit de dualité entre E' et E , ou encore le produit scalaire dans X . On
appelle v la mesure de Radon sur E , image par i de la mesure cylindrique

gaussienne canonique de X . Sous les hypothdses précédentes, on a

1"/"’"

ou j est symétrique, Hilbert-Schmidt, et positive, 4 est isométrique., On dési-
gne alors par (en)neyl une base hilbertienne de X telle que J(en) = (l/an)en
avec 2: l/a =1, e € Et , On désigne par E®F 1le complété, pour la topolo—
glie de Hllbert-ochmldt du produit tensoriel de deux Hilberts E et F , et (:) E
le complété du sous-espace des tenseurs symétriques d'ordre j de E . On note

B , = , E'S les complexifiés de ces espaces, |||l , 1¢l , [|l¢ll' les normes res-
pectives, V(G) 1'image dans Eg de lamesure cylindrique gaussienne de variance

1/2 sur Xg-. On utilisera également v%(g) , la mesure image par i‘g- de la me-
sure gaussienne de variance t/2 de E‘Q-.

fous allons introduire une classe T?(X , E) a'opérateurs pseudo-différentiels,
caractérisés par les propriétés de leurs symboles d'anti-Wick ([9], [2]). Le calcul
symbolique va nous permettre d'obtenir des paramétriz pour des opérateurs ellipti-

ques de T% .
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I1 faut se représenter les classes T% comne des classes d'opérateurs pseudo-dif-
férentiels & "coefficients polynémes", nous aurons, par exemple, dans ng une pa=

ramétrix de 1l'opérateur

P =

I N
i=1 ai axi i axi

ou a/axi désigne la dérivation dans la direction e, - Nous montrerons pour des
opérateurs elliptiques dans ces classes, la régularité lipschitzienne ainsi que la
possibilité de résoudre 1'équation dans des espaces de fonctions lipschitziennes.
I1 faut notervque la meilleure régularité que 1l'on peut obtenir, dans ces condi-
tions, pour 1l'équation Pu = f , est du type : Pour v presque tout x de E, la
fonction h € E' > u(x + h) est E'CT . En effet, considérons l'exemple

a), u=Z°° X, = Q.

2
1,3
P=2 (-5 'i Hyo1 ¥ T Y

i=1 a2 dx

5 i i
avec 2. Ia.| <+ et a=2 a
i=1""1i i

2
1 = = .
e, # ' . 0na Pu_Z:___lxiai/ai f. f
est C -Fréchet dérivable sur E , et u n'est pas continue pour la topologie de
E . Nous serons donc amenés & définir des espaces P qui tiennent compte de ce

phénoméne, spécifique 2 la dimension infinie et au type de problémes.

Dans le paragraphe 1, nous introduisons des classes de symboles de nos opérateurs.
Ces symboles sont des fonctions A°(z , z) définies sur 1'espace o qui jouis-
sent de propriétés convenables. Ces classes seront appelées T%(E) , m€ R,
0<6g1l.,

On considére ainsi des opérateurs 2 domaine dans 1l'espace de Fock, de la forme
b (16)() = | 1%, ©) 2(0) ex(ad) avil0)
par 1'intermédiaire de 1'application N
0 U (eu)(z)v= j exp(- ixz + %zz)u(x) av(x)
qui réalise une isométrie de 1l'espace Li(E) sur l'espace de Fock

() = m() o 12 (89

( ® daésigne 1'espace des fonctions entidres sur XQ ). Ces opérateurs déterminent
des opérateurs u > (9_1 Ae)u (que nous noterons encore A ), 3 domaine dans
1l'espace Li(E) . C'est sous cette dernidre forme que nous étudierons le probléme
de la régularité cP , et c'est pour avoir une description explicite du noyau de
1'opérateur & domaine dans Li(E) que nous faisons, sur le symbole 4°(z, z) ,
des hypothdses plus restrictives que celles de [9], et qui ressemblent & celles que
fait M. I. VISIK pour les symboles de ces opérateurs pseudo-différentiels ([31],
[14]). Nous introduisons ainsi une classe d'opérateurs T%(X , E) pour lesquels on

montre, en particulier, le théoréme suivant :

DHEOREME (paramétrix d'un opérateur elliptique de T% ) : Les propositions sui=-

vantes sont équivalentes :
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(i) p°(§ s z) € T%(E) , d4g°€ Tgm(E) tel que p°(§ , z) q°(§ , z) - 1€ Tg(E),
r<o0,

(ii) ¥ Ne N, il existe des opérateurs
-~ !
ey et Bye Ty
(resp Q& e T et Rﬁ € T—N ) tels que
IESp. § = 8 Lels gue
QN oP=I+R.N (mod (R-m)

(resp. P Qﬁ =TI+ Rﬁ (mod R-w) ), (théoréme 1.2),

N -~ ’ . N z P . . .
ou R désigne une algdbre d'opérateurs régularisants que 1l'on introduira.

Dans le paragraphe 2, on introduira les espaces Cg(X , B) , et on montrera le
théoréme suivant :

m

THROREME. - Soit P € i

(p>0 si me 2).

(m £ 0), alors P appligue Cﬁp(X , B) > Cgﬂm(X , B)

Le R qui figure ici joue un rSle technique. L'espace Cﬁp(x , E) est un sous-
espace de Cg(x , E) qui correspond & une condition restrictive analogue & celle
que l'on trouve également dans le travail de L. GROSS, [4].

Dans le paragraphe 3, on utilise les résultats du § 1 et du § 2 pour prouver les

théorémes suivants.

’ N
THEOREME 3.1. - Soit AeTng avec me€R , p>0, telque m+p¢N. A ap-

plique continfment é’ﬁp(x , B) — cfp{*m(x , E) .

THROREME 3.2, - Soit P elliptique dans T‘g (me B, et soit fe cfilp(x , B) .

Alors, 7 xe€ E, il existe un voisinage V de x , et il existe ue C%*P(V)

tels que ¢+ Pu=f sur V si m+ p éN.

Dans le paragraphe 4, enfin, nous montrerons comment ces méthodes peuvent s'ap-

2
pliquer & 1l'opérateur A = 2;:1 -%fglfi qui est le laplacien de 1l'espace BE' , pour
T a; Ox,
i i
lequel nous prouvons le théordme 3.2. Ceci nous permet de voir que nos résultats
2
sont 1liés 3 ceux obtenus pour l'opérateur A = 22;1 33-9—— par L. GROSS dans [4],
T a, Ox,
i i

cette relation ne peut cependant, dans le cadre de cet article, s'exprimer en ter-
mes d'inclusion ni dans un sens, ni dans 1l'autre { En effet, L. GROSS considere
1'équation Au = f lorsque u et f sont des fonctions continues sur l'espace X
(B' ¢ X ¢ E), tandis que nous étudions cette équation lorsque u et f sont des
fonctions de Li(E) , c'est-a-dire des fonctions mesurables sur E pour lesquelles
on a, pour v presque tout x de E , des conditions de continuité de la fonction
he X—> u(x + b) ou de dérivabilité de la fonction h € E' vw> u(x + h) . Il ne
faut pas oublier que, X étant v-négligeable dans E , prendre la restriction a

X d'un élément de Li(E) n'a guére de sens. Nous pouvons ainsi étudier :
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82 5o 2
A = j=1 -—-a 5 ’ u = §=1 ai(xi - l)
=

HPnJ*‘

vS® 2 . LT
ou i=l|°il < o (mais ou o1

© 2
u =2 Zi:l(oi/ai) = cte .

o diverge), et on a

Cependant dans un travail ultérieur, nous montrerons comment une modification de
la classe d'opérateurs pseudo-différentiels, introduits par M. I. VIéIK, permet
d'améliorer les résultats de L. GROSS [4], et de les étendre & une classe d'opéra-

teurs elliptiques.

1. Les classes Tm de symboles.

Nous allons introduire, ici, une classe de symboles d'opérateurs pseudo-différen-
tiels pour lesquels nous aurons un calcul symbolique complet, et pour lesquels nous
savons décrire le noyau, ce qui nous permettra d'étudier des questions de régulari-

té lipschitzienne. On verra que nos classes sont voisines de celles de M. I. VISIK

([3], [14]).

DEFINITION 1.,1. - Soit A4°(z , z) une fonction définie sur 5 . on suppose que

4°(Zz,2) est la transformée de Fourier d'une mesure cylindrique u = (pi) de gL,

On pose, zlors,

l[4olly = supy [l [l

ce sup pouvant &tre éventuellement infini. On note plo, @) = S-l(A°(E , 2)) .

/
DEFINITION 1.2.

1° Soit 4°(z , z) une fonction c*—Fréchet différentieble sur E y Soit m € R.

On dit que 4°(z , z) € ™ (E) si

VijeN, vhek, D a(z,

z)h(1 + Hznz)-(m/?)+(j/2)

est la transformée de Fourier d'une mesure cylindrique sur E'g— telle que

10) = I ho(z 1,112y=(m/2)+(3/2)
Ny(a0) = supyp D7 40(2 , 2)en(1 + (|2 ST ) <4 @
20 Soit 0 < 8K 1 3 on définit T%(E) en supposant cette fois que

N3(80) = supyyy 0% 495, 2)enln + a2y~ @/20+(83/2)) ey

PROPOSITION 1.1. - Soit 4°(Z , z) e T3(E) , et w(e, 3) = 8 (4(z , 2)) ,

alors l'image, par l'injection i'g- de Ehg dans Xg-, de u est une mesure de

Radon que nous noterons encore .

Démonstration. - On sait que i‘(p) est une mesure cylindrique sur XQ dont la

b

transformée de Fourier est la restriction de A°(z , Z2) 2 l'espace XQ . Soient
Xj y Je J , les quotients de Xg que nous identifions 2 des sous-espaces de di-

mension finie de XQ y et soit . le mesure sur E‘/Xl dont la transformée de

J

Fourier est A°(z ’ z)lX o Nous notons encore pj la mesure sur Xj qui est
J
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i'(pj) « Pour vérifier les conditions du théoréme de Prokhorov, il suffit de mon~-

Su-p- f (¢% ‘ dlpa-l (o4 o } ®© o

en notant o = sj(a) . Or o ai g est la transformée de Fourier de

-3 3~ 4°(z, z) et ainsi
Z, 2.
i i J ji2 -
IO[ ‘ d‘p‘J| < Zl“az BE AO(Z ’ Z)”O ’
i

i
or
p 16 (s
I, 35 4G, 2y <4 8307 a0) (1 + [P 0/2)
1 1 a‘
et ainsi, i

sup, 4 10012 aluy| G, o) <+ =

34 cause du lemme suivant.

LEMME 1.1.

1o ligelly < liglly llelly

20 Soit se K, alors (1 + a3 <+ o .

llo

Démonstration du lemme,

1° Soient p = S—l(f) , V= $_l(g) e Alors p *v = S-l(fg) , et comme
lp % vl < lul x|v] , ona

vl < [lulllivl

20 Soit v} 1la mesure gaussienne de variance t/2 de 21 . on a

(1 + ”2”2)-3/2 = TT§7§7 j+w exp(- t) t-l+(s/2) exp(- tHsz) it 3

0
ﬁ-l((l + ”2“2)-5/2) = gé(a , @) (noyau de Beéssel)

vérifie : g, 20 et g ll< 1.

g (3, o) =— .J:m exp(-t) t1+(s/2) wi(a, o) at .
s r(g

On rappelle les résultats suivants dont la preuve est identique 3 celle de [10].

!
PROPOSITION 1.2, - TIg(E) est un espace de Fréchet. Si m<m' , T, cTy.

PROPOSITION 1.3.

10 Soit
7P

2Z 5 2) = ) 6)=5 O,6 5

INI
o O

a

un _polyndme de Hilbert-Schmidt de degré au plus j sur E , c'est-i-dire qui véri-

“P”2 = 2% 6’Cp 6|2 <+ ® 4, S0it m € 5_ tel que j<m ., On pose s =m = J 3 on
H ’ - _ ,
définit une mesure de Radon bornée sur Xg par S(u)(z , z) = plz , z)ﬂ@+”z”2)m/2.
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En outre, si f(a, @) e C (X~) on a

IJ fla, o) dpla, @) < CHP”(IIf(a ) a)l de, (a, a)) 1/2

20 p(z, 2 eT (B) si j<m, et Nj(p(z , 2) <

PROPOSITION l.4.

X m m+m? .
108 a0 e T (B) et B° eT (E) , alors 4° B € T 6,)(E) ;

20 (1 + |]z”2)s/2 e 15(E) pour tout <1, et (t+ [g)° s/2 ¢ 19(g) si

30 Soit AeC, ReA>0, alors (A+ HQHZ)S/Z € Tz , pour tout 6 <1 ;
4o 501t keN, [2®er™ si 2k<m,et [|of* e si <1
50 Soit s € B, alors & ([|z[°/(1 + ||z||2)s-'/2) ent(xd) et s'éorit

3—1 ( JLZL ) = 2 A

_ g
” “ )3/2 n=1 "m,8 “2m

'O'El" z:::l‘Am Sl <+ @

PROPOSITION 1,5, — Soit A° € T (E) et ay € ﬁ(P (ExE), Q) , ot P (E x E)

désigne 1'espace des polynbmes (non holomorphes ) sur £° , homogeéne, de degre J .

Alors, j.DJ Alz , z) e T? =33

Déuonstration. — Il est clair que, V¥ z e EC , DJ a0(z, z) e Pj(E x BE) , et

done aJ.DJ Az ’ z) a un sens. On prouve le lemme suivant.

LEMME 1.2. - L'application f € CO(X) —_— {tez() £ — f f d(tuj)} avec

tu =5 l(DJ 4(z , z).t(1 + ||z f4m/2 +(63/2)) est contlnue pour la topologie

strlcte 3 valeurs dans P, (E x E) .

La démonstration du lemme resulte de ce que les tp sont uniformement, en t

dans la boule unité de (:) E , concentrés sur les compacts
- fxeX¥; I Ak,
( ¢, doit &tre choisi convenablement).

Par transposition, on obtient une application de (P (B x B))t —s Ml(Xc) . A
a'J e (P (E x E))!' on associe une mesure bornée sur XC dont la transformée de
Fourier est bien > D Ao (z ’ z)(1 + ||z )—(m/2)+(63/2) z € X° , On montre de
la m8me maniére que, V h e E® , YkelN,

8, (099 255, 2). (., H)(1 4 o) /2)r0(30)/2

est la transformée de Fourier d'une mesure bornée sur x® . On en déduit alors que
a0 203, ) e 2 09/2)

COROLLAIRE 1.1, - Si A° € T‘g , alors a;‘ ag Ao € T‘g“’(l)‘l*l“‘) et

o3 3 s0(3 , 2) n(a + affy7/2HSINADYEY 2

a
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Si a°eTy,

y) _ NN m=-248
AA°_Z|pl=£p!aza.Z.A°(z,z)eT6 .

Nous en venons, maintenant, & un résultat qui sera trds utile pour obtenir un cal-
cul symbolique sur les opérateurs représentés par des symboles d'anti-Wick apparte-

m
nant aux classes T .

PROPOSITION 1.6. - Soit A° T "(B) , m' <0, on peut trouver A °(2, ) eTm(E) ,
et AP(z , 2) € T (E) avec A°(z , Z) = A (z , z)+—A°(z , z)jetsi u=75 1(A°),
5L -17 5
b =5 (49) , py=5(43) , ona

C
supp b, © {e e ¥, |of g2},

Démonstration. - On a vu, dans la proposition 1.1, que y appartient 2 Ml(XQ) .

On considére une fonction oo , @) = §(|a|2) , o1 &€ Cm(g) , et vérifie
0 s tg1
@——-{ .
1 si t 32,2
On pose alors u, = (L - @)p et My = @u o I1 est clair que w, et u, sont

dans Ml(x~) . Soit A9 = 3(pl) et AS = 5(p2) - Montrons tout d'sbord que A% et

Ag sont des fonctions C -urechet différentiables sur Eg .
La fonction gz € Xc — exp(i(z&-+ Ea)) se prolonge par continuité en une fonc-

tion continue de E° dans prl(x°) , ¥ p, car l'application

c - -
(hl y eee s hj) € X —> (hl oz)...(hj @)
se prolonge, par continuité de (E)Y == LP |(X°) , ¥ p . On en dduit aisément
que la fonction | exp(i(za + za))(1 - ¢la, @) du(a, @) est C -Fréchet diffé-~
. c
rentiable sur E ., On a
DY Ai(E , 2) h = j exp(i(za + za))(1 - ¢)(ch + oh)? ap .
I1 en est de méme de A%(E , ) , et

5 ((of + ) p) =0 a0(z, 2) net?,
On va montrer que, ¥V me N, |z ” pd A°(z , z) h est la transformée de Fou-
rier d'une mesure dont la masse est au plus CHhHJ . On pose Moy = (oh + @ h)3 Moo

Alors
quzm p? A°(5 , z) h = C“z”zm I exp(i(za + za)) o duh(a) = (3™ muh)(z y Z) ,

pour =z € X , OU A (@ph) désigne la forme linéaire suivante sur C (X ) ’

£ b sy @dph « On constate que
RNV | VRN TREY <
O Oy 87 © 35 95 A My

Z\;m( ) = m! [}
My 54lct | ) +] v] =m Jt kit pt vl gh+v aPtv
ce qui signifie que, pour toute f € C 2(x%) ,
lim -—(—-—;-ja a”‘"k/fa“a AJcp)du.h jA £ o aw .

X=° J, ,M,VGJ a
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Or
a-E'B AJcp(ot,oz)—_-oz a 2 -'j_gv_?.]:_
- P
lpl=3 pt =
5 o | o2 Guy ) ep=M)  (ul+lvl+2 =111 () 142
T}sinf(p.,v)+p By Vs Py Tl
ol 1'on a posé p=u+ inf(p, v) et v=m+ inf(p, v) . Donc,
BE Bv 3d ofla, @) =" o Yu,v,a(a , @)
ou l by J(a , a)l CX(1<| l) . La somme précédente dev1ent
T Z ( ( -&TT au 6 ap’ A u.h
ceo)¥ (a, @)
3y K,y v HgVyd ! aP”‘\’ ap""\’
Comme
VoGP RK .
om A
24 =T u o o by S av e n Vv Z\ W |2k i (= N
| of o o “"‘:;:;““-— g (a 5 (( )V(E ) liz!] A°(z , z).h)) = Mo, v

On constate que [, Il < (cHth/a" a’) si &' aété choisi assez grand.

De plus,

@ ; ()]t g1 ()
A fopdp = lim : — d Q) ,
My n j,k,p,vean gHtV |a|2£ Mh,u,v

pour toute f € C:(Xc) . Comme la norme de la mesure
\ v 24"
(4, o SN/ o)

est au plus (C|n]|?)/(a**Y a T a") et que u (l/ a Uy « L o | on en déduit que
A (@ph) est une mesure de Radon dont la norme est bornée par CHhI]J o« Il est alors

facile de conclure que A2(z , ) € ™% . Ce qui prouve la proposition 1.6,

Soit pl(@) une mesure de Radon sur x° dont la transformée de Fourier est conti-
nue sur EC ., On introduit, comme dans [97], 1'opérateur T, Par
Ty u(x) = u(x + 20") exp(- xa - %-a? - Ialz)
qui est déduit par 1'application

0: 25— A2 ew)(z) = iz2) exp(%-zz)

de 1lopérateur & e A° —> m(exp(i(za + Z @))@)(z) € A% . I1 est facile de voir que
1'application o e X% t—s Ty U est continue, et bornée X% — £° , ¥V u fixé

dans ES . 11 est, en effet, facile de prouver que l'application

ae X% 1—> exp(ilza + za)) g € L3(1+HZ”2)S(E°)

est continue, pour toute g € L2
2y 8
v(L+[|z)|%) [ -
On peut donc définir l'opérateur Au = c Tg ¥ du(er , @) qui est continu
X
EF —_ E? y lt'intégrale étant convergente au sens de Bochner.
= e(a)e™t 5 = n( fc exp(i(za + 70)) s dpla, @) , Vo€ A ,

Notons A(z , @) une fonction (vo<® Ipl)—mesurable telle que, lu|-presque~
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partout, la fonction z -3 k(z,a) soit dans la classe modulo Ve de la fonction

zo + o € Li (Ec) (ce qui est possible, voir par exemple le lemme 2.1).
c

La fonction (a,z) 3 E(Z)elk(z’a) (ol

¥ est une fonction v -mesurable de la
classe de & ) est (vc ® |p|)—mesurable et Ipl—presque—partout, la fonction

—> 3%(z) exp(ir(z , a)) est dans_la classe de & exp(i(ze + za@)) . Donc,

3(z) exp(ir(z , @) du(a) = ¥z) I exp(ir(z , @) ap(e@) , qui est définie
vc-presque-partout, est dans la classe de j o ® exp(i(z&-+ Ea)) dp(aD € L2

g
j T, | entataen w6
Par ailleurs, exp(i(ze + za)) dula , @) = 1imLp exp(i(zs (a) + zs_(a)) du
Ve
(par le théortme de Lebesgue pour 1 < p < = ). Comme

J exp(i(z§;t57 + Esn(a)) dp(a) =‘a(sn(z))
done
classe de f(z) = I . exp(i(za + za)) dula) 3
puis, j exp(ir(z , o) du(e) = B(z) , iresque partout relativement & v . Ainsi
A% = m(8a°(z , z) avee 4°(z , z) = R(z) .

On a donc prouvé que l'on pouvait représenter l'oTérateur associé & une fonction

A° de la classe T. y, D L0, sous la forme Au=J T_u dp(a )

)
On peut donc calculer B(Au) = j.dv(ﬁ, B) Tg j Ty WA = jj Y dp dv .

En effet, (a , B) —> T (T u) = Torp exp(B.a) est continue et bornde
x X° — £® , Dour u € ES e Mais si on veut associer un symbole &4 B o« A , on
doit considérer le cas ou (a , B) —> exp(B.a) est (|u| ® |v|)-intégravle, et

aussi ou la fonction
zex* — p(z, 2) = jf exp(i(z(z + B) + z(o + B))) exp(B.a) dp dv

est continue sur E° , auquel cas on a B(43g) = m(pd) . Donc, B o A a pour symbo-
le d'anti-Wick la fonction p . On voit donc maintenant que 1'intérét de la propo-
sition précédente est justement de se ramener au cas ol p' et v ont leurs sup-
ports contenus dans la boule |a| <2, ce qui fait qu'alors p est bien définie

(1a condition de continuité est alors également satisfaite lorsque A° et B° ¢ @9.

DEFILITION 1.3. = On appelle wa(x , E) 1'algdbre engendrée par les opérateurs
de £7°(X, E) —> £"°(X , E) qui sont de la forme B o A , ob B0 € T

5 2vec
mneR, 8>0 et A°E€ T_m(E) , ou encore de la forme A o B, avec AC € = et
m
o e R
B T6

Cette algébre R~ va jouer pour nous le rdle que jouent habituellement, dans la

théorie des opérateurs pseudo-différentiels, les opérateurs & noyaux c” .

Nous dirons généralement que A € T% si A = op(A°) avec A° € T%(E) .
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’ S m m‘ (o]
THEOREME 1.1, - Si A €T, et BeT, avec m et m' €R,1l existe Re®

tel que C =B o A - R appartienne & TU*R' | On a, en outre, le développement
Le_. gue 8 ,

asymptotique

(—1

co(3 5 2) = Iy g P ez, ) B as(E, 0) ¢+ Ry(5 5 2)

m+m V2N 6

avec RN(Z y Z) € , pour tout N €N .

Démonstration du theoréme. - On remarque tout d'abord que

Z’hl:jg:j%l- BO(Z ’ Z) AO(Z ) Z)

s mbHR'=238

appartient & T , & cause du corollaire 1.1 et des propositions 1.2 et 1.4,

8
Traitons d'abord le cas ou m et m! sont négatifs., On écrit A° = Ag + A% et
Be B° + 32 , & l'aide de la proposition 1.6, avec
supp § (Ai) c {la] <2}, supp 5-1(Bg) c {lo] <23, A3 et Bj € ™% .

On pose
R = B2 ° Al + Bl ° A2 + 32 o A2 ’
et il est clair que R € & . On a donc 2 composer Al et B1 $ on pose
o= 5-1(Bi) y V= 3-1(Ai) , Supp w et supp v c {Ial <2} .

. . <0 — " — (o}
Ainsi B1 ° Al e 3° , et Cl = Bl o Al slécrit 01 = op(Cl) avec

ce(z , 2) = ” exp(iz(a + B) + iz(a + B)) exp(B.a) du(B) av(a) .

On écrit
_ 5 Jl -
exp(B.a) = |K|<N 9 (Bla) exp(t(Bla)) at ,
d'ou
A .
cg(E , ) = ZM|<N (')\1 a;‘ Bg(z , Z) a% Ag(z , Z) + RN('z‘ , )
avec

1 N-1
RN(Z , Z) _J (lN—-‘bl! o
JJ exp(iz(a+ B) +iz(a+ 6))(6!&) exp(tB.a) au(B, B) av(a, «) 4t .
Nous allons étudier
- 1) el Ry(Z , =) = s(Z,p,_k ; 3330 € (¥, V)
ou RN(V , Y) est la mesure

t)N 1

ol U 2t | oo+ 8) PEN au(E , B) av(@ , o)
, -o"'("_'iTs" ola . wB , B) dvie, o) .

lpl‘k ﬁ: 6 B$ as R, est donnée par

1
o€ CUE) -9f U= 0n J] 8 oo B exploBa) (5™ an(s) avle)

Or
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BD Kj - = v¢= \N=-p .q
B oo+ 8) exp(tBa) (Ba)' = T ()22 (gla+ B) R exP(tBa)(%°9 )
i+ M| =k a a
pra=| 1j
Puis
J ~K - - \N -
¢ 5 ola+ 8) exp(tBa) (Ba)” av(a , @)
X S -
- 5 ) olas 8 2R 8 GG (aa))
JyNypya a P
ol Gla) =1 au voisinage du support de v , et ol

- 3 -1, N~ - zyTh 1123y zN-
Buprd(a0) = 57HOLP(eg(E , ) e]) B )
qui est une mesure si N est assez grand devant k . D'ailleurs,

Evﬁig(dv) = 2 Ex vE’j(da)

| A|=N-p
avec an’JP C/a . Donc
I J du J A @(a + bi e Ba(Ba) d
= .[OJ 5(a) T v(aw) ] tq—ﬂc(a) B ™ g+ 8) au .
“\l=N"P ”],q a
Ospsk EilS lnl-p+q

Ce qui est bien une mesure, car la norme de la mesure

=T .
(o) o) 2 $3(1 - &) ‘—"’—l |exp(tBa) | [v1?? (ac)| ® |B" au(s)]
JdslyQ

est bornée par C/azx , car H6h+n wll < (¢/a +'n) . Donc HZHZk RN(E , z) est la

transformée de Fourier 4'une mesure bornée sur x° .
Ceci suffit d'ailleurs 2 prouver que, pour tout N ,
2y (- v)+2N6)/2 -
N S R AR NCIPT RS

I1 suffit, en effet, d'appliquer ce que l'on vient de montrer & 1'ordre N' , ou
N' est choisi assez grand, pour que [oN'/2] > -((m + m')/2) + N6 . Il nous reste

& étudier les dérivées de RN(E y Z) .

Soit
1 - 31 - -
p? R(Z , 2).h = st +J"(J!/j'9 i) RN{DJ Bo(z , 2).h p? ez , 2).0}(z , 2)
ou RN{BO , 4°3(z , z) est le reste d'ordre N obtenu dans la composition des opé-

31 - 183!
rateurs B et A . HMais, comme DY A;(z , Z).h appartient & r 0J

fie N, (DJ A9.h) € kA NN+J,

(1 + |22 -l 1/2)1 (33/2) 16

5 y et véri-

(A°) , on voit que

0 <+e®, YN, Vj.

- '
Donc RN(z , z) € T%+m ano .
Soit
- (- 1) m+m ! 2N &
Cg(z y Z) = ziA|<N T 3 B° B- A° + RN avec RN € T .

Mais, comme A° - A% € 7™ et que BO - BS € 77", on voit que
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- (- A : m+m ! -2N 6
C?-(Z,z)=zl>\.l<N—vLa Bo AO+R];I RNGT .

Et, finalement, B , A=C, + R, oi R€ R, et c, = op(c<1>) qui vérifie 1le
développement asymptotique ci-dessus. On a donc prouvé le théoréme 1,1 dans le cas

ou m et m!' sont <O .

Supposons d'abord que m 20 et m' <0 . On pose

oz, z) = (1 + llzu K jo(z , Z)
m
k e I choisi assez grand de sorte que A°' € Té% avec m, < 0 et 6' <1
(' = 86 si &< 1). On détermine ensuite un opérateur Aﬁ € Tél tel que
e -N

A= ' ° H + RN , avec RN 6' s OU HZk = op((1 + Hz” ) )
ce qui est possible a cause du calcul symbolique de [9]. On écrit comme ci-dessus
1 2 1 2
) R 1 — 1 1 —
AN = AN + Aﬁ ’ RN = RN + RN et B = B1 + B2 ’
et donc

_ -0 _ 1 1 o il m-+m ' -N
BeA=C+ R , avec C = B1 ° AN ° sz + B1 ° RN , B1 RN € TG' .
On applique le résultat montré ci-dessus a Bl ° Aﬁl , Soit

o5 1 9 = By S e 2 ¢y e

ou Rl = RN' ° sz + Bl ° Rﬁl € T%Tm N si N' est assez grand. Mais
(- ) A (- n)y* A
P (B Be o Aﬁ') ° H coincide avec 2 e B Bo —(Aﬁ' ° sz)
')x|<N' Ad Z z |}\I<N' At Z
t_ 1 t 1
modulo un symbole de T%Tm 2(N' k) c T%Tm N , 8i N' assez grand. Donc
A
GG, )= 3 oW ghpo gt o 4w, R!eTmfm'N,si 261! >N 4+ 2k .
I}‘-!<N' z Z 1 )
Ceci implique que -
A
- -1 A - ! SINY k-
(co (5 , 2) - (=17 3k o ok ao)(1 4 [JoPy~{ret)/2Ivomala/2)y ey o

| |<N'
avec N! arbitraire et &' =6 =i 6 <1, sinon &' < 1 arbitraire. On a vu pré-

cédemnent que cela est suffisant pour conclure.

Si m et m' >0, on se raméne par une méthode analogue au cas précédent, et

on a le résultat dans tous les cas. Ceci permet de poser la définition suivante.

DEFINITION 1.4, - Nous dirons gue P € TE(E) est elliptigue s'il existe

q° € Tgm(E) tel que p° q° - 1l¢€ Tz , O r<0.

On a donc la proposition suivante.

PROPOSITION L.7. - Soit P e Tm(E) un opérateur elliptique, alors, V Ne N , il

. P =N ~N .
existe des opérateurs Qg € T et RyeTy (zesp. Q€ T-m et Rﬁ e T ) qui
vérifient Qg ° P = I+ Ry (mode *Y  (res E. P°QN—I+RN (mod(R ) ).

On peut également formuler un calcul symbolique sur le symbole de Wick des géné-
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rateurs. En effet, si A = J Ty du(a , @) on montre que
Az , T) = j exp(i(za + za)) exp(- |a|2) dula , @) .
On voit donc, ce qui est normal, que le symbole de Wick du produit de deux opéra-
teurs des classes T% est toujours bien défini.
PROPOSITION 1.8.

1° 30it A€ T? , alors la fonction A(z , z) appartient également & T%(E) , et

- A - -26N
Alz , Z) = Z|K|<N.XT Bz a; ao(z , z) + RN(Z , Z) , avec RN € Tm ,

et également

A
a°(z , z) = Z|K|<N S_XTl— o a- Az, zZ) Rﬁ , OU RN € Tm —208 .

2° 5i A€ Tﬁ et Be T? , si on désigne par C(z , z) 1le Wick-symbole de
1l'opérateur B ¢« A, on a
m+m' -2 8N

c(z ’ z) = |X|<N K' a B(z y z) a A(z , z) RN y Ou Rﬁ € T .

Démonstration.

1° On sait ([9]) que )
z , 7) = exp(~ |2|?) | a9Gi , w) exp(am + ) av(w) ,
soit
A(z y z) = f A‘(E + W , Z + W) dv(ﬁ) .
Ce qui prouve, alors, que A(z , z) € C7(E°) . La formule de Taylor donne

Az, z) = 3 B— 2o(z , z)

I}\|<N M

Jl (l - t) j D' A%(Z + tw, z + tw).w du(w) dt .

Or DN 2°(z , z).h e T%"éN y et si ke N avec 2k £ -m + ON , alors
|N

I+ 2l®)< o 20z, 2).nll, s clnl
Or

- k - -
Szia<(1 + ||z + th2 oY Ao(z + tw , z + tw).h)

= exp(it(aw + aw)) 57L((1 + la)d)~

)< DN a0z, z).n)) ,
pour tout we E® y 1'égalité étant une égalité de mesures cylindriques sur B'° .

D'ou

(1 + ||z]] 2y N po(z + tw , z + tw).n||, < C ¥ (1 o+ ul®*, si 2 < -m+ on.

lo
Ainsi

1 N-1
(1 + HZH2)+k jg ﬁ%ﬁ::z%y7~ I N A(z + tw , z + tuw).w av(w) dt”o <+ o,

Ceci permet d'obtenir la lre partie du 1°, la 2e partie résulte directement de la

lre partie.
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2° On considére d'abord le cas ou m et m' sont <O . Alors
C(z ’ E) =
“ exp(- || % - |B|? - 83) exp(iz(a+ B) + iz(a + B)) au(@ , B) dv(e, &) ,
il suffit d'écrire

)\ l(l-t)

expl- 5.3) = 2| (- piit i@ [ Rt G D)Y@ exp(- (5.3)) at

On considére égzlement 1l'application :

(pEC(X)-—*J—(l'—-—-t-Lr—

B e )88 exnl lal? - 182 - 88) au(p) av(a) at .

On utilise une identité de 1lg forme

2 -
B ola+ p)(ga)" o710l R 2 ()
k=j+£+|n|+|9|+|k|
0=61+6"
[A|+] 6" =p+q
33 3, AJ(co(oz+ B) & i a“”‘ ( -|01| ) 583 .q, .~ Nep B x+e"
x TR an+A+e' e t7(8a) 'E‘e"‘)
Mais
K 32”‘ > exp(- |a]?)
1 — — ) o
=3 %—%5 > cp \ o TPE GHFMP-E rn(- 1dl?)
|pl=4 F*' a“F egp+inf(mHr,01)
On écrit
6t = m+ inf(6' , N+ A)
M+ =0 + inf(68' , N+ A)
d'ou

2,y & THA 56! 2, m )
exp(|o| “/2) & 62+ = exp(- |o|°) = o & ge,’ﬂ,x’z(a)
avec |ge ,n’ ) (a)|<C,ge C:.Puis

j B oo+ 8)(82)" exp(- || - t6a) av(a)
x° (@) A+0M

g
(23 j (o + B) exp(- ——i—dtq exp(tBa) e;%li;g, EX+9" an’e’J(dd)

avec VS’ ’J(dd) = -1(DN"p SZ bg (B°(z/a)rﬂ (E/a) Hz”zj) B) qui est une mesure

que 1l'on ecrlt également Zl gf vn’e’j(da) avec |v ﬂ’ ’J“ ¢/aP*™C | Donc

| =N-p
J a ) a2 ola + B) e"P% (53)" -Ial -8/ e
.lp 2 " 2
- > Sl ot gretled®/2)-1817 e __Lj%,_ﬁ__e_ D 418

é’L,’n,e'7e"’}\'ip

Ce qui est bien une mesure car HBX+9"+F pH<$ C/ah+e"+p et va?e’ju,s C/a,ﬂ+0+p

et que
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5 1 1 1 1 <t
T,6',6",A,p 2% 267 2p O+ A0 1]

Nous avons donc établi le résultat cherché quand m et m' <O . Dans les autres
cas, on raisonne comme dans la démonstration du théoréme 1.1, en utilisant le ré-
sultat de la proposition 1.8, 2° ou A(z , z) ou B(z , z) est un polynéme, résul-

tat qu'il est simple de prouver directement.

COROLLATRE 1.2, - 51 A€ T (E) n &, alors ae?™ .

La proposition 1.8, 2° prouve que si A € R , alors Az ’ z) € ™% , et il suf=-
fit d'appliquer la proposition 1.8, 1° pour voir que A°(z , z) € =%, D'ou le

théoréme suivant.

THEOREME 1.2, - Les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) po(z , z)e T?(E) , 8 g€ Tgm(E) tel que p°q° - 1€ Tg oi r<O0 ;
(1) v Ne N, il existe des opérateurs Qg€ Tgm et Ry € TEN (resp.
1 - ' -N

QueT, et Rie T, ) tels que

Gy e P =1+ Ry (nod R™") (resp. Poq)=I+R (mod R™7) ).

Démonstration. - Nous avons prouvé, & la proposition 1.7, que (1) implique (ii).

Supposons donc (ii) démontrée. Le théordme 1.1 prouve qu'il existe R € R~ tel
que

26

Q ° P=oplag(z, 2) x p°(z, 2)) + ' + R, R' €1,° et Re R .

8
On déduit donc de 1l'hypothése qu'il existe R" € 2320 et Rl e R™" tels que

Op(qﬁ(g , 2) p°(z , 2)/= 1 =-ron(z , z)) € R , ou op(ron) = Rn ,
Le corollaire 1.2 montre que
- - =26
qﬁ(z,Z) pe(z , 2) -1e T,
ce qui prouve (i).

Nous allons donner maintenant quelques exemples d!opérateurs elliptiques.

Exemples.
- 1
1° Soit s e R . L'opérateur A = (1 + ”2”2)3/2 +R(z , z) , ou Rest , 8'<s,
est elliptique dans la classe T: « Ceci s'applique, en particulier, aux lapla-

ciens.

Sl

a=z)*+rE, 2), RET,

2k
6 ,

2° Soit AeC, Re A >0 . L'opérateur

s' < 2% ,

est elliptique dans T 6 <1,

= Ox 224 rG, 2, rReT®

5 ° s' <s

S
6 .

La proposition suivante va nous fournir, en suivant }. I. VISIK ([3], [14]), a'au-

est elliptique dans T
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tres exemples.
PROPOSITION 1.9. - Soient - <<, et Ay € R . Soit

O o= el larsh - 2)l <o) .

I

0
Soit P(A) wune fonction analytique dans on’ , continue dans C&o,w y qui_ve-
rifie
VagelN, laqP()\)! e+ |a])"™ sur 5 .
Ao @
Soit peC, Re p> AO >0 . Alors
t
P(u + Hz”?) et (X, E) dds que 2m' >m .
Démonstration. — Posant I = KQX o0’ la formule de Cauchy donne :
07
3 r(n)
(% p ) (u + Hz” ) = I
2
AT 0 2w+ el
Or
j 2 2 2 - -
D+ [flef)n) = T = e+ [ig)?) [P ((En)g + (IB)R)P .
plq E E
pt+29=]
Comme

162 2)(u + [2P) 1+ 2l < ofo Bl + a2 + [JalD) "D

a cause de 1.4, 3°, et que

A B . &V HEPCCL A
i A= (w+ [2%)
donc
~(m! + -q ey
0% 2l + [l + 1P/ 70 55 ) gt e

or sur ', |Re(p - A)| =c(1+ |A]), et conme m'/2 >m , on a bien
12 2+ () (1 + 2@ /DY <o 81 w25
D'ou 1l'on peut déduire que

I (2w + [lg)®))en (1 + ”2”2)-(m'/2)+(j/2)

Iy <clnl’ si (@/2) >m.

Nous désignons, comme VIéIK, cet espace de fonctions analytiques par d; .

. . 02 ®
Nous avons le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.3, - Si P(A) = 2 e AY n'a pas de racines dans Re A 20

J=0 ~m 2 ’
alors il existe A, et o tels que 1/P(\) e 0, 0 et donc P(p + H;“ ) a une

O’
- 1
paranétrix dans T 2n

dées que m' < n/2 .

2. Ispaces de fonctions lipschitziennes.

Nous allons introduire des espaces de fonctions sur E qui permettront d'obtenir

la régularité lipschitzienne des solutions de 1'équation Pu=f , ou Pe T? .

On rappelle que, dans [9], on a introduit
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3 PN
Ek(X,E)={feL\2); DerLi(E,QjE), 0<j<k}.

Définition 2.1. - Soit R >0 fixé, On désigne par By = {h € X ; |n] <R} .
Soit

AN
Nj ={f: E ——}(:jj E; f est nulle v-presque-partout} .

~ AN
Soit Cj ll'espace des f : E ——}(i)j E v-Lusin mesurables, telles que, pour

v-presque tout x de E , l'application h€ X —> flx + h) soit continue et bor-

née sur By . On note, alors,

o

Pg(f)(x) = suplhISR”f(x + h)l

(

la fonction réelle définie presque-partout. On suppose enfin que

ﬁj(f) = F Pg(f)z(x) dv(x) <+ =,

Soit Gj = éj/(aj n Nj) R Cj slidentifie 4 un sous-espace vectoriel de
2 PAN
L (e, @j E) .

On définit donc

CE(X,E)={fefK; 0<j<k, D‘erCj}.

On constate que la semi-norme ﬁj(f) sur 53 stannule sur C, n N, . En effet,
soient fe C, n Nj , et N un ensemble v-négligeable tel que f(x) # 0 =3 x € N,
Soient (hn)neN' une famille dénombrable dense de points de X , et N' = Un N - h

V(i) = 0 et x¢'N'===;f(x+hn)=O, inel.,

Comme h —> f(x + h) est continuesur By,

ment que Pﬂ(f)(x) =0, v-presque-partout.

v-presque-partout, on déduit aisé-

Par passage au quotient, on obtient une norme n'j sur Cj o On définit ainsi une

X j K
norme PR,k(f) = Zj:O nj(D f) sur Cp

PROPOSITION 2.1. - L'espace CE(X , B) est un espace de Banach muni de la norme

PR,k .
Démonstration. - Soit u ~ une suite de Cauchy dans Cg « On détermine une sous-
suite (notée encore u_ ) telle que n. (Dl w ., -Dlu)g2™ si 0<jsk.
n J n+1 n

Choisissant des représentants arbitraires ﬁg de DY w dans éj , on note alors
c . ~d _ad ;
N = {xekE; Z: suplhlsRHun(x + h) un+1(x + h)”j <+, 0g£Jj<k}.

ﬁi(x) lorsque cette limite existe, par zéro
J

Soit ©'(x) , défini par lim

ailleurs. On constate que u(x) e éj . Soit u’ 1la classe de ﬁj dans Cj . On

a, pour X € NC ’

~J _ ~J =

3Y(x + n) = zi un+1(x + h) un(x +h) ,
d'ou

(J“ sup Hﬁj(x + h) - Gi(x + h)H2 dv(x))l/2 < ; P%(Dj u

3 m
il 2 ooy = D un) <1/2 .
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On neﬁs u® = u et uj =0l u car, si 0L Jj<k, Dj u —-é‘uj dans
Li(E ,(:)j E) . Donc u —>u dans C§ . On a construit ainsi une sous-suite
est un espace de Banach.

convergente, et CR

Remargque. - Le nombre R de la définition 2.1 ne joue pas de r8le dans la régu-

R
présentant U de u tel que, pour v-presque tout x de E , l'applica¥ion

larité locale des fonctions de Ck « En effet, si u € C3 , on peut trouver un re-

heX—>U(x + h) soit continue. Soit ¥ arbitraire de la classe de u . on

considere :
c ~
N'" = {xeB; h-—v(x+h) estcontinue sur X} ,

N° = {x e E; h-—>7v(x+ h) est continue sur BR}
Alors N < N! ,

Soit encore (hn) une suite dense de points de X . On prouve que N'=:L£(hn + N),

donc N' est négligeable.

Soit
_ v(x) sur n©
u(x) ={ o

0 sur N'
On constate que u(x) convient, car N' est stable par translation dans X .
Définition 2.2. - Soit ke N, O0<p<1l.0n définit :

10 @®
j

{f e gj , ﬁg(f) = J* P§+P(f)2 dv(x) <+ =, ou

FP(e) (x) = PIE)(x) +  su sup  E(x+ t+0) = £lx+ £)]5 4,
() =m0 () |t]<B-1 neB'—{0} VG b
bl

20 P = 0P/EP A, ;
J Jd J J .
30 cﬁfp(x , B) = {f € Cg ; D fe Ci} . Sur C§+p , On a une norme

- P(pK
PR’k,p(f) = PR’k(f) + nk(D £) .
On note que C§+p est un espace de Banach muni de la norme PR Ktp * I1 faut étu-~
]

dier comment les opérateurs dans T@ opérent dans les espaces CR .

PROPOSITION 2.2, - Soient me R, kelN, AeT:

6 ?
1 ,
k+p -_ Cﬁ+k+9 , V4elN, 0p<1.

m+k<0 ou m= 0 23

k =0 . Alors A opere continfment de C

Démonstration. - Soit d'abord 4 =m

k=0=p=0.0n sait que 1l'opérateur A

peut s'écrire sous la forme
- 2
Au = ‘[ Ty ¥ dw(e , @) pour uel ;
Ty u(x) = u(x + 2a') exp(-(x , @) - |a'|2‘+ iatoM - 5 |a|2) .

2
Soient maintenant ue€ C et v e € de la classe de u dans L + L'application
@ —» (x.a) est continue sur x® a valeurs dans Li , donc il y a une fonction
(ve ) -mesurable AMx o, a) tel que, pour p~presque tout « dans x° ’

x —» AMx , @) soit de la classe x.a . La fonction
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(x, @) = vz + 2a') exp(- Mz, @) —-l 32 - |a|2)
est (ve® w)-mesurable. Pour u-presque tout « , la fonction

x —> v(x + 20') exp(- Mx , @ —Ea - |oz]2

’ 2 7 Ve Y .
est de carré sommable, sa classe dans Lv étant alors Ty W Le théoreéme de Fubi~

ni assure que, pour v-presque tout x ,
o > v(x + 20') exp(- Mz , &) -2 & - |o|?)

est p~intégrable. On définit donc, v-presque-partout, (lorsque l'intégrale conver—

ge).

av(x) = f v(x + 20') exp(- a(x , @)- %-52 - IQIZ) dwle , @) ,
la classe dans Ls de cette fonction étant Au € Li +» Il suffit de prouver que la

fonction (4v)(x) , définie par 1'intégrale ci-dessus lorsque
o —s v(x + 2o') exp(~- Mx , @) _.% & — |a|2)
est u-intégrable, et par zéro lorsque ce n'est pas le cas, est encore dans G .

Pour cela, on considére (av)(x + h) , et on a besoin du lemme suivant.

IEMME 2.1. - Soit p une mesurable de Radon sur x° , v-gaussienne. I1 existe

une fonction (v @ p)-mesurable A(x , @) telle que

10 Pour p-presque tout o e XC , ¥ —3> AMx ; @) apnartient & la classe

- T2
Xl € Lv H
20 AN<E, v¥(N) =0 telgue Vx¢ N, M cE, p*(L) =0 tel que

xg.{N,ozg/MX,heX..—_.—;h(x+hg&):R(x,§)+(h,a).

Démonstration du lemme. - Soit s, une suite de projecteurs hermitiens

x° -— E'°  tels que
[ 1o (@) = o (@)% exple ol 2/2) aula) < 1/22°
n n+1 xp W ~ *
Soit R >0 tel que

el + 3 = exp= ol /2) suppyy gl (s s 5, (a)) - x 1 2]

< exp(- |o]%/2)(] (x, s (a) - on(oe))l +Rls_(a) - sn(o:)l
Donc
jjlg(X,&)l 01901 V$CR/22n’

soit Z£|gh(x , @) <+ ®, (p® v)-presque-partout. Donc, il existe M
(\:@ n )*(MR) =0 tel que

avec
R

(x, a) ¢n My == la suite (x +h, sn(a)) converge, V h € By .
Soit N = {x € E ; p*({a tel que (x, a) € Mp}) # 0} . Soit R —>+ o ot
N = Un NR y Vv&(N) = 0 . On définit une fonction A(x , @) par

n

Mx, @) = lin_ (x, 57a))
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lorsque cette limite existe, = O sinon. I1 est clair que Mz, @) est (ve® W)=

mesurable, comme limite sur (Uq MR )c des fonctions (x ’ sn(a5) o Mais, p-

presque-partout, x —> Mz , @) est la limite simple des fonctions

x —> (x ’ sn(aj) qui convergent dans Ls vers (x.&) , donc le 1° est satisfait.

Vérifions le 2°,
Si (x, ) ¢M, VheXx,
h(x+h,&)=limn_‘m(x+h,sn(a5)=)\(x,'&)+(h,&) .

Donc, on a le 2°, La généralisation & p quelconque est facile,

Si A(x ’ 35 est choisie, on adoptera les notations suivantes :

_ =\_172 | 12
e(x, o) =e Mx,0)-3a"| ol

- 2
- -l
e'(x, @) = e ReM(x,a)-| o] .

On reprend la démonstration de la proposition 2.2 avec la fonction A détermi-

née au lemme 2.1, La fonction o> v(x + h + 2a') e(x + h ’ @) , pour X ¢ N,

~(h,3)

est u-presque-partout égale 3 ar->v(x + h + 2a') e(x , a) e , et est donc

p-mesurable, quel que soit h € BR , & condition que x évite un ensemble négli-

geable supplémentaire (tel que o —> v(x + o) soit continue). Mais, si h € BR
j* |v(zx + b+ 20")||e(x , @) e;(h’a)|d1p|(a , @)
\<ch PR(V)(X +2a') et(x, @ dlp/(a, @),

ce qui est presque partout fini, car

I* dv(x) J% ?R(v)2(x + 2a') e'3(x , o) dlp|(a, @)

< J PR(V)z(X + 2a') e‘2(x , @) dv d|p| = J* PR(v)2(x) dv(x) <+ =

Donc, pour v-presque tout x , V h € BR , O a

| ~(h,a)

(av)(x + h) = j vix+ h+ 2a') e(x, @) e dpla , @) ,

et on a prouvé
J% ISuP|h|SR(AV)(x + 0|2 avlx) < Cp r (Py v)2(x) av(x) .
I1 reste & vérifier la continuité de
(av)(x + n) - (av)(x + ho)
J (v(z + h + 2a") e_(h’a) - v(x + by + 2a') e—(ho’a)) e(x , o) dule, @) ,
pour x ¢ R ( ¥ négligeable).

On remarque que, pour x £ N , o+ PR(v)(x + 2a') est également p-mesurable
(& cause de la continuité de o —> v(x + a') et de la séparabilité de By ), donc,

pour x ¢ N , on peut déterminer, pour tout € >0 , un compact K c X tel que
| o) 20) erx, 0 alul < ¢ .
k° R

On a donc & étudier
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-(h.,Q)

v(ix + b, + 2a') e 0 ) e(x , @) dpla , @)

) e‘(hy-&) - o

JK(V(X + h + 20!
que 1l'on majore par

(sup|v(x + h + 2a') e_h'a - v(x + hy + 2a') e_ho'al) I e'(x, a) dlp|(a, @) .
acK

I1 suffit, alors, de constater que les fonctions h —3> v(x + h + 2a') e~he0

for-
ment un ensémble équicontinu lorsque o € K compact.

La proposition est donc établie quand 4 =0 ,m =0, k =0 .

Quand m # O , on note twu. la mesure de transformée de Fourier,
Ao (z , Z)((:i.-z')'j , t) pour t e@j E', et 1'on pose

D9 (Au).t = j Ty ¥ dtuj(a , @) .

On note 'tp.j = tvj % p' o, oh vy = 5—1((17 + E)j(l + ”2”2)—8/2) , et

p! = ‘5—1(A°(l + Ilzn2)s/2) , ou s est choisi convenablement. Il faut reprendre les

arguments précédents, mais avec le paramdtre 1t .

De 1'inégalité I(tvj)(f) < CHtH(J|f|2 dgs_j)l/z , pour f e cg(xc) , on déduit

que
e, (] < el 1212 ag,_)"?

puis, pour tout borélien A ,
1/2
[ov,1 (8) & cllel] 8,_y (82,

donc
tvj = Hj(t)(a) 8 j ! ou Hj(t) e Lgs-j .
Ceci permet de définir la fonmction A(x , @) vrécédente, cette fonction étant
(ve (gs-,j * |p'|))-mesurable. On constate alors, que A(x , @) est (v®|(tp.j)|)—
mesurable, et qu'il existe une partie M, (v® (gs—j % |p'|) négligeable, telle

que
(x, ) ¥ M=VheX, AMx+h, o =rMx, 2 + (ha) .
I1 existe donc une partie N , v-négligeable, telle que

x¢N et heX
=>Mx, a+h) =AMz, a) + (ha) , (v® ltpjl)-presque-partout, vVt

On définit donc
n

t.wj(x) _—.J v(x + 2a') e(x , Q) d(tp,j)(oz) ,
pour x¢ N avee K =NuN!' uN® .,
N'={xe€eE; a-— v(x + @) *n'est pas continue sur X ou tels que
.[ Pé(v)(x +2a') e'%(x , q) d(gs—j * |p'l) = + =} .

N" = {x € E ; la fonction o —> e(x , @) n'est pas (gs_ * | u'|)-intégravle} ,

J



Bn effet, pour x ¢ N, Vhe Bp , la fonction 6-22
o —> (@) = v(x + h + 20') e(x , & exp(~(n , @)

est ltpjl-intégrable, car il suffit que (o, B) —> f(a + B) Hj(t)(a) soit

(gé-j ® |u!|)-intégrable, la mesurabilité est assurée, et

ij | £(a + B)I!Hj(t)l(od dgé_j(a) afp'](B)
el Tl 2020 1 2a) 012(x, @) Al ¥ W DIZ < e
On a donc bien 1'inégalité

(sup  sup Itw (x + h)l) dv(x) < C J* P (v)(x) av(x) .
[t'st |n|<®
Comme ci-dessus, on prouve la continuité de h —> w. (x + n) : BR -—;(:) E en
x € I°, et on a donc prouvé 2% (au) € C, et P (Au) ¢ Po(u)
~
Ce qui est la proposition quand 4 = O . Soit maintenant 4 €N . ¢ €<:>k+£ B!

que 1l'on écrit

\ .
b= F"%T *prq 8% ¥ %
lp&-qlzi P
(on peut supposer que seul un nombre fini de termes sontnon nul), tp+q GC;k:E' .
Le calcul symbolique, développé plus haut, assure que
]
D4 (au) .t = 2 p°'@<i° j Tcx(aP u) d(tp+q V) dul
p,q3|praf=4 ©7 F

A,

ou

R (R € o S 1212)~/2) | w = T (13)% 40 x (1 + 12)2)°/2) .

1 !
Prenons pour v_(x) 1la fonction (vz (x) , ep) , Ou v£ (x) € €T, de la classe
1
de r& u, Ipl = 4' . Choisissant une mesure ' positive bornée telle que quel que
soit q, |p'l €C. u', par exemple u' = Z|q|$£(|ué|/a2q)upéﬂ , on détermine une

fonction A(x ’ a) (ve (g's_k * p'))—mesurable satisfaisant au lemme 2.1, Hors,

d'un ensemble négligeable (indépendant de t et de h € BR ), on peut définir la

fonction

q
(x + h).t = Z-—-’L—J (x+h+’>oz‘)e(x,oz)e(h’a)d(t v, ) % dp! .
pl gt Yk q
Pyq
En effet, si x ¢ N UN' UN" , avec N et N" définis précédemment, et ol N!
1
est l'ensemble des points x € E tels que « —-e‘vz (x + @) ne soit pas continue

sur X ou tels que
i
',
J PR(VII )2(1{ + 20!') e‘2(x , Ot) d(gs—k * p,‘) =+ ® ,

alors
53

Q) =\ 1=2 2
J Iv (x + h+20)] e ~Re(x, @) e -(h,@)-%0"~| o

| dl(‘cp+q v * uc'l)l

< O I v (x + b+ 20| e'(x, a)(lHr(twq)(a)l dg ) * |ull

s lley, H ( p(x +n+20)|%e®(x, a) dg__, * |u | 1/2”%”1/2 .

or 2|t IPZ 2(pra) _ hw <+ « . Donc
p+q
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s
|wk+z(x + h)ht] < CRHtH‘ 2 —ET;#_T'J* Iv (x+—h+—2d)|29' (x, @ g, Iual

D,a &
t
cgllel .[ P(v* )%(x + 201) e ¥(x , o) dg,_, kW <+ .

On déduit, ensuite, aisément que Dk+£ Au € Ck 4 v et que Pp (Au) <C Py (u)

Soit maintenant 0 < p<1 . Pour x ¢ N UN' UN'" UN™, et pour |y] SR -1,

|Ih'|l £ 1, on doit calculer

k+M(x~+y~+h) - W (x+y)

= p%;( ) f (V (x+2a +y+h)e” ~(an) -Jyp(x+2a‘+y))e(x, cy)e_ya d(tp+q ?k) * dpé ,

1 1
N"= {x € E ; J* P; +p(v£ )2(x + 2a') e1?(x , @) dg,_, * du' =+ ®}

k+4

On obtient alors aisément D Au € Cp Kid ? et la proposition 2.2 est démontrée.

Pour obtenir un résultat de régularité plus précis (sans perte), on a bes01n d'au-

+
tres espaces L

P .
DEFINITION 2.3. - Soit ke N, 0L p <1 3; on définit :

10 P = {feC,; esssup[sup l£(x + t)|| + sup sup |f(x+t+h) = f(x+t)”]
J J x€E  teX teX hex\{0] |n|®
hEBR

= ﬁ;(f) < 4+ w}
20 039 = 6!9/(6!" ny,) .
On constate que n'(f) détermine, par passage au quotient, une norme np(f) sur

c"’
30 cf'(k“"(x ,E) = {ue clg(x JE); Due of .

PROPOSITION 2.3. - Soit A = (1 + Hzi[z)’s/z ,ob s ¢0N . Alors, A optre conti-

ntment de C£K+p — C§+p+s sous la condition p+ s ¢ N .
Démonstration.

1° Considérons d'abord le cas ou P+ 0 <1 ., On écrit

j*“ ) ~L+(s/2) f

= 1
On note s=k+0, kelN.
‘0
Dk+3(Au).t = 2 iﬁﬁgT'J; exp(— T)T—l+(S-k)/2 4T
P7Q!|P+q‘~£ o
j 1/2 ~q .
x (o w)(a/77 <, +q) av! ,
ou
; ~
t= 2 ——"-“-'-t e ™ g
] ! A 9

0y /\ 1 ] Z . t . o 2(0)
et, oy, pour 6 E(E>k g, (a, e)k désigne 1'habituelle fonction de L, (X

obtenue par la dualité mesurable (voir [47]). On considtre, comme ci-dessus, la fonc—
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‘ - -
tion vz (x) et vp(X) pour Ipl = 4' . On désigne par A(x , @) une fonction
(ve v!)-mesurable satisfaisant au lemme 1,1, On adoptera la notation

ot x, o) = o A B(/2)F 1] o

1/2 - 2
et(t,x, a) =6 ReA(x,a)-T| o' |

On étudie
_ g [*° ~1+(sk)/2
Wk+z(X) = pz; 5T 4T %0 exp( -T) T ar
?

xj vp(x + 271/2 ') e(t, x, ) qui/z Az,

1 d\)'
LA ,
pour x ¢ N g N' g N" g N®™ , qui est négligeable. On a noté, N' , 1l'ensemble des

t
x €EE tels que a—>» v'e (x + @) ne soit pas continue sur X ou tels que
oo}
] 1
fo [ s 2 ()2 (x + 272 o))
« et2(1 , x, a) (1 + T)E e

si A' &4 ousi ' =4, et {

T—1+S-(k/2) (l + Ialz)z aT dy!' = © ’

el . Iv¥(x + t + n) = v*(x + )| )
t:§l| "l teX rex\jo) |n| 7 20 )
hEB

On a encore posé

" ={xekE; o-—> A(x , @ n'est pas (v )-mesurable} ,

N"= {xeB; w(a):j mmGIReAh:’MI) av' < =} .
€ 2
1+ ¢)|at|
En effet, dans ces conditions, pour tout h € B
|Wk+£(x +h).t] Cx pzé W [Jj* ]v (x + 21t/ 2 s n)|?
?
x e'2(1 , x y @) TIQI lalzq /2 irs=(k/2) art dv‘]1/2 .
Soit
l “t'“ Z f J* Hv (x + 27 2o+ h)||
| ~T —148—
x e'Z(T y X, Q) T|QI-L955— o~ 148 (ik/2) aT dv .
o
On montre ainsi que D py e 5 « I1 faut, en fait, estimer

(w (x + 7+ h) - k+£(x + 7))t .

On aura besoin dfutiliser le lemme suivant pour transformer 1l'intégrale,

LEMME 2.2, = Soient T e BT , X ¢ N , ye X . Soit g(a') wune fonction (v'(a'))—

mesurable telle que -

[ e o, x, @ avita, 3 <=

A :
Alors, pour tout h e E!' et tout t e(:>k E' , on a

P—
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- - -2 |- -1/2
I oot + ___1;7_2_) e-T]/Zh(x,a)-'rl/2(hoz)-(7/2)a -|042T(a £)pe™" V2 avt (a, 3)
2

' = I'g(a') e‘Tl/2X(X,-&)-TE!2-TlC¥|2 e-Tl/zya e(ah)”'-l/2 (at)f av' .

Déuonstration du lemme., - Pour tout T € B_"' , tout =x éN , d'aprés la lemme 2.1,
o > exp(- /2 AMx , @) est la limite des fonctions exp(- Tl/z(x , sn(as)) ,

v!-presque-partout. Comme, V 7, V a , ces fonctions convergent dans L%,(Xc) ’

on en déduit que, V T € _13_+ , Vx¢&N, la fonction o —> exp(- ‘1’1/2 Mz, @)
est la limite dans Li,(xc) des fonctions exp(=~ Tl/z(x , sn(ozH) .

Vx¢N, ona une mesure, notée M, Sur X , en prenant 1l'image par 1l'applica-
tion X° -3 X 3; o -—> a' de la mesure bornée
o(r, x, o expl- ™/2(y3))(43) exp(~ /2@ )1
Soit g € Cg(X) , on prouve que
Jg(oz' +(h/2T1/2)) dp, = j gla') ai_,

ou ';Ix est l'image par l'application o —> o' de la mesure bornée

o 20, )18/ 207 ol 2r 253 () 2y
. k .

On exprime, en effet :

~]ﬂg(az' + h/a%) dpk(d') = lim j e(t, x, sn(cv))

PO oy o G ()
272

1n ] elr, x, sn(a))-e-T§<Sn<h)’5>e'T%(YSW)(a, s (£))] (s _(at)) avt
il Yoz e
= J e(tr,x, a) -eT (n,0) e~ TYY (5, t)f: gla') dv' = j glat) dﬁx(c:') .

PAY - -
En effet, on note, que quand _tn —>» t dans ®k E!' , (o ’ sn(t))l'{ —> (o, t)
dans Lf:, , que exp(- (o, sn(h))"rl/2) —> exp(- o, h)"\']‘/2

A

Vp<+ o, et que on est ramené & un calcul d'intégrales en dimension finie,

p
dans L\), ’

L'image par a' —» o' + (h/2'rl/2) de u est donc [, done
gla' + (h/2T1/2)) e 1} e ela) € 12
My “'x,h
et les intégrales sont égales. L'hypothése du lemme 2.2 implique que
: 1 . + o, \ .
g(a')eLE si xﬁ.‘N, VTeR , te@kE , he E', On a donc prouvé le

xh _1/2
lemme 2.2 , A'r(k) = {o; fozil +oeee + Icvc'l} €Cy T ik||'} avec a:_j:(a' , ej)' ,

g = e/ |xc]*) ( €y s vee s & forment une base orthonormée, dans E! , d'un sous-
espace de E' , qe N convenable). On note que (7, o') —> Xy (at) est
T

(dTr @ v!)-mesurable.

Soit, pour x ¢ N UN' UN" , y € B ' <1, |kl|*<1:

R-1"'
wk+£(x+ v+ h+k) - Wk+£,(x+ y+h) - wk+£(x+ y+k) + wk+z(x+ y) = I{x,y,h, k) .



I1=2 () Jw T T"l+(s-k)/2 1
P»q 0
pra=~4

1 - i_
—-72(h+k, @) -72(ha)

i 1
X j vp(x+y+h+k+2’r2cx') e - v_(x+y+h+272a') e

(1 X
-v (x+y+k+27%oz') e " (ka) + v_(x+v+212a)

-(7/2)52 T|<1|/2 & (3,

xelt, x, a)e

On écrit dtabord

I=d+K, ol 3 correspond aux termes pour lesquels |p| =4'=4, q=
- 1 1
8_31+82+81+82 .
4
5 _S J o T--1+(s-k)/2 it

1 p YO

~
1

32=zj;°°()j V(x+v+h+k+273a)e7%(h+k)a

P are (4 _(k)- (k/2)77%) P

1

~Tevar
-vp(x+y+k+ 27%0:') e(T,x,a)eTya... av!

z

ou A (k) a été défini plus haut.

10])-“

o'#a (k) 'p

' 1 ~
tp+q)k av(a, @) .
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1
x -T2 -
x Joz‘eA (k) ¥ (x+ y+ 21‘ at) - vp(x+ y+k+ 212 o) e(t,x,a) e V¥ (artp)l'( dv! ,

e -T?ho
Z J ()J (X+y+2'r2 01’)--V(X+y+h+2'r2 at) e ees AV ,
<+co

82=Zp 0 ()Ja'ﬁf(A (x)- (Lc/2)~r“’i’)v(X"Ly"Lh“L“2T§°")e ")

—v(x+y+h+2'rzoz')e()()dv'.

) Zp J';’“ T (k) /2

-

T .
3 .,y ~72(hQ) 5
0{,eAT(vp(x+y+h+2'r o') e . -vp(x+y4_127 a'))

-TRyQ /=
xe(T,x,a)eTyd(aftp)lzdv'.

Le changement de variable T —> T/Hk”'2 donne :

31 = ZP J;OO e-T”k”'ZHKHQS"k T"1+(S-—k)/2

a'el

x J ' (v(x+y+nh+ 27%”1{”'0(') e'TﬁHk”'(ha) -v ()
2 p
e}

On peut estimer

> 1/a®Plv (x+y+h+ éT%||k|'a') exp( - TZHkH (hoz))—v (x+2y+2¢2 k|]'oz')|2
b P
x e('r[|kH‘ x , a) exp(- 7|kl ya)

par
yeB .o IBI'ss, [ki'ss.

Comme

e(tllk)'? , x, @) ... av' .
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- 2 2
- - A
sup e TRe (A X, Q) (1+e)|oz ) T

>0

13,0 ¢ gl Pell® ao) Jy 072 o

x (v (ATHk!{'?)) 1/4 1] (J e P(é ll(ie Z(J;)T:;IZ ) d\,t)l/Z .

Comme v'(AT“k“,+2) = v'(]ai| + eee + }oz('ll L CO T"E) = O(T‘Q/2) pour T —3 @ ,

|81(x , ¥V, h, k)] < CR“h“'p“k“'c ﬁ;(vz)n,c“,( J\e p(l lRe h(i:)i‘:])lz ) dv .)1/2

On a une majoration analogue pour 82 en procédant de méme.

Pour aé , on transforme 1‘intégra1e en utilisant le résultat du lemme 2.2 pour

les fonctions
1 1
2 - 2 2 - .
(vp(x+ y+h+k+ 212 o')(1 XAT(k)—(k/z'r%)) et vp(x+ v+ k+ 272 ot )(1 X( ))

Ceci permet d'écrire

4o
o= T T-l+(c/ 2)

1 | -
al+52_zp 0

) e(hE) T%

1 1
J 2 Mt - 2 A
x oz'éAT (vp(x+y+h+2T o vp(x+y+ 212 o))

X L
= )15 B Vavd) - -
(1 - ola)'T ) e (M(x,8)+ya) ~( ) (v, B av'
On écrit
3B 2 | exp(ac) i E 6) (k)12

1 - exp(ak)!T %)= o exp(ak)'77® 8) (ak)'T = 46 .
Le changement de variables T —> T/ Hk.”‘2 produit :

o=1 Fm i +2 -1+(0-1)/2 o
3+ 3 = |k 2 e

2 p ‘0

1 XJ

-

mlw

el ®ns %lku ' a(x,3),v3l
1én : (v ( 4) -v Ye~ ) N
o 7| | 2 P Px (3 jcl) ee((o&c)‘/ilku')’fz a8 dvt .

‘Majorant, comme plus haut, on obtient :

133 + 331 o ' flll® 572 (ol o/ 2)
) j; —1+(0'—1)/2 (j exp(4 L) 12y g4 4
el 2

On voit assez facilement que 1'intégrale entre parenthdses est en O(exp(~ AT~ ))

quand T —> 0 (restant bornée par ailleurs quand T —> + @ ).

31 + gl < o ll® JllP el o ()% 7 ()

On prend maintenant k = - h . Considérons le terme K , dans ces conditions,
o . i i
K = | Z ( ) IO e T 149/2 arT I (2vp(x+y+272a')-vp(x+y.-h_+2'r‘3a')

a s - Z(n5 L _ -] -
" ( c!)+vp(x+:y’+h+2'r2cv') e’ (hoz)) e(1,%,a) exp(-T3ya) T|q|/2 ozq(orbp_’_q)ﬁ dv'.
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Utilisant, dr-presque-partout, le lemme 2.2 pour certains termes, on écrit

K - s () j+m &~ T-1+(°+in)/2 ar
| pra|=4 0

l\)‘l- 4

x vp(x + ¥+ ZT% at) (2 - &' (Oh)' - —T~§(5h)‘)

=
Tyaq(a,t 'd.\)-

xel(r,x, a)e p+q)k

31
On écrit, comme précédemment, 1 - exp((ch)'T 2 sous forme intégrale, et

. jé -1 -1+(0+|q|-1)/2(j P2 2(A'Y (x4 212 1) e'(7, x, )2 av')E [nflr lit]r av,

. S £+°° T (o] q|-1)/2 jl a8
- 0 0

x| <

1
x I (ch)' v (x+ y+6h+ 218 o) e 6(ha)

RN

x 2 (J e~ T T-1+c/2(l+ )% ar .[ Pé(vg)z(x+ or® a') e' (7, x, 01)2 av') .
L'<k

Soit,au total, x ¢ N UN' UN" UN™, V¥ ye€B
] s cgllelt %2 () n (0 w)

+ Z (wa P (v )2(x + 272 o) e Tz( ) e T _1+°/2(1 + 'r)'a avt 4T)® )
L'sh

On déduit alors aisément avec 1'aide de [13] que :

e{t,x, @) T V¥ (. ) av'.

pz BlI' <%, (k=-1),

Lo liw) € C(n (o* v + Ppy(w)) .

2° Cependent lorsque p+0 =1+ o, @>0, il faut procéder autrement. L'opé-

K+4+1 . A . =&+k+1 2\8

rateur D (au).t , o t e<:>£+k+l E!' , a pour symbole (iZ , )(1+ ||2]]°)7.
On écrit

MG, o) =l exp(c 1) HHEH/Z 2y g

et

AE(E , Z) =VIZQ exp(~ 1) T‘l+(0+k)/2 exp(~= THZ”2) ar .

Ce qui fait que :

m

40
0 - -
Dk+/&+l(AE w.t = )3 ﬁj exp(= 1) 7 1+(o-1)/2 ar
| prq|=2 ¥ J .
P o 1 -q 1
x Ta(a u)(T172 ’ tp+q kel & dVT ¢
Soit
400
g - -
k+£+l(x) t= 2 pﬁzé! je exp(- 1) T 1+(o-1)/2 ar
| pra|=4 *°

/ % lal/2 (3
= q =q 1 1
x vp(x +2 o) e(t,x, )T oo, t k1 av!' .



On sépare les termes correspondants & p=0 et q #0 . Soit
WS(x) .t = 7 (x). 6 + F(x).4

qui est bien défini (ainsi que wk £+1(x +h), YheB ), ¥ e>0, Vt,si

x N yN yN", oo N, N' et N" sont définis comme dans le 1°,

1
W ={x €k o' —-§‘VZ (x + @) n'est pas continue sur X ou tels que

J+m j (1 + P " x + 2T§ a))° e (7 , X, a)2 (1 + T)‘

0]
_1' T—(1+S—k)/2 (1 + lal 2)£ dT» dv! = + =} ,

X

En effet,

k+.%+ 1

(x).t 41 J‘+°° e T T-l+(c_1)/2 J v (x + 27% at)
’P'?"‘ oot Doty x, o) (@) av
peut st'écrire
(x) b = .ﬁ_ J T ¢ -1+(o-1)/2

lpl =4 J‘(v (x + 2T2 al) - v (x)) e(t, x, o) (at )toav! .

Car wv-presque-partout, Vy eX, V Te€ R , V t E<:>k l ’

0 (x) = f —Tp}\(x oz)—T“ya—Toz /2—T|a|
Vit,T

En effet, By (x) = E (x + j) , avec
T t(x) _ f -Ta)\(x o)-Ta /2-f|a| (a,tp): av!

Tout d'abord, V T E.E. , ¥t e(:)k L B ET’t(x) est nulle presque partout,

(Q’tp)' d\)": 0.

dar h est une fonction de la classe de

T,t " ,
J‘Ta(l)(“‘"‘i , £) dv! = e'l(n((tz) e"T“Z“ )) .
TR

~

Un calcul simple montre que, V z € X, J 2, (tC)kﬁl exp(~ THCH ) av(g) =0,
car la fonction z —> e2o exp(- THCH ) av(C) est constante.

On voit ensuite que hors d'un cnsemble v-négligeable, V T EEBT , t €<:>k+l E' ,
ET JG(x) =0 (il suffit d'utiliser la continuité de (7 , t) —> h_ t(x) , x fixé
? ?
en dehors de la réunion de N" et de l'ensemble négligeable des x tels que
#(N ) = &
. 0 s V (RO) =0, tel que x ¢ N
entralne, Vi(r, t)e ><(:>k LB, (x) est nulle et telle que,pour x ¢ N

W (x) =+ ), On a donc trouvé un ensemble K

V(t, t), v-— by T, t(x) est contlnue. Donc, hors d'un ensemble négligeable
?
NO’ V(Ty 9Y)GR+ @k.l_l"xxihy,r’(x)—-o'

Pour x Ny N' y N"y N, , on a
[ 1 -
0 %‘Je T y1+(o-1)/2 I (vp(x + 212 ') - VP(X)) e(r, x, a) (at)* av!

converge vers ( % ) ( )
gy [P _ s J Vv X+ 217" ') - v (X _
ﬁj.J e T T l+(0 l+P)/2 ( P - P ) e(T , X, q) (atp)! avt ,

|p|=4 PO =

la différence étant majorée par



n (0 e Foratdz o fai, x, 0 ank,

soit par

+-c _ _ ' 1 € - -
np(Dz w) ||]]* (JO e T 1 1+(o/2) dTJ et(t, x, a)2 av')? (JO e T T L+a/2 ar)® .
~ ~ AN
Donc, WE(X) —> w(x) dans L\z)(E , ®k+£+l E) . Par ailleurs,

ol

a [

zp!q? 0

)3
Tl

2 ) L : s .
dans L\)(E » Szt E) , ce qui est facile & voir.

#F(x) ot —> #x).t = o ~l+o-1+lal)/2 4,

1
vaP(x+2T§a’) e(’r,x,a)ot (dt )' av' ,

La limite w(x) = w(x) + #(x) est nécessairement une fonction de la classe de
k+'z+l(Au) , car les Dk+£+1(A u) I—> D k'{"@r"l(Au) dans ﬁ_k'w"'l @O,Mk L B, car
Ae(z ) z2)% —> Az , z)& dans Li pour ¢ € L\2) .

Hors de N y N' uy NV UNO , On a

- VI —1+(c—1)/2
W(X+y)t_zp—§TI0 e

j(v (x + v+ 2’r§a')—v(x+y)) e(t, x, a) exp(- T

l_\

S

ya) (t Q) av' .
On &tudic donc I = w(x + y + h).t - w(x + y).t .
(x,y,h,t) =2 -gm e T 1 -1+(0-1)/2 j‘ (v (x+ 272 ot + y+ h)

vp(x v+ "T/”hu'z h)) e(t, x, @ exp(— i3 ya - i hoz) (tp )t dv'

3 [ e O [ et ) v (e ) O (¢ e
Son.ent

(40
I, = 2 'JO ™" T—l+(0-1)/2 ar

1 ' 2
I (vp(x+2'r§oz'+y+h)—vp(x+y+e-T/ i h))
b

h L
' I
oze(AT 21’)

1

1 1
-T< —Teho -
eT)\()eTha(tpa)' av!

400

_ Zp o o7 T—l+(o-l)/2 at J-a'eAT (vp - vp( )) e-T—éK( ) (tp @)t av' ,

et I=I1-12+130

On a

l1,] < Zp ;“ e_T“hHI2 T—1+(C—l)/2uh”'(o‘_1)/2

x J |vp(x+l.2'r%H;hH‘oz'+y+h)--vp(x+y+e"T h)He_Tﬁ”hH'}\( )I ](tp&)'| av
a'e(AT“hH,z-h/znhu_'w'é

z 1
et Anppi2 - /2|t 72 < {a; Jal] + .o 4 Ioz('ll < (¢, + #)7F] 2 un ensemble né-
gligeable (qui dépend de h ) prés. D'ol

1,0 s og by O e (0F w)
o [0 (2 - h/2th'T2)]l/8 d (e e e o 2(x) ar .

|1,] < cglinl "l n (D* ) wz(x) ,
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si q est assez grand.

De méme, on a une majoration analogue pour I2 .
On écrit donc I, sous la forme : N

+® 1 P

- -l+(0—1 )/2 S —T'")\o L)

I =Z.[ T d’rj 2 (v (x+y+2m2 o) -v (x+ e
3 p Y0 € a'éAT p( p( y ) o Y))

o 1 2
- Ej; e T T-l+(0~l)/2 ja'éAT(vp(x+ 212 @'+y) -v_(x+ v+ e-T/”hH .h))

L o@I/E —(e) (p 5y ayr
P

Ce que 1l'on peut écrire I3 = Ié + Ig , avec
4
-1 _~1+(o-1)/2 J 1
=2 e T At | 4y v (x+y+21® ") =v (x+7y))
37,70 a'fA D P

1
1 - —2. - [ - + - - -
x e(T,x,a) exp(- 72 ya) (- e" (an) (t, &) av -2y el 1+(0-1)/2 44
r.

L
x Ja.ﬂ (vp(x +y) - vp(x + 7+ o~/ Il h))
T

x e(t, x, a) exp(- T% ya) e(ah)'/t (tp Q)' dav' .

o0
10 s op Jy A OD/2 s (0 )

O T A e P

comme T{fn]|" ¥
' =
2 —= -
Jr=et™ @IIRIY o i E exp(e® 1
Lv,
et que
v'(Ac‘ 2) = 3 av' £ € inf(1 , exp(-—-é— Cg q-l T—l)) , 4 =2,
iR * Ioz‘l|+...+ a&IZCOT
il suffit donc de choisir CO agsez grand.
o y) 1/2
1530 o 1l [ n (0 ) o/
4o , 2
In = ZIO T-l+(c—1)/2 e—THh”i Hh“!U—l
» :
- - \ -
x Joz'féA (v.(x +y) - Vp(x +y+e ! h)) e i )\"'(tp a)! dv' .
wn|"?
Soit
-
‘ y -1+(o-1)/2 -pT c 1/4 1/2
1yl s o Inf® feir Jg T &7 v (4 4 2z ar .
" ° U L
Donc

1] < g Il el (0% w) o)

Pour les termes (x + y + h).t - W(x + y).t ,
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e -

§ - - - &

1l = 2 AL j eT'rl+(01+lq”/2d7j(v(x+2'r2cr'+y+h)
. plaqf "0 P

Im%a 1

q 2ha i - -

x of 2% _ vp(x+ y+ 212 o')) e( Yoo ol (tp+q a)' av',

lq] > 1, il n'y a pas de probldmes, et on répéte la preuve de la majoration

de K pour trouver une estimation par

CR ”h“’ “t“‘ Jooo J‘-’;’r e—T T—1(0—2+|q|)/2 ( Z'\) (X " 21_2 C‘..")

Si

.
.
<y

x e'?(t , x, a) T dv' .
On considére les termes pour lesquels q =1 ,

40
H = " p!géx f o~ ~1+(0/2)
_z 1
Tq |=1

J (v (x + 2T§ @' + vy + h) e(ah)T§

kX 2
-vp(x+y+ 212 a')) e Mx,a)...
On note que, coome p+o0=1+o<1+0==>0>a, onécrit H=H

1 + H2 avec
12
Hl l IJ-l . qe J’”Ml - _1+(o‘—oz)/2 a/2 aT I (v () e(Oth)Tz VP( ) € vee
fq |=1
E, - a7

o7 T_]_+(o'-a)/2+(0’-1)/2 fl ae
|fu-1 DU O

d Gy

1 L
Bops _ B _
pE T+ oh + 27%-01') ol oha =T M.z (¢

@) dv' .
q ) V_
Pour Hl s On majore par
o _ ¥ _ N
|5, | < 2y IIn||*® j e . L+lo-a)/2 4, J Pﬁ(v‘ Dz + 218 o) e'®(1, x, &) dv'.
Pour H2 s On majore par

00
|5, < ¢ ”hu,ajo o1 ~itlo-a)/2 4.

1
I ;(vz_l)(x + 212 o) e'3(7 , X, @) dv' .
Pour achever, il reste & prouver la continuité, pour v-presque tout x , de l'ap-
plication

~ I -
h € By ——-)W(x+h)t=2p%%‘[o T (Gl)/2

.J (v (x + 2T2 o' +h) -v (x +h))eltr, x, o e_Tz(ha) (t Q)t dvt

f\\
qui est continue & valeur dans &y et 1 E,

<l I e @)

4 % &

) I(v"(x + 2% o' + h) - v"(x + n))

B i —1'9‘: - _ 2 _
x o DY _ (yH(x4 21F a‘+h0) - v*(x+ ho)) e’ hoa”2 e'z('r, x, ) e ol /2 TP

Le théoréme de Lebesgue permet de conclure,

PROPOSITION 2.4, - Soit

A=(1+ {z]9) k/2 , kel . Alors, A opdre continfi-
ment de Cﬁp -——>C;+k si pal_lll_ .
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La preuve est analogue & celle que 1l'on a fait dans le cas p + 0 > 1 ci-dessus.

Nous avons jusqu'a présent utiliser le symbole D pour la dérivée au sens des
distributions, il s'agit de voir maintenant & quel sens les éléments de Cg sont

des classes de fonctions différentiables. On prouve alors la proposition suivante.
PROPOSITION 2.5. - Soit R! 1'opérateur J 1, o) i, @) , ot
B 1 si |t] <w/2
ola') = 8(|ot]) avec i(t) € co(g){
, 0 si [t] >u

1°8i ue Cg y 81 v e @'0 est une fonction de la classe de u , il existe un

ensemble v-négligeable en dehors duquel la fonction h € B' > (R:z v)(x + h) est
(B' = ¢%) & aérivées de Hilbert-Schmidt.

2° 81 u e Cf{ y 81 ve 50 est une fonction de la classe de u , v, une fonc-

tion de 6,@ de la classe de D‘a u, il existe un ensemble v-négligeable N et une

suite ej -3 0 tels que

x ¢ ¥ =>1lim sup ||D‘@(R:€ v)(x + h) - vz(x +h)|| =0 si R'+2ugR.
€0 [jnf'! j
Démonstration.

1° A cause du lemme 2.1, on peut écrire, pour |jh|' <R, x £ N u N‘€ UN", ou
N est relatif & la fonction Az , @) (v@® v!)-mesurable, avec
3% L - 2
L ~Del - !
N = {x € E; ‘r IPR(V)(x + 2¢€° a')|2 g "2ERe Mx,3)- 2¢|ef dv! = +
ou tels que o —> v(x + @) n'est pas continue.}
N ={xeBj; ao-—>Ax, @) n'est pas v'-mesurable} .

~

1
RY v(ix + h) - RY v(xz) =J v(x + 268 ')
1

= )1 ."F 1 1 B (e 2 2
N (e(ah)'g o( & o __{21_) _ cP(eg o)) e e2A(x,@)...~¢€|qf avt
Au moins pour h dans une partie dense de E' , on peut écrire :
1
~2(7n ! X L
o€ “(ah) o6 o _%) - ol F o)
N-1 k . -\ & .
= 2 > (,- 1) (Dz cp)-(eg cz')-l-l- (ah)' E-'Q/Z
5=l fke=j 41 ki 2 i
N-1 R Y
1- k h oh)'e © (ah)! ~L/2
+“r0'<‘TN'S—)—177£kNm—(— 1) (D cD)(e al - sh/2) s( )te '(""’%T' 4/ ds .
Ce qui donne
N-1 [ 1
(R:: v)(x + n) - (R‘ )= 2 2 .] v(x + 268 at)
j=1 4+k=j y
-4/2
x(—lk———c‘i(za' (ah)“"-iz—s—-—e-()dv'+RNe(x,h),

avec
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e

i o L, .
Ly - S)N‘l -e2A(x,0)-e®s(ha)=...

1
3 _ - 3
RN(X ’ h) =4dp —-(I\—T—:—:LTT .J V(X + 2€° o' + Sh) e
) ) - - 1
x J ﬂ%(_ D (an)d 42 oF (& oz')g-dv' .
A+k=N :
Cette fois avec h quelconque dans ”hH'.s R , cette expression est encore vala-

ble pour x ¢ N U N' UN" , avec x remplacé par x +y , y € B et |n'< 1.

R~1
On aura alors

1 ':2 o 1]2 L
|R§(x, v, h) <0 ”hH‘N E_N/2 (I P;(v)(x ¢ 268 qr) eT2E7Re Mx,0)-2¢| o] dv')® .,

Cette majoration étant uniforme en y et h tels que |y + hj|' R et vraie
quel que soit N , on déduit que, pour x ¢ N u N' u N* , la fonction
h e E' — (R; v)(x + h) est C°, pour |hij* < R . Par ailleurs, on prouve que
les dérivées sont de type Hilbert-Schmidt. Il est alors facile de déduire le 1°,

2° On introduit R_= I T, 4Vl pour constater que Re(l) = rg(l + s/ag)-l/2 ,
dfou lime*o Re(l) = 1 . Mais, v-presque-partout,

1

- 2 2
—e2 —el o
IR, (1)) - R ()] € oe | Jor]2 om PR Mm@=elot|® gy <o o /A"
pour €< 1/2 . Si ej —> 0 , on en déduit que, v-presque-partout,
3 1 -
llmej~0 st(l)(x) =1
et méme, v-presque-partout,

1im |R:€.(1)(x+h) —RE'(1)| =0 .

J J
Reprenant la preuve du 1°, on a construit, quel que soit & , une fonction défi-

50 SUPIp| R

nie, presque partout sur E , & valeurs dans (?). E, par
—el/2 P - 2

, p - :

x 2 —%i~7 (- 1)P k—'P——~(£)(zr:l/2 )@, O e V2 gy
pra=4 P° 1 2P

Par ailleurs, l'opérateur » . R! ayant pour symbole (iE)& RL(E , z) , pour

c
z€ X , ona

(12)% r1(Z , 2)

i
ie2(zonz 1 (- 1)P 1 -
R D A TR CE VL JRVE JPC R LR TE
pl af  _p ® ’ ’
pra=4 2
égalité que l'on prouve, d'abord en faisant agir chacun des 2 membres sur e »
Ihl = & , et en intégrant par parties, on prouve que l'application
2N\ AN L -
t er E' @@q Bt —> (DP o) (& o) (7, .)'¢

a

est continue & valeurs dans Li,, puis par prolongement continu, pour V z € EC .
Donc, Dﬁ(RL v)(x) est une fonction de la classe de Dﬁ(R; u) . Ceci permet donc
de calculer Dz(R; v)(x).t sous la forme

1
1 =) e -

’TﬁiT t j v (x + 20 €?) &~ ° Mx,a)... €|q|/2 ol dv
|p+q‘=£ P q! ptq p
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Soit
(Rt v)(x + h) - R'(v )(z + )|

1 2

1 B

< CR 2 Z J lP (v4 )(x + 2€2 oz‘)|2 2e®Re A(x,q)- 2£|oz I av'
4it=0

v-presque-partout pour ¥ h ||b]|' <R, et donc

r (sup HDA(R' v)(x + h) - R‘( &)(x + h)”) av(x)
ilh'<R & P& AN
$Cpe 2 4 () (x) av(x) .
i'=0
On va étudier maintenant
R'(vf')(x +h) - v g 4 h)
= RL v(x + h) - ¥ (x + 1) R'(l)(x + h) + ¥ 4(x + h)(‘i‘(l)(x +h) - 1)

XL - 2 - 2 -
___‘[ (V¥(x + h + 2628 o) ¢ 2\(x,3)-¢ hoz... - v(x+ 1) e=¢ )\(x,a)...) o av! .

Coupons l'intégrale en deux :

Te= JIoz‘l<f>

I‘é=f|

L L - -
(v*(x + h + 268 o) - *(x + n)) exp(- €% Mx , @) - € ha..) @ dv' .

1
1 -efhy -~
P(x+h+ 268 at) e Eho‘e()cpd\)'

o' >p 2
e2a( )

(x+‘1)e @ dv' .

lat|>p ¥
Pour majorer I'8 , on utilise le fait que o ——> vA(x + h) est continue pour

obtenir

vn>0, 1 Tb ’ p€2~$ Tb ’ .
| j -e2Re A(x a)—e|c¢'|2
=2V h, |h|<R, I;s(x , h) < Cp MJ e ’ av!

Quant a I'é , on a une majoration v—preaque—partout : pour ||h||' < R

lI'e‘(x , h)| <¢ (v‘q')(x) (I -2¢° ?\(X a)—25|a'| ')2

Au total donc, v-presque-partout,

IR v*(x + n) - V*(x + n) R (1)(x + )|]) =

lim
€.
J J

-0 |
Et, comme Hv (x + b)|| s Py (v*)(z) e L\Z) , on en déduit
limj_mJ (suth“.SR ¥*(x + n) R;j(l)(x +h) - v (x4 n) )2 av(x) =

Considérant éventuellement une sous-suite, on voit que, v-presque-partout,

SUP| i R? ||D*"(R‘Ej v)(x + b) - vz(x + h)|| =—>0 .

COROLLAIRE 2.1.

1°5i ue Cf’{ y il existe une fonction v de la classe de u telle que, v-pres-
que-partout, la fonction h e E' —>v(x + h) est 4 fois B'-différentiable. De

plus, la fonction D‘e' v(x) définie ainsi, v-presque-partout, appartient a Cz ’
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et est de la classe de D‘a u .

0gp<1i.Soit uec¥? . soit on effet F

(B' - Cz') , et Dd v(zx + .) est X-continue.

tel que x ¢ N = v(x +.) est

2° On a donc C

X ¢ U, - t ~entraine alors

sup sup HDa@ v(x + t + h) - D¥(v(x + t)] <€ sup ”D.e+1 v(x st )|
| t|<r-1 |In||'s1 |nf|*P |t]<®

Ceci permet de prouver le théoréme suivant.
THf.DRfE“IE 2,1. - Soit AeT:. avec m€ R . Alors, A applique cr® —_—3 e
. e le 6 ~ L4 weedubeatiodh R R
Si e R et ao+mn £N.

La démonstration se fait comme dans [ 10].

3, Applications & 1'existence et & la régularité lipschitzienne des solutions

d'éguations pseudo-différentielles elliptiques.

Soit P un opérateur elliptique de la classe Tlg , m € _If . Nous allons étudier
1'équation Pu = f , lorsque f € C'£'+P(X , E) .

THﬁOR\B‘IE 3.1. - Soit P elliptique de la classe Tng , m € _13_+ . Soit u € Cﬁ(X,E)

4
tel que Pu e C2**P(x , E) , alors ueCc ™P(x ,E), 4 €N, p>0 si meX.
el que R ’ y 8L0TS P P S1 N

%, meR . Soit

f e c§(x , B) , alors Vx e E, il existe un voisinage de x , V , et il existe
. A+p . .
u e Cﬁ(X , B) telgue Pu=f sur V .Deplus, si f € Cp dans un voisinage

de x, alors u € C§+p+m dans V .

THEOREME 3.2. — Soit P elliptigue dans la classe T

Démonstration du théoréme. - Nous allons d'abord prouver que si f € Cﬁ(X , B) ,

il existe, V Xy € E, Vx et u e Cﬁ tels que Pu=f sur V . On dit que
0
u € Cf’:p dans l'ouvert V si u € Ek+p

, et si, ¥ yeC (E), supp(y) eV,
alors {u € C'§+p(X , E) .

A 1'zide du théoréme 1.2, nous savons qu'il existe QI:T y RI:I et R tels que
PoQl=I+RL+R, QI\'IeTgm, RI'\IeTgN et Re R .

Soit ¢ € C,:(E) y ©®=1 sur un voisinage de x, et & support dans la boule

{x € E; Hx-—xOH<'ﬂ}. °
WP o Q') = ¢+ R' + @R
(on abandonne les indices N ), ce qui s'éerit
p(P o Q') =1+ R+ R+ -1,
Nous allons prouver le lemme suivant.
LEMKE 3.1. - Soit A€ T-a'm'

supp ¢ c B(xo , M) ,etsi ue Cﬁ avec supp u < B(xo , T, alors

©
avec m' >0 . Si cper(E.) y o<1,
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PR(mA(u)) < c(m) PR(U) ’
et limp o (M) =0 .

Démonstration du lemme. - On exprime @iu = J c mTa u dp o On prétend que, si

Supp u c B(xo m , @hu = JH&' <0
~
car supp T U  Supp u - 2¢' . Donc

¢T, u du , car lot]] > 0 entraine @ u=0,

Pploau) g Cp Pplu) ful ({[ler] s 1)) -

On conclut alors, comme dans [ 10]. Si on note que, pour tout entier N fixé,

1'algebre R est également engendrée par les produits A o B et B o A, avec

B e T;N , A€ 7= , il est facile de voir que le résultat du lemme est valable éga-

lement pour un élément de & . .

Revenons & la démonstration du théordme 3.1. Le lemme 3.1 et la remarque précé-
dente prouvent que la norme de 1'opérateur Rl = @(R + R')¢ , comme opérateur de
CR — C3 » tend vers zéro lorsque 1T —>0 , si { désigne une fonction de C:(E)

bornée par 1 qui vaut 1 sur un voisinage de x, et qui a son support dans

0

{xekE; @(x) = 1} . Comme on a prouvé & la proposition 2.1 que Cﬁ est un espace
de Banach, on en déduit que, pour 1T assez petit, (1 + Rl)—l : CR > Cg + On

voit que
@ o Qg1 + Rl)'1 = (- 1)1+ Rl)_l
I1 suffit de poser
w= iyt +R)7E,

ona ue€E Cﬁ et Pu=f sur un voisinage de x. . Prouvons maintenant le deuxiéme

0
point. Guitte & restreindre encore V , on peut supposer que

Vc B(x , T) B(xO ,

et f e C§é+p sur W ., Soit ¢ € C (b) , avec supp ¥ ¢ V . On détermine

rt)cw, r' >r,

p € C:(E) : @ = sur le support de Yy , supp p ¢ W, on a donc o(Pu) € sz P,
On prend @ , RN , R, comme au théoreme 3.1, et on a
¥ (@) = W[ Q oIP + QP = 4{Q s 9P + (T + Ry + RY) ,
oy » 9l = v le-1),
done
wQN(cpPu) = fu + YRy u + YR} + wQN(q)- 1) Pu .
Ry € TgN , Rrer™, w(RN + R')u sera dans céfm+p(x , E) . Comme

@Pu € créte par hypothése, il suffit de prouver que QN(¢ - 1)(Pu) € C£+p+m , ce

qui est 1l'objet de la proposition suivante.

I
’—l

PROPCSITION 3.1 (caractere pseudo—local) - Soient ¢ et ¢ € C (E) avec @ =

sur le support de ¢ , Q€ T (E) avec m' <0 , et Pe€ iy , alors 1l'opérateur

)

$Q(1 - ¢)P opere de C8(X , E) dans cg(x ,E), YNeN.
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Démonstration.

$Q(1 - @)u = j glx, a').T u dp(a) ,

avec g(x , o') = $(x)(1 - ¢lx + 2")) € C, *(E x E) . Comme g est nulle au voisi-
nage de o=0, en remplagant g par (g‘/|01| et w par Ioz. 4 , On pourra

supposer que y € Té , ou N est assez grand.

L'application aex® = glx, o) est ¢° a valeur dans £(e%), Vse R.
Pour u € B (E) , o=—> 7T u est (8'° - ¢®) sur x° & valeurs dans ol

VsekR. On va d'abord exprimer Q(1 - @)° op(‘lzn Y(u) pour u€ Bc 1(E) . On
constate que

(r o on([Z21%))(w) 25 1, o (on(fl2*)u)
o

dans g£° , Vs, pour u fixée dans B:yl(E) , la convergence étant uniforme en

. P c
o sur les parties bornées de X .

Par ailleurs,

T o op(]|2"]%) (w)

o A A & A
i 5 ()ax aauaa(Tanu)= 5 ()Ana&(’l‘anu)?l.
>\ HES a2)‘ 32”‘ {2p+|>\l—k ax al
Gl ul+Ta) =
Done
[ ~k A ok
Au = wQ(l - ) o op{||z “ )(u) = ‘lL— J glx, o) a, 3a('f n u) % A
{)\ o a

Intégrant par parties avec une identité, on obtient

~k
2 glx, o) [y Bi\('r 1 u) -01-2—)\
AyD o a
Y ' i
z ( ) a;i‘)\" ag—l—ﬂ AJ ( agf'}\. a};ﬁ'\) AJ g a/\\:+}\.|g_u_n )
= A T4 T/ ?
I QAT o TS Tl az(A FA)+A

T = {i= (3,30 00V Tome A, A AM), 20503+l +] ol +1ml+]wh )+ A [+ an]+ A =k
;o NS A+ AY,
I = In 3 .
n n

Posant
1N 3 1 A = )
b = 5 =) (go(3, 2) |olf? (-z—)v+ (§)p+ )

) 0 ’
a2(p+\)) a2()\‘+)\")+7\" o TR
SV P PR WY 3]
gi(x,oz)-aaaa o, b5

on constate que

| 1 1
leg < 25 aw+>\"-(W'ﬂ)+2(>\'+>\m}m+n+p~< F(prv) T2 KNy ¢
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Soit Z Hp | <+ =, les g; forment un ensemble borné de fonctions de C (ExE),
]
les Bi = 3 l(p ) une famille absolument sommable de TéN .

Apres passage & la limite, on obtient

A= Q(L = @) » oP(HzHZk)u = ZieI J g.(X @) T, dp

Posant Ai u = J g; (x y Q) Ta u du , on prouve que 1l'on peut écrire
PAY
") _ I P 4
D (Ai .t = 2 g glx , a).T ud(tp+q i) , avec tp+q€® E.
9
{fp?+|q|+r=£

Utilisant ce qui précdde : t . = H(t . % . , On prouve que
. qui p prq M = B(b ) g 5 %y, on D q
D (Ai u) € C, si ueC? et on a également une inégalité :

4 R
n,(4; w) s ¢ gl .

. ~ . . L .
Comme zﬁ ““i” <+ @, il est clair que Aue Cp si ue C9.

3i, naintenant, P est quelconque, on écrit
2 \k m-2k -N
P =op((1+ ||2]|)") o PL + Ry avec PLeT, = , R.€ T

Pour u€ €2, PLuecC et R ue€cCy (si k est choisi assez grand), et on
a le résultat, ’
Remarque. ~ Les résultats des théordmes 3.1 et 3.2 sont valables dés que P a

une paramétrix dans une classe Tgm y et s'appliquent donc & 1l'exemple du corollai-

re l.9.
1 °
4, Le cas de l'opérateur A = Z. —_——,
i 2 2
a, Ox.
i i
On écrit A =P + A' avec
2 X
1 d o) . i 9
P"‘Z;:l 2( 2'xin,) et Al = i=1 2 ox, °
a; ox, i a;, 1

On notera Qy = op((l + Hz”2)—l) .

PROPOSTTION 4.1, - ¥ N €N, 3 Q €Tp° et R €77 ' tels que

Qp o A =T+ R+ A o q

( 6 désigne un nombre arbitraire < 1 et &> /2 ).

Démonstration. - On raisonne par récurrence sur N .

1° =0,
=28

QO o A= QO o P+ QO o A' = T + Ré + QO o A' avec 'RO € T6 ’

et on utilise le lemme suivant pour montrer que [Qo , A'] e T—é .

LEWE 4.1, 81 Qe Ty, [Q, &')=0Q. 4 -4 o qerih,

Démonstration du lemme, - A°'(E ’ Z) = (Ela)ExE - “Q”Z
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&

32 2
QoA‘—QA'+Zm (-1) aQiQ(z——-z——)ar o1 %%?—
ai _ i i
&
A onQA'+Z.2-—é-a§ Q.
1 ai i

Donc

d"\
[

132 e S 22 S
Qo sl - At o Q= zﬁ —§'az. Q+ 2 Zi 2 (aE. Q- az. Q) 2 i az. & 2!
&, i a; i i i e
avec , V e>0, _
g, [
Z - n-2% i _ m-&+1+¢€ Fi o mo=&+l+e
al; Qe T, 4 (3. @ al; Q) €Ty , 22 3 Qe ’
a, i i &
Donc, on a bien [Q , A'] € T%+l .

2° Supposons la propriété prouvée jusqu'd N - 1 . On pose U1 = Qq - Ry Q s
d'ou

Qpep o A= T+ Ry + &0 o qp - (Ry Q) = 4
=TI+ Ry + A o Q- (RN QO) o P - (RN QO) o A
=T+ RE+[RpQy, A7+ A" o Q- A o (Rp Q)
avec [Ry Q) , A'] €T} et At G - A o (Ry Q) €4 o Q.

-N- 26

On a posé (RN QO) = Ry + Ry avec R} € Ty gN-l .

On a donc bien prouvé la proposition 4.1.

PROPOSITION 4.2, = V je N, VYV Ne€ N, il existe des opérateurs € T‘N‘l,
Jel (1)~ 8
N =2 N,j N,j -(j+1 =23
Qj € T6 ’ RJ+1 s eve R2 € T6 g eee T6 tels que

N, j

Qj °A=I+RTI+A‘ ORI]Q.‘;_;*' .¢0+A'J °R23 +(A‘ 9 eeo A'J) Oﬂ-mo

(', ..., a'9) o &% désigne un opérateur de la forme a® o R , Ou RE >

Démonstration. = On raisonne par récurrence sur j , N étant fixé (on abandonne
cet indice). Pour j = L , on avu (proposition 4.1) que AT Ry + A' o QN,

ce qui est ce que 1l'on voulait.

Supposons donc la proposition prouvée jusqu'a j .
On pose
- Q. - (& td o
Uy = Q (&Y o Rpys+oeee + A% 0 sz) %
et

@

Q.

—_ 1
4l A=T+ R+ (A* o R

ljo 1 tjo(R"
j+1 + vee + A sz) + (AY,..A'Y)

° f j 1
- (A Rl+j + oeee 4+ A'Y o sz) o (I + Ry + A' o QO) .

On obtient des termes de la forme

k k 1 k - .
1 = A ' ° OR' | =
AV Rj+k ° RO = A'" o Rk+j+1 + A R, avec 4 Rk+3+1 k+j+1,

et également de la forme
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k+1

k k
o A! = A © ° At 1 ! °
° Rk+,j At o Qy = A (Rj+k QO) + A [Pj+k , A']) %
Kk-j-2 | : k-j+1 k=j-l e )
avec (Rj+k QO)ETG + R , et [...]€T6 oQOc.T6 + R, Ceci

est conforme & ce que l'on voulait, on a donc prouvé la proposition 4.2,

On montre le lemme suivant,

LELE 4.2, - Soit R'=A' ¢ Q , 9E€ C:(E) (0 g pg 1) supp @ < B(xo , T,
supp u c B(xo , N) , alors

P (ch'u) c(y) ¢ PR(u) avec lim C(7) =0 .
0

Dénonstration. - cp(X) A' est 1l'opérateur (q)(x) x.Du) de ¢° —_ ps-1 .
o
- ~1+% o 2 1
DQ u-.JO exp(- t) t dtJ Tdutz a” av! .

Done,

© 4 3 r -—

' = EE(.E.)_J - -l+3 2.2 gu
olx) 2 Q u= jE]_ x; =55, exp(- t) t at J Ty 3 a; dv! ,

i
\ R 2 2
ou la convergence a lieu dans L\) , pour u € Lv ¢« 31 le supnort de u est contenu

dans B(x, , 7) , on a vu qu'on peut écrire
Py oo

olx) A1q) u = q<x> Jo expl- 8) ¢ at I|a'|<n PRl

dv! .

2
i t

Si v(x) e @ est une fonction de la classe de u € C, on obtient la fonction,

définie v-presque-partout,

© X, 400 142
ofx) 41(Q v) = 2 = o(x) Io exp(- t) t7 7% at
i=1 &i 1 5 a‘ 5
x o v(x+2t® at)exp(-tZ A(x, @)) -—Jf a; dvt ,
[l [lsmt ™= 2
+e -141
o) () 7)) = ole) g exnl= 1) £ at
x L vix + 21:% a') exp(- t% Mz, @) (-)-c-é- , @) dv!
ot [lsmt™= a

car les Ziea x, E:i convergent, V x e E, dans Li, vers (x/a2 , @' . On peut

maintenant déduire que
-}

1
sup | (o(x) A'Q, vI)(x + )| < ( 0 exp(- t) t72 at
RS T ity s 2t a) vt L et ) e
x J Pp(v)(z + 2t% o') av o exp(- t) t72 at J |01'||<ﬂ

On a ainsi le résultat du lemme,

PR 1 32 2+p
THEOREME 4.1. - Soit A:Z:_l—-?;——z—, slors feC”P(x,B), vzeE, 11

& ox i
. - A+m+p
existe un voisinage de x , V , et il existe ue CR (V) tel que Au=1f sur

V.

Démonstration. — La démonstration suit celle du théoréme 3.2. On détermine

d'abord u , solution de Au=f, ue C§ par

AoQO=I+R1+A'oQ0,avec I+R1=P6Q0, Rlengé.
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En effet, il suffit d'appliquer le lemme 3,1 & R, et le lemme 4.2 a R'=A'o ° Qqe

A+ p+m

I1 faut ensuite prouver que u est C sur V . On utilise la proposition

4,2 pour écrire

Qj o A =1+ RN + A' o R1+j + eee + ad . sz + (a s eee A‘J) o« R,

. /&7 y, J et N assez grands. On choisit @ et § comme dahs la démonstra-
tion du théoréme 3.2 et on a
lr — - ) - \! 4T At °
ij whu = ij(l @)Au + u + @?N u + yA R1+j u
+ s0e + \VA'J L] R

A+ pm

05 B * y(ar oae A'j) o Ru

4 cause de 1l'hypothése wQ (pau) € Cq . D'autre part,

q;Qj(l - @)A = \J;Qj(l - @)P + \IJQj(l - @)A! ,
WQj(l - )P est régularisant d'aprds la proposition 3.1.

On étudie donc

wj(l - @)A' = $A'Q (1 - o) + A, a (- @) + ¥y Ay

ol k@ est la fonction de Cb : h¢(x) = Z;;l(xi/ai (aq/axi .

-1
Comme [A' , Qj] €%

, A, Qj](l - ¢) envoie cg ——9~C§ , quel que soit N,
(1 - @ar = e, Q1 - @) + a1R(1 - @)+ yar - A Al - @)

Or ¢ =1 sur le support de ¢ , donc X@ = (0 sur le support de ¢ . Donc \]:Q)\cp
est régularisant Cﬁ ) Cg , quel que soit N . De méme,

N
Ay a1 - 9) = g —>Cp

On vérifie, d'autre part directement, que Avd ¥ ou WA’J opére de Cgfa —_ Cé ’

si supp ¥ est borné. Donc 1'opérateur
AyQ(1 - @) envoie o dans Cg , VN.

On voit donc que WQ (1 - w)Au € CR , quel que soit N . Et si on a choisit

assez grand, on a ¢(A' ° R u) € Cﬁ “1 | done w(A' 0 ) € C£+p+m , et le
~t
théoréme 4.1 est prouvé.
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