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STRUCTURE ALGEBRIQUE DE LA MESURE PHYSIQUE

B. LE FUR

Origine_de la mesure :

Comme pour la roue, on ignore le nom des inventeurs
des premiers instruments de mesure : régle gradu&e ou non, cor-
deau, balance 3@ un ou deux plateaux. On peut penser seulement que
l1'invention de la balance n'a pu &tre faite gqu'aprés celle de la
corde (ou de la ficelle) n&cessaire pour pouvoir attacher le (ou
les) plateau(x) au fl&au. Remarquons que l'invention de la corde
est peut 8tre plus importante que celle de la roue, car on n'au-
rait pas pu sans elle élever la plupart des monuments de 1l'Anti-
quité&. En outre, n'oublions pas gue c'est la corde gqui a permis
& 1l'homme d'accéder &8 la notion d'espace vectoriel,

Du point de vue arch&ologique, la premi@re mesure
semblerait 8tre celle du temps ainsi que l'a montré Marshack en
découvrant que certains os gravés par 1l'homme de Cro-Magnon
(c. 40 000 a.J.C.) é&taient des calendriers lunaires. Beaucoup
plus tard (c. 2000 a.J.C.), on a trouvé, au cours des fouilles de
Mohendjo~Daro (civilisation de 1'Indus), un fragment de régle
graduée ainsi qu'une bhalance & deux plateaux avec des poids cubi-
gues en pierre, dont la forme a peut 8tre donné naissance au

fameux probléme de la duplication du cube.

Une autre source d'information est fournie par
1'étymologie des différents noms ayant pour sens "mesure". En
effet, le mot frangais vient du latin mensura, mais nous avons

ici deux racines indo-europ&ennes en compétition.

La premidre est liée 3 la lune (ma en sanscrit, gég
en grec, Mond en allemand, etc.). Cette &tymologie a pour elle
le fait que, comme on vient de le voir, les phases de la lune ont
servi depuis les premiers &ges 3 mesurer le temps par simple

&numération.
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Mais remarquons gu'en sanscrit gé veut dire aussi
clarté et aurait donc la m8me racine que le mot latin mane, matin.
La lune ne serait donc pas 1l'astre qui mesure, dé&finition un peu
trop abstraite, mais plutdt l'astre lumineux, ne possédant pas
de lumiére propre, définition en accord avec les &tymologistes de
luna, venant de lumen, et de s8lén&, venant de sélas.

Selon d'autres auteurs, le verbe metiri, mesurer,
viendrait d'une autre racine indo-européenne liée a4 l'action de
couper et qui a donné le mot sanscrit madhyah, couper 3 travers,
le mot latin massa, masse, et le mot allemand Messer, couteau.
D'aprés cette deuxiéme étymologie, la premidre idée de la mesure
serait celle de la longueur, assocife d l'opération de division
gr8ce & un instrument de mesure (canne, r&gle ou cordeau). De
plus, le mot sanscrit matra, mesure, s'emploie aprés d'autres
mots pour clore une &numération ou pour limiter une signification
avec le sens : c'est tout ou seulement cela. C'est donc bien une
idée de coupure qui serait liée primitivement 3 celle de mesure.

Dans les temps historigques, on a commencé a ré-
fléchir sur le processus de la mesure physique. Dans le Livre V
des Elé&ments d'Fuclide, attribué &galement & Eudoxe de Cnide, 1la
mesure des longueurs est mise sur le méme plan que 1’'&numération,
qui permet elle aussi d'obtenir des nombres & partir des objets.

Structure de la mesure :

Mous resterons ici dans leccadre de la physique
dite classique, mais qu'on appelle 3 présent, de fagon plus
juste, physique non-relativiste et non-quantique. Si 1l'on se
place dans un plan ol les coordonnées sont la vitesse et 1l'in-
verse de l'action de référence rendues adimensionnelles, on voit
que le domaine gui nous intéresse sera trés petit, bien que les
phé&noménes qui y correspondent soient pourtant parmi ceux qui

concernent le plus les hommes.



2.1 Structure ternaire

D R e I Y il

On a l'habitude de distinguer dans la théorie

de la mesure physique trois niveaux de connaissance portant des
noms différents selon les auteurs. Le premier niveau correspond

d une qualité& du corps matériel qui est susceptible de conduire

d une mesure, c'est le cas, par exemple, de la surface d'un corps
ou du courant &lectrigque dans un fil conducteur. Le second niveau
correspond & une grandeur attaché&e 3 la qualité ci-dessus, soit
l'aire ou la quantité& de lumiére venant de la surface d'un corps
ou bien l'intensité du courant électrigue dans un f£fil. Enfin, le
troisiéme niveau est la mesure elle-m@me qui est un nombre obtenu
par comparaison entre la grandeur mesurée et 1l'unité de mesure.

On voit sur le Tableau 1 les noms donnés 3 ces

trois niveaux de connaissance par différents auteurs.

La structure ternaire de la mesure présente une
certaine analogie avec celle bien connue du langage. Sur le
Tableau 2, sont donnés les différents noms des trois niveaux de
connaissance du langage utilisés par Aristote, St Thomas d'Aquin

et de Saussure.

Il apparait donc que la grandeur mesuré&e est un
concept qui s'exprime sous la forme d'un nombre différent selon
l'unité de mesure choisie qui joue ainsi le m@me r8le gque la

langue pour 1l'expression du signe Saussurien.

2.21 L'ensemble des qualités mesurables telles que les
longueurs, les surfaces; les volumes, les masses, etc. se divise
en sous-ensembles totalement préordonnés (Axiome 1l). La relation
de préordre (symbole < )} posséde, comme les relations d'équiva-

lence et d'ordre, les propriétés de réflexivité et de transiti-

vit&. On sait qu'on a :
A<B & B<A_3azB [¥] (1)

od ¥ est une relation d'équivalence. Pour une relation d'ordre,

cette relation dféquivalence € serait une relation d'égalité.



Exemple 1 :

Dans les bibliothéques, l'ordre lexicographique des

noms 4'auteurs est souvent remplacé par un préordre correspondant

a l'ordre lexicographique pour les suites des trois premiéres let-

tres du nom de l'auteur. Par exemple :

Premier niveau

Deuxiéme niveau

Troisié&me niveat

Antiquité
grecque Sortes de grandeurd Grandeurs Rapports
(d'aprés Krasner)
KRASNER Grandeurs Valeurs Mesures
[ (1979)
SAINT-GUILHEM Nature de Espéce de Mesure
(1971) grandeur grandeur
MARTINOT~-LAGARDE Propriété Grandeur Mesure
(1974) particuliére
LE FUR Qualité Grandeur Mesure
(1982) mesurable mesurée
TABLEAU I
Premier niveau Deuxiéme niveau |Troisiéme niveat
ARISTOTE Affections Mot parlé
St~-THOMAS Res Intellectus Vox
D'AQUIN
DE SAUSSURE (R&fBrent) Signifié Signifient

TARTREAU IT



x € {CHAmfort, CHAteaubrinad,...},
y & {LAMarck , LAMartine,...}l,

-

z ¢ {VERcors , VERne,...};

X <y <z .

Il est facile de voir que les ensembles de quali-
tés mesurables tels que les longueurs de segments de courbe ou
les surfaces d'objets possddent une structure de préordre total,
la relation d'équivalence ¥ de (1) &tant la relation "ayant la
méme grandeur mesurée":

2.22 Les qualités mesurables peuvent se juxtaposer
(régles mises bout & bout, "poids" placés dans le m&me plateau,
etc.) et former ainsi une autre gqualité mesurable : par exemple,
la surface AT B obtenue par juxtaposition (symbole ™ ) de deux
surfaces A et B .

Il y a une analogie avec la concaténation lin-
guistique et, comme en linguistique (Chomsky, Moreau, etc.), on
voit que chaque sous-ensemble totalement préordonné de qualités
mesurables est un monoide, c'est-3~dire avec une structure possé-
dant une loi de composition interne et un &lément neutre Wl (cadrat)
tel que :

X" fR=0"x = x , (3)
mais ici le monoide sera commutatif.

On supposera (Axiome 2) que les régles de préordre
suivantes sont valables :

AT B > A,
(4)
AT B » B .
On remarquera que l'axiomatique de la théorie
des ensembles est ici sous-entendue.
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Dans chaque sous-~ensemble de grandeurs mesurées
correspondant 3 chaque sous-ensemble de gqualités mesurables, il
existe une relation d'ordre total. Il existe aussi un &pimor-
phisme M; entre ces sous-ensembles de telle fagon que

Ar>a & Bwv*> Db ATB — aTb , (5)

Chacun de ces sous-ensembles de grandeurs mesurées
est &galement un monoide commutatif avec comme opération
kinairerla "somme" .de symbole T et comme &lément neutre la
grandeur mesurée e , correspondant & la qualité mesurable ¥ .
L'"addition" de grandeurs mesurées €gales permet de d&finir l'o-
pération externe symbolis&e par o , qui est une action de RN
dans le monoide :

n
Ty = ((...((yTy)Ty)__.__..)Ty). (6)

n fois

Ces monoldes obéissent 8galement & 1l'axiome d'Archiméde (Axiome 3):

X2y . 3n€£! noyz2x (7)

3. Mesure d'une qualité mesurable :

. . po Y S G T ARG o v PR €

Le mot "mesure" poss@de deux sens en frangais
d'une part, l'action de mesurer, appelé&e aussi mesurage, et,
d'autre part, l'effet de cette action, c'est-3-dire le nombre
obtenu grdce a elle. Lorsqu’on parlera de la mesure d'une qua-
1it& mesurable, c'est de l'action de mesurer que 1'on voudra
parler, tandis que la mesure d'une grandeur mesurée sera au
contraire l'effet de cette action. Ces deux aspects de la mesure
pourraient &tre appelés respectivement mesure mesurante et mesure
mesurée.



La mesure d'une grandeur mesuré&e est obtenue par
comparaison entre cette grandeur et 1'"addition" d'un certain
nombre d'unités de mesure, c'es:t-3-dire un certain nombre de fois
la grandeur mesuré&e associe a l1l'étalon de mesure, qualité mesu-
rable du prototype, qui lui est un objet.

8i la grandeur mesurée est &gale & un multiple de
1'unité de mesure, le probléme sera résolu et la mesure sera un
nombre entier. Dans le cas contraire, il faudra faire intervenir
des sous-multiples de 1'unité de mesure, que l'on d&finit, en
général, en utilisant l'axiome d'Euclide, 4dit aussi axiome de 1la

n-iéme partie, gui s'énonce ainsi

"Toute grandeur mesurée est divisible en un nombre

quelconque de parties &gales”.

Dans le cas des longueurs, cet axiome peut &tre
démontré gr8ce au théoréme de Thalés. Pour d'autres grandeurs
mesurées gue les longueurs, l'axiome de la n~iéme partie ne peut
8tre démontré, mais nous allons voir gu'on peut s'en passer en

utilisant l'axiome du choix.

Division_dyadigue :

Soit 1l'épimorphisme Gi qui fait correspondre &
chaque qualité& mesurable 2 , &l&ment d'un sous-ensemble S

son "double" par juxtaposition %272 :

(8)

-~~~

Z r— 7 Zz .

On définira la "moiti&" d'une qualité mesurable Y , comme &tant

la classe d'é&quivalence :

. -1
n(z) = 5i (¥) ,
dans laquelle 2 est un représentant de la classe d'&quivalence

M Ll

A



Si 1l'on suppose gque le préordre dans £ est
dense (Axiome 4), on montrera que M(Z) n'est pas vide, grce

3 l'axiome du choix et 3 l'introduction de la notion de coupure.

En continuant de proche en proche, on définira
des classes d'équivalence correspondant au "quart", au "huitié-
me", etc. d'une qualité& mesurable. La mesure est alors obtenue
sous la forme d'un nombre binaire.

Avec cette division diadique, on d&finit ainsi
un isomorphisme entre le monoide des grandeurs mesurfes et le
monoide des fractions dyadiques positives.

On aura donc

ar (a)x & bH(b)x=> aTbepla), + (b) ., (10)
n
ag-.;(a)x=>'1‘a._>n (a)x . (1)

On en tire un épimorphisme composé qui permet de
passer du monoide des qualités mesurables & celui des réels po-
sitifs.

Exemple 2 : La mesure de l'aire totale de la surface totale

de deux figures planes juxtaposées est. égale 3 la somme des mesures
des aires des surfaces de ces deux figures.

3.3 Applications :

Ce type de mesure sous forme dyadique n'est bien
sr pas tout a fait nouveau. En effet, dans le systd®me d'unités
de mesure anglo-saxonnes, le pouce se divise en deux moitiés, en
quatre quarts, etc. 3 la différence des divisions décimales du
systéme métrique. Il est vrai qu'il est plus facile de diviser
en deux un cordeau en le repliant sur lui-m@&me ou bien une masse
pulvérulente en plagant, par approximations successives, des mas-
ses &gales dans les deux plateaux d'une balance.

La division dyadique pré&sente, en outre, un avan-
tage technique mis en &vidence, au l1l7&me sié&cle, par Bachet de
Mériziac. Dans ses "Problémes plaisans et délectables", il se




demande quel est le systéme ayant le plus petit nombre de poids et
permettant de peser n'importe quelle masse multiple d'une masse d&-
terminée. C'est justement le systéme de poids en progression géomé-

trique de raison deux qui constitue la solution.

Un autre avantage de la division dyadique est 1la
résolution du probléme de la trisection de 1l'angle. On sait que
1l'on ne peut pas réaliser cette trisection 3 l'aide de la régle et
du compas, mais on peut 1l'envisager avec un nombre infini de divi-
sions dyadiques. En effet :

1/3=0,010101..., (base deux) (12)

et i1 suffit d'opérer une suite de divisions d'angles par deux,
opérations faciles 3 faire grdce a la régle et au compas.

4. Grandeurs sans dimensions :

4.1 Historique :

On a remarqué depuis longtemps que certains phéno-
mé&nes présentaient entre eux une certaine similitude. Tout d'a-
bord, sous forme géométrique (mesures des aires des surfaces de
figures semblables), puis sous forme mécanique (troisi&me loi de
Kepler), la similitude physique a &t& peu & peu &tendue 3 d'autres

branches de la Science.

En effet, la troisiéme loi de Kepler qui relie
les périodes de révolution et les dimensions moyennes des orbites
des planétes du systéme solaire se démontre dans le cadre de la
théorie newtonienne si l'on suppose qu'il n'y a pas d'interactions
entre les plantéres. On voit donc qu'elle permettrait d'obtenir
une similitude entre plusieurs systémes solaires fictifs ne pos-

sédant qu'une seule planéte.

Actuellement, depuis la Théorie de la Chaleur de

Fourier (1822), on part des équations aux dérivées partielles
auxquelles obé&issent les champs physiques pour obtenir des rela-
tions de similitude sous forme de grandeurs sans dimensions, ap-

pelé&es souvent mais a tort nombres sans dimensions.
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On distingue souvent la similitude physique de
1'analyse dimensionnelle qui, elle, serait une mé&thode d'obtention
de certaines lois physiques dont l'exemple le plus connu est la for-
mule donnant la période du pendule. C'est &galement une mé&éthode de
dépistage des erreurs : il est impossible, par exemple, de laisser
passer une expression comme E = M c3 , méme si l'on ne connait rien

3 la théorie de la relativité,.

On a démontré que, pour que deux systémes physiques
soient en similitude, certaines grandeurs sans dimensions devaient
avoir les mé@mes valeurs dans les deux systémes. Mais, il faut 8&tre
sQr de leur nombre exact pour ne pas se placer en similitude appro-
chée, comme dans le cas des modéles distordus. Une relation entre
le nombre de grandeurs sans dimensions et le nombre de grandeurs
intervenant dans le syst@me considéré a Et& obtenue pour la premiére
fois par Vaschy. Elle a &té& publiée dans un ouvrage sur l'é&lectri-
cit&, domaine de la physique ol l'emploi de plusieurs systémes d'u-
nités de mesure nécessite 1'&tude approfondie des dimensions des

grandeurs physiques.

En 1914, Buckingham retrouvait cette relation ;
c'est pourquoi son nom est donné, dans les pays anglo-saxons, au
th&oré&me de Vaschy. Une autre pré&sentation est celle anonyme de
théoréme I , due & la présence de produits de puissances qui in-
terviennent dans sa démonstration. Depuis cette date, de nombreux
articles et livres ont &t& publiés sur la similitude physique. Parmi
les auteurs, on peut citer, en France, Martinot-Lagarde et Saint-
Guilhem et, & l'&tranger, Sedov et Gbrtler.

4.2 Th&créme de Federmann :

Il ne semble pas é&vident a priori, gue chaque
mesure de grandeur mesurée soit &gale 3 un produit de puissances de
mesures d'autres grandeurs mesurées, comme, par exemple, la vitesse
qui est le produit d'ure longueur par l'inverse d'un temps.

Certains auteurs ont considé&ré& que cette proposi-
tion é&tait un postulat, car ils ignoraient qu'en 1911, un mathéma-
ticien russe du nom de Federmann avait démontré& cette proposition.

Son thé&oré&me présente une grande importance pour établir la théorie
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des grandeurs sans dimensions comme l'ont relevé Martinot-Lagarde
et Gbrtler.

Théoréme 1 (ou théoré&me des produits de puissances) :

"Le rapport des mesures d'une grandeur mesurée
d l'aide de deux unités de mesure différentes est &gal 3 un produit
de puissances de rapports de mesures"”.

La démonstration de ce thé&éoréme a &t& obtenue par
Federmann en supposant que les fonctions reliant les mesures entre
elles &taient différentiables partout. En 1946, Martinot-Lagarde a
étendu ce résultat au cas o0l ces fonctions sont continues par mor-

ceaux.

La démonstration du théoréme de Federmann fait
intervenir des applications numériques obéissant & 1'&quation fonc-
tionnelle de Cauchy :

v{a b) = ¢(a) . V(b) (13)
dont la solution générale est une fonction puissance :

pla) = a° (¢ € R) (14)

L'ensemble de toutes les grandeurs mesuré&es ayant
comme El&ments des produits de puissances enti@res positives ou
négatives de grandeurs mesurées faisant partie d'un ensemble P ,
peut @&tre injecté& canoniquement dans un groupe abé&lien libre G a
opérateur dans R . Pour cela, on introduira une nouvelle opé&ration

binaire L et une action distributive de R telle que :

GXR — &

X (15)

(x,,u) e D4

-

4.3 Dimension d'une grandeur :

Les physiciens ont introduit, de fagon parfois
assez floue, la notion de dimension d‘une grandeur mesurée. Par
exemple, la largeur et la longueur d'un rectangle ont la mé@me di-

mension, la dimension "longueur" différente de la dimension "aire".
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Nous dé&finirons ici, de fagon plus rigoureuse,
la "dimension" d'une grandeur mesurée x comme E&tant 1l'ensemble
des grandeurs avec la m@&me unit@& demesure que x . Cet ensemble est
le monoide de grandeurs mesurées dont on a parlé précédemment, mais
c'est en plus une classe d'é&quivalence correspondant 3 la relation

d'équivalence "ayant la m&me unité de mesure".

On introduit habituellement ce gu'on appelle la
formule aux dimensions d'une grandeur mesurée. C'est un monSme
formé avec des puissances de certaines dimensions dites fondamen-
tales. Soit d(x) 1la "dimension" de la grandeur mesurée x , ol d
est un épimorphisme, le produit de deux "dimensions" est défini par

d(x) * dly) = d(xly) (16)

Avec la dé&finition ensembliste de la "dimension"
donnée plus haut, la formule aux dimensions d'une grandeur mesurée
X sera l'ensemble de toutes les "dimensions" dont les &l&ments au-

ront la m@me unité de mesure que x .

Exemple 3 : Si x est une force, sa formule aux dimensions

s'exprimera ainsi :

xeg*g*g"?:M*y*g‘l (17)

ol M, L, T et V sont les "dimensions" des masses, des longueurs,

des temps et des vitesses.

La théorie de la similitude physique est basée sur
l'emploi de grandeurs sans dimensions, qui sont des grandeurs dont
la mesure ne change pas lorsque l'on change arbitrairement de sys-

téme d'unités.

Soit H 1le sous-groupe du groupe abé&lien G tel
que ses €l&ments puissent &tre mesurés grdce au systéme d'unités
choisi pour traiter le probléme. L'ensemble des grandeurs sans di-
mensions forme 1l'é&lément-neutre A du groupe-quotient H / A ,
c'est-d-dire l'ensemble des classes d'éguivalence correspondant a
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la relation d'équivalence O définie par :

X0 Y @p dlx) = dly) (18)

Le groupe-guotient ‘g_/ A est isomorphe au sous-
groupe V du groupe abélien libre U a opérateur dans R , le
systéme d'unités de mesure utilisé formant un ensemble de gé&néra-

teurs de ce groupe.

Exemple 4 : Si 1'on veut traiter la convection naturelle dans
un fluide visqueux 3 l'aide du systéme d'unité&s mécaniques et élec-
trique M K S A , seul le sous-syst@me d'unités M K S suffit. On n'a
pas besoin des unités &lectriques du systéme d'unités M K S A, par

contre, les unités thermiques nécessaires ne se trouvent pas dans

ce systéme.

Le théoréme fondamental de la similitude physique
est obtenu 28 partir de certains théorémes de la théorie des groupes

-

faisant intervenir les longueurs de groupes 3 opérateur.

La longueur d'un groupe & opérateur est le nombre
de termes d'une suite de sous-groupes normaux inclus les uns dans
les autres. Les groupes isomorphes ont des longueurs &gales (théo-
réme de Jordan-H8lder), ce qui se traduit par :

long V=1long (H/ A) .

La longueur d'un groupe-quotient est donnée par une
relation ressemblant 3 celle du logarithme d'une fraction :

long(‘_l;l'/é):longljl_-long{\_.

On énonce 3 présent le théoréme fondamental de la
similitude physique :

Théoréme 2 :

"Le nombre maximal de grandeurs sans dimensions
indépendantes (A) est &gal 3 la différence entre le nombre maximal
des grandeurs indépendantes (H) et le nombre maximal d'unités de
mesure indépendantes (V)".

Ce théoréme permet d4'énoncer maintenént le théo-
réme de Vaschy-Buckingham qui permet au physicien de décrire un
phénoméne grlce 3 un nombre réduit de paramétres
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Théoréme 3 :

"Toute correspondance entre n grandeurs mesurées
est &quivalente 3 une correspondance entre les valeurs de p gran-
deurs sans dimensions, p &tant au plus égal 8 n - m , ol m est
le nombre maximal d'unité&s de mesure indépendantes utilisées dans
le probléme et faisant partie du sous-syst@me d'unités employé".

On peut donner comme exemple d'application de ce
théoréme :

Exemple 5 : Il s'exerce une force F sur une sphére de diameé-
tre D se déplagant & une vitesse uniforme V dans un fluide de
masse volumique p et de viscosité& u . Un ensemble des o&nérateurs
du groupe H sera {p,u,V,D,F}, tandis qu'un ensemble des généra-
teurs du groupe V sera {cm, g, s}, si le systéme choisi d'unités

de mesure est le systéme C G S .

On aura deux grandeurs sans dimensions indé&pendan-
tes, par exemple, le coefficient de trainée :

Np = o 1L D"ZJ,V'Z_L F (21)

et le nombre de Reynolds :
= o 1 y~1
Re = pd-yu “ 4 DLV (22)

Les deux théorémes précédents sont appliqués par
les physiciens & la technique des modéles réduits en hydraulique et
en aéronautique et des modéles agrandis en fluidique. Les ré&sultats
expérimentaux ainsi obtenus sont trangspos&s au cas réel en s'impo-
sant l'&galité terme 3 terme des deux suites de grandeurs sans di-
mensions. On peut &galement utiliser les analogies entre différents
phénoménes physiques, tels que la chaleur et 1'électricité, lorsque
les &quations aux dérivées partielles reliant les variables dépen-
dantes et indépendantes mises sous forme adimensionnelle prennent
une forme identique.

Cette fagon de raisonner peut &tre appliqué aﬁ pro-
bléme de 1l'Univers qui s'agrandit, exposé dans le livre Science et
Méthode de Poincar&. Du point de vue g€ométrique, rien ne nous pa-

raitrait changé, mais les fluides nous paraitraient moins visqueux.

Dans le cas inverse du rétrécissement de l'Univers, les phénoménes

quanticues deviendraient avpparents aux observateurs eux-mémes réduits.
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