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SUR LE NOYAU D’UN HOMOMORPHISME DU MONOIDE LIBRE

DANS UN GROUPE LIBRE

Maurice NIVAT

Séminaire SCHÜTZENBERGER-LENTIN-NIVAT
(Problèmes mathématiques
de la théorie des automates)
Année 1969/70, n° 4, 6 p.

Introduction. - Dans [2], nous avons considéré les langages de la forme 

où 03C6 est un homomorphisme d’un monoïde libre dans un groupe libre. Nous démon-

trons en particulier qu’un tel langage est aussi la classe d’équivalence de 

ment neutre modulo une congruence finiment engendrée (si le monoide libre est lui-

même finiment engendré). Il s’agit même d’une congruence quasi-parfaite au sens de

[1J qui jouit de propriétés de décidabilité remarquables.

Nous avons recherché des conditions nécessaires et suffisantes pour que, récipro-

quement, la classe de l’élément neutre modulo une congruence sur un monoide libre

soit le noyau d’un homomorphisme de ce monoïde dans un groupe libre. Une caractéri-

sation, directement issue d’un théorème de R. C. LYNDON fait l’objet de cet

exposé.

Définitions. - Soit e une congruence sur le monoide libre finiment engendré X*,

et soit A un ensemble fini de mots de ~~~ dont nous supposerons que

désigne la classe de f mod e ).

Posons, pour tout 

L’application p de X* dans N ainsi définie jouit des propriétés suivantes :

Nous appellerons ~ la longueur sur X~‘~ associée à 6 par A . Nous dirons que

cette longueur est archimédienne si,. et seulement si,

Nous dirons que cette longueur est réductive si, et seulement si,
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Nous démontrerons les théorèmes suivants :

THEOREME 1. - Soit 8 une congruence sur X~ ; s ~ il existe A c X telle que la

longueur associée à 6 par A soit archimédienne et réductive, il existe un groupe
libre F et un homomorphisme (p de X* dans 0393 tel que

2. - So i t 9 un homomorphisme de X* dans un groupe libre. Il existe

unecongruence 03B8 (finiment engendrée), et un ensemble fini A c X* tels que

[ 1 J(j == q) 
-1 ( 1 ) , 

_.--’

et la longueur associée à 0 par A est archimédienne et réductive.

Pour démontrer le théorème 1g nous commencerons par établir le lemme suivant:

LEMME 1. - Soit  la longueur associée à d pâr A . Si  eat archimédienne9
,.~...~..r., 

il existe un groupe G et un homomorphisme et’ de X dans G tel ue

Démonstration. - On remarque que

En effet1 gf) = puisque gf gf ~ gf . étant 

(gf) = 0 qui entraine gf~

M est évidemment saturé pour
? est un sous-monoide de X~ : en effet, y soient M . Il existe u, v ,

u’ , v’ tels que

On en déduit que vuf ~ [1]03B8 et 

~

De fait y 14 = X* y où ~Lt - X ~ y tout facteur d’un mot de M étant dans M .
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est un groupe. Notons e l’homomorphisme canonique de X" sur Si

il existe u , v tels que y d’où encore qui s’é-

crit

Munissons-nous d’un groupe cyclique infini y de générateur c~ . Pour tout mot

f E X1~ se factorisant (de manière unique) en

où f. 1 ~ ... , f, 
~+1 

et 
x . ~.1 , ... , 

OE X ’ X’ = X" , posons

On vérifie immédiatement que 03C6 est un homomorphisme de X dans le produit li-

bre IB , et que 1’?n a

Q.E. v D.

La suite de la démonstration du théorème 1 utilise de façon cruciale le théorème

suivant de 

Le groupe G est un groupe libre si, y et seulement si, y il existe une application
À de G dans N satisfaisant

Notre démonstration va consister en la vérification que l’application de M/b
dans N y définie satisfait (Al)-(A5)’ si  associée à 6 par

A est archimédienne et réductive.

(A ~ 9 (A2) et (A4) sont immédiates.
Pour démontrer (A~)~ 9 nous faisons une récurrence sur f, f E Supposons d’a-

bord ~f == 1 ~ et considérons f’ tel que ff’ b 1 .

On ne peut avoir ~f’==0y donc, si ~f’ ~ ~f ~ on a ~f~~-2.0n peut alors

prendre f’ = f f 2 avec

La longueur  étant réductive, nous avons
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Si ce n’était pas le cas, y nous aurions en effet

donc + f’2 - f’1 f&#x3E;0 y ce qui n’est pas le cas. Mais alors comme ff’1 et

}J1f 2. f ne sont pas nuls, f  2 contrairement à l’hypothèse.

On a bien ~f~ =1 ~ si et ff t Soit alors f, ~f3&#x3E;2 . On peut

écrire f = fi f2 .avec

Introduisons fI et f2 tels que f~ f 81 y f2 et f’ tel que

ff ~1 . Nous pouvons supposer par récurrence

Or nous avons f + fi fi f 1 f 2 f’ ~ 1. -- 0 , car si cette

quantité était strictement positive, de

on déduirait ~f.) + ~(f2) - ~(fl f2) &#x3E; 0 ,ce qui n’est pas.

Ainsi + = d’où

La vérification de (A) est immédiate.
Considérons f y g , h ~ M , et f’ , y g’, y h’ tels que

Supposons

Nous avons aussi

étant réductive, on déduit

Les deux premiers membres étant identiques, il vient

Mais ~f ~ + ~g puisque f e fg’ g , d’où m ~ 2~g . De la même façon, m  2~h
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En vertu du théorème de Lyndony est alors un groupe libre. Le produit libre

r est encore libre, et le théorème 1 est établi.

Démonstration du théorème 2. - Considérons l’homomorphisme 03C6 de dans r , où

F est un groupe libre. L’ensemble = X* 1 03C6-1(1) ~ 0’} est un sous-

monoïde de X* de la forme

Il est immédiat que 9(M) est un sous-groupe 1’ de f, et f’ est libre’ (comme

tout sous-groupe d’un groupe libre). Si fw est un groupe cyclique infini à un gé-

nérateur 03C9 , définissons ’1 , homomorphisme de X’’ dans le produit libre 1’ * 0393~

par

On a la propriété

Considérons un système de générateurs libres {03B31 , ... , y ) de 1’ . L’homomor-

phisme p étant une surjection de Î.I sur 1" , il existe des mots

.1.1 ’ °° ’ ’ " ° ’ ’ fI&#x3E; tels pour tout 1. = 1 , ’° ° ’ p )

Soit alors 8 la congruence sur X1~, y définie par

qui vérifie évidemment la condtion

Définissons A comme l’ensemble

Nous avons

en effet, tout élément y’ de 1’ s’écrit comme un produit des 03B31 ,

et de leurs inverses9 soit

D’où, 3 i Y ( f ) = y t , f t) f.... fl avec fl ... fi E A .

11 1k 11 1k

S i maintenant 03B3 E 1 l’ * r w s écrit

avec 
‘
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et si Y(f) = y , on a

Pour tout j = 1 , ... , l + 1 , il existe g! E A" : g’. 9 d’où

ce dernier mot étant dans A* .

Nous venons en fait de calculer ..(f) = min tk e E 1 # %1 .

Si en effet, A est la longueur sur 1"’ y définie par

nous avons? si f = gl x. g? x..00 x.. 1 11 ~ 12 1~ ~

Sachant que 03BB est archimédienne sur 1’ , il est immédiat de vérifier

que  est archimédienne On vérifie aussi aisément que  est réductive

sachant que À sur 1 ’ vérifie, ? y , p Y~ , 6 rt et Bif m5N,

Q. E. D.
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