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(Problémes mathématiques

de la théorie des automates)
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SUR LE NOYAU D'UN HOMCMORPHISME DU MONOfDE LIBRE
DANS UN GROUPE LIBRE

par Maurice NIVAT

Introduction. — Dans [ 2], nous avons considéré les langages de la forme @“1(1)

od ¢ est un homomorphisme d'un monoide libre dans un groupe libre. Nous démon—

trons en particulier qu'un tel langage est aussi la classe d'équivalence de 1'élé-
ment neutfe modulo une congruence finiment engendrée (si le monoide libre est lui-
méme finiment engendré). Il s'agit méme d'une congruence quasi-parfaite au sens de

[3] qui jouit de propriétés de décidabilité remarquables.

Nous avons recherché des conditions nécessaires et suffisantes pour que, récipro-
quement, la classe de 1'élément neutre modulo une congruence sur un monoide libre
soit le noyau d'un homomorphisme de ce monoide dans un groupe libre. Une caractéri-
sation, directement issue d'un théoréme de R. C. LYNDON [1], fait 1'objet de cet

exposée

ki
Définitions. — Soit © wune congruence sur le monoide libre finiment engendré X ,

et soit A un ensemble fini de mots de X dont nous supposerons que

X“= U [f].
£ EA® ©

( [f]e désigne la classe de f mod © ).
Posons, pour tout fe > Sl
Wf = ing (ke N | A5a [£], # 61 .
L'application w de X" dans N ainsi définie jouit des propriétés suivantes :

pf =0 €= fe[l]e,
wfg < wf + wg pour tout £, g = X*¥.

Nous appellerons w la longueur sur X* associée & © par A . Nous dirons que

cette longueur est archimédienne si, et seulement si,

Pfe X , pffSpf = pf =0 .
Nous dirons que cette longueur est réductive si, et seulement si,

if,g,h,4e X, Vinme N,
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m
wf + ph - wfh 2 m
Wi + pg - wig 2 m

=x WL + ph - wih 2n .

Nous démontrerons les théorémes suivants

THREOREME 1. - Soit © wune congruence sur x* ;5 s'il existe A c X* telle que la

longueur associde & € par A soit archimédienne et réductive, il existe un groupe

libre [ et un homomorphisme ¢ de X* dans I tel que

[1]g = ¢7H(1) .

THEOREIE 2. = S0it ©® un homomorphisme de X* dans un groupe libre, Il existe
P

unecongruence 0 (finiment engendrée), et un ensemble fini A c X* tels que

-1
[l]&j = (P (l) 14
et la longueur associde & U par A est apchimédienne et réductive.

Pour démontrer le théoréme 1, nous commencerons par établir le lemme suivant :

LEMME 1, - Soit i 1la longueur associée & © par A . Si w est archimédienne,

il existe un groupe G et un homomorphisme ¢ de X" dans G tel que

[1]g = ¢7H(1) .

Démonstration. - On remarque que

vf,geXx", fge[1] = grz[L]

En effet, w(gf gf) = p(gf) , pulisque gf gf J gf . D'ou W étant archimédiennc,

w(gf) = 0 qui entraine gfe [1], .

XK [1], #6 «

Soit alors M = {f e x*

M  est évidemment saturé pour © .

M est un sous-monoide de X* : en effet, soient f , g €M, Il existe u, v,

u' , v' tels que

ufv e [1]6 et u'gv'e [l]U .
On en déduit que wufe [1], et gv'u'e (1], , d'ob vufgv'u'e (1], ,

XfeX"n [1] s EP

s

De fait, M =X', oo X' =X M, tout facteur d'un mot de M étant dans M .
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M/6 est un groupe. Notons 6 1'homomorphisme canonique de X° sur X /6 . Si

fel, il existe u , v tels que ufve [1],, d'oh encore wufe [1] qui s'é-

o] H
crit
o(vu)of =1 .

de générateur ® , Pour tout mot

Munissons-nous d‘'un groupe cyclique infini fw ’

f € X* se factorisant (de manidre unique) en

f = f X, f X, ce e f X. f ’
1 i, 2 i, k 1 k+1
ou ) Tl € 7 et X, g eeey Xy € X \NX' = X", posons

1 k

W ... W B WIT
+

On vérifie immédiatement que ¢ est un howomorphisme de X" dans le produit 1i-

bre (M/6)% I, et que 1'on a

Q. E. D,
La suite de la démonstration du théoréme 1 utilise de facon cruciale le théoréme

suivant de LYNDON [1].

Le groupe G est un groupe libre si, et seulement si, il existe une application

A de G dans N satisfaisant

(Al) Ag =0 == g=1
(4,) ngg' < Ag + Ag!
(AB) rg = Agth

(8,) hgg<irg= g=1
(o) &+ e - hee'Th >

m
Ag + Mgt - nggnl —> Ag' + Agh - Aglgn Tl 2w,

Zn
Notre démonstration va consister en la vérification que 1'application de M/b
dans N , définie par p(af) = wf , satisfait (Al)-(AS), si @ associde & O par

A est archimédienne et réductive.
(Al), (Az) et (A4) sont immédiates.
Pour démontrer (AB), nous faisons une récurrence sur wf , f € M . Supposons d'a-

bord wf =1 , et considérons f' +tel que ff' & 1 ,

On ne peut avoir wf' =0 , donc, si wf' #uf , ona wf' =2 . On peut alors
r 1 1
prendre f' = fl f2 avec
k k
£l ent £1 ek et Wf' =k, +k k, , k, #0
1 roT2 ’ 1 2 1772 *

La longueur w étant réductive, nous avons



— L ] 1
wf = pff1 + pf2 f .

Si ce n'était pas le cas, nous aurions en effet

WEED + WEL £ = pf >0

2
Raval ] v oY >
prl + wfz pffl f2 0
1 1 - t et >
pfl + pf2 f pfl f2 f>0,
donc ufi + pfé - pfi fé >0 , ce qui n'est pas le cas. Mais alors coume Mffi et
pfé f ne sont pas nuls, wf =2 contrairement & l'hypothése,

On a bien wf' =1, si wf =1 et £f' © 1 , Soit alors f , wf 22 . On peut

éerire f = fl f. .avec

2
WE, o+ wf, = wf, wf, Bf, £0
Introduisons f! et f) tels que f fi gL, £, fe1l, et f' tel que

1 2 1 2 2
ff' v 1 . Nous pouvons supposer par récurrence

N |
Wi = wEy

- 1Pt Vet ) 1
Or nous avons u(f2 £ fl) + p.(f2 £ fl) p(f2 £] £, £, £}

P
pfz = p12 .
fi) =0 , car si cette

quantité était strictement positive, de
w(ey ] £)) + w(g,) - wley £1 £, 1)) >0 et w(r)) +wlr, £) £1) - w(g £e461) >0,
on déduirait w(fl) + p(fz) - p(fl f2) >0 ,ce qui n'est pas.
Ainsi p(fé) + p(fi) = u(fé fi) , d'ol
p(er) = w(g) £1) = w(g)) + »(g) = u(f) o
La vérification de (A5) est imuédiate.
Considérons £ , g , h €M, et f', g' , h' tels que

ff' 91, gg' ©1, hht o l.
Supposons pf + pg - pfg' 2m et wf + ph - pfh' Zm .

Nous avons aussi

pg + Wg' - wgg' = 2ug , wh + ph' - phh!' = 2uh
d'ou, w étant réductive, on déduit
wg + wh' - pgh! 2 min (2pg , m) et ph + pg' - phg' >nin (2uh , m) &
Les deux premiers meubres étant identiques, il vient
Wg + wh - wgh' Zmin (2ug , 2uh , m) .

Mais wf < pfg' + pg puisque f © fglg , d'ol m £ 2ug . De la méme fagon, m < 2uh



min (2wg , 2wh , m) =m et g + pwh - ugh' 2 m .

En vertu du théoréme de Lyndon, M/6 est alors un groupe libre. Le produit libre

(1/9) I, est encore libre, et le théordme 1 est établi.

Démonstration du théoréme 2. — Considérons 1'homomorphisme ¢ de X* dans I, ol
I' est un groupe libre. L'ensemble M = {fe X* | XX n ¢~1(1) # g} est un sous-

monoide de X* de la forme

M=X'#%, X'€ X,

I1 est immédiat que (M) est un sous-groupe I[' de [, et [ est libre (comme
tout sous-groupe d'un groupe libre). Si l“w est un groupe cycligne infini & un gé-

nérateur w , définissons ¥ , homomorphisme de X* dans le produit libre ['w [y

par w®
¥f = of si feX' ,
Yf-_-_-wlflsi fe (X X' ).
On a la propriété @-1(1) = Y-l(l) .

Considérons un systéme de générateurs libres {\(1 g oee Yp} de I'' , L'homomor-
phisme ¢ &tant une surjection de M sur 1" , il existe des mots

£, ees , £, £11 £l de M tels que, pour tout i =1, see , D,

.Ll ’ p '] 1 9 oo ) p
—1 -1
@(fi) = Yi ] ¢(fi ) = Yi .
Soit alors © la congruence sur X* , définie par
fog =» {f=¥Yg,

qui vérifie évidemment la condtion
-1 -1
[1] = ¢ H(1) = (1) .

Définissons A comme 1l'ensemble

-1 . ;
A:{fi,fi | i=1, ...,p}u{x},xe INKY
* £ .
Nous avons =y . (£l =
fe A

en effet, tout élément Yy' de I'' s'écrit comme un produit des 7Y, , ..., Yp et

1 k
et de leurs inverses, soit Y = Y. eee Yoo
i i
1 k
€ £ € 3
D'ou, =i Y(f) =v', fu fil fik avec fil fike A .
1 k 1 k

Si maintenant vy € I['' % Fw stécrit

— 1 | 1 1 1 e It
Y - Yl W YZ Woeoe W Y£+1 avec Yl 9y ®oeyy Y£+l l ?
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et si ¥(f) =y, on a

f = g; xi g5 xi ese xiL 8l avec @(gﬁ) = Yj et X

vee X. € XNX' .
1 2 i

1 )
Pour tout j =1, ... , £+ 1, il existe gle A" . g, ¢ &, d'on

a t ] ]
fﬁc g X g2 X oo X & il ?
ce dernier mot étant dans A” .

Nous venons en fait de calculer p(f) =min {k e X | Akn [f]b #d1 .

Si en effet, A est la longueur sur 1! , définie par

f €1 “k
gyt e, Ay' =minik €N | v' =¥, ..o Yo}
~ i i
1 k
37 'F: e oe . 7
nous avons, si ¢ gl Xi g5 Xi x5 8yi1 ?
1 2 X
J=a+1
pf = 4 + 2 a¥(g))
j=1 !

Sachent (cf. [1]) que A est archimédienne sur I'' , il est immédiat de vérifier
que p est archimédienne sur X . On vérifie aussi aisément que B est réductive

sachant que A sur I' vérifie, ¥ vy, y', y' €l’ et Vmn€ N,

AY + Ayt - Aw*'l Zm

1

MY 4 AY" = Ayy"TT 2 m

> AY! 4+ AyN - hy'y"_l Zm
Q. E. D.
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